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Rezime: 

Ovaj rad obra|uje teorijske metode koje daju re{enje za nelinearne probleme kontakta 
sa trenjem, a koja proizilaze iz fenomena prianjanja – klizanja. Cilj istra`ivanja jeste predvi-
|anje napona i deformacija na kontaktnoj povr{ini, kao i unutar komponenti koje dolaze u 
kontakt, po{to se povr{ina kontakta menja progresivno usled uvo|enja spoljnjeg optere}enja. 
U radu se polazi od pretpostavke da su materijali linearno elasti~ni dok su pomeranja i de-
formacije male, a povr{ina kontakta kontinualna i ravna. Pretpostavlja se, tako|e, da ne do-
lazi do me|usobnog probijanja povr{ina tela u kontaktu. Rad se zasniva na metodi kona~nih 
elemenata prilago|enoj problemima kontakta, na inkrementalno-iterativnoj metodi i na sa-
vremenim matemati~kim teorijskim postavkama za re{avanje ovog problema. 

Klju~ne re~i: kontakt, trenje, ~vorni par, kompatibilnost, prianjanje, klizanje, inkrement, ite-
racija, konvergencija. 

CONTEMPORARY TYPE OF ANALYSIS ON CONTACT PROBLEMS 
WITH FRICTION USING THE FINITE ELEMENT APPROACH 
Summary: 

This paper elaborates theoretic methods which give solutions for nonlinear problems of 
contact with friction that arise from stick-slip phenomenon. The aim of the stady is anticipation 
of tension and deformations on the contact surface as well as inside of components that come in 
contact, because contact surface is changing progressively owing to outer load induction. In 
this paper it is presumed that materials are linearly elastic, while motions and deformations are 
minor, and contact surface is continuous and plane. It is also presumed that it does not come to 
mutual perforation of the objects surfaces in contact. The paper is based on finite elements me-
thod, modified for conctact problems, on iterative-incremental method and with contemporary 
mathematical theoretical assumption for contact problem solving. 

Key words: contact, friction, node pair, compatibility, stick, slip, increment, iteration, con-
vergence. 

Uvod 

Nose}a struktura letelice, poput ve-
}ine ostalih tehni~kih struktura i sistema, 
obiluje razli~itim tipovima mehani~kih 
spojeva dva ili vi{e tela. Radi ta~nog 
predvi|anja snage pogonskog agregata i 
ostalih mehani~kih i elektri~nih karakte-

ristika neophodno je poznavati stanje 
kontakta. 

U zonama kontakta, koje postoje u 
razli~itim mehanizmima, sile kontakta, 
zahvaljuju}i kvazi-stati~kim optere}enji-
ma, mogu da dovedu do trenja i do viso-
kih napona, uz pojavu zamora i erozije 
povr{ina. Zbog toga je potrebno, radi 
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projektovanja ovih elemenata, da se 
predvide sile kontakta i naponi. 

Ovaj rad obra|uje razvoj teorijske 
metode koja daje re{enje za nelinearne 
probleme kontakta sa nepovratno{}u koja 
proizilazi iz fenomena prianjanje – kliza-
nje. Analiza napona i deformacija, una-
pre|ena kroz kontakt dva ili vi{e elasti~-
nih tela, dugo je bila va`na tema, ali je 
te{ko dobiti numeri~ke rezultate prakti~-
nih problema uz odgovaraju}u ta~nost. 

Postojanje ta~nih re{enja napona 
kontakta proizvod su visokosofisticiranih 
matemati~kih analiza za idealizovano 
modelovane konfiguracije. Ova re{enja 
mogu se primeniti na razli~ite probleme, 
sa vi{e ili manje uspeha, u zavisnosti od 
toga koliko se dobro realna geometrija i 
stanja optere}enja sla`u sa onim prime-
njenim u matemati~kom modelu. 

Formulacija problema kontakta 

Kada dve in`enjerske strukture fi-
zi~ki nale`u jedna na drugu, a nisu kruto 
spojene i kada jedna drugoj predaju 
spoljne sile kroz zajedni~ku povr{inu do-
dira, za njih se ka`e da su u kontaktu. 

Slika 1 {ematski prikazuje razmatra-
ni kontakt-problem. Na njoj su prikazana 

dva tela A i B, koja mogu biti ozna~ena i 
kao kontaktor i meta. U re{enju kona~-
nog elementa telo A sadr`i ~vorne grani-
ce kona~nog elementa koji dolaze u kon-
takt sa segmentima ili ~vorovima tela B. 
Mada su prikazana samo dva tela u kon-
taktu, mogu se analizirati kontaktni uslo-
vi izme|u ve}eg broja tela. 

Osnovni uslovi kontakta du` povr{i-
na kontakta su takvi da ne mo`e da se 
dogodi materijalno preklapanje, a kao re-
zultat kontaktne sile su stvorene da delu-
ju du` zone kontakta na telo A i B. Ove 
sile su jednake i suprotne. Normalne sile 
mogu samo da vr{e pritisak, a tangenci-
jalne sile zadovoljavaju zakon otpornosti 
na trenje. 

Stanja kontakta u trodimenzio- 
nalnim problemima 

Stanje kontakta mo`e se klasifiko-
vati u ~etiri slu~aja. 

1. Otvoreno stanje – razmak izme|u 
tela A i B ostaje otvoren, odnosno ne do-
lazi do kontakta: 
 

0=∆=∆ biai RR , 
                                                             (1) 

ibiai lqq ∆≡∆−∆  ( )zyxi ,,=  

A B

Zadate sile

Zadata pomeranja   

Zona kontakta

BA

  

A B

Površine kontakta

Spoljašnje sile

Sile kontakta

 

       a) Stanje pre kontakta              b) Stanje pri kontaktu                c) Sile koje deluju na telo A i B 

Sl. 1 – [ematski prikaz kontakta problema 
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2. Kontakt prianjanja – razmak iz-
me|u tela A i B je zatvoren i ne dolazi do 
klizanja: 

 

ibiai RRR ∆≡∆−=∆ , 

                                                             (2) 
0=+∆−∆ ibiai qq δ ( )zyxi ,,=  

 
3. Kontakt sa klizanjem – razmak 

izme|u tela A i B ostaje zatvoren i kliza-
nje se odvija u oba pravca (x i y): 

 

0

ax bx z

ay by z

az bz z

ax bx x

ay by y

az bz z

R R R
R R R

R R R
q q l
q q l

q q

µ
µ

δ

∆ = −∆ = ± ∆ 
∆ = −∆ = ± ∆ 
∆ = −∆ ≡ ∆ 


∆ − ∆ ≡ ∆ 
∆ − ∆ ≡ ∆ 
∆ − ∆ + = 

                     (3) 

                                                          
 4. Me{ovito stanje – razmak izme-

|u tela A i B ostaje zatvoren i dolazi do 
klizanja u jednom pravcu (x ili y), ali ne 
do klizanja u drugom pravcu: 

 

0

0

ax bx z

ay by y

az bz z

ax bx x

ay by y

az bz z

R R R
R R R

R R R
q q l
q q

q q

µ

δ

δ

∆ = −∆ = ± ∆ 
∆ = −∆ ≡ ∆ 
∆ = −∆ ≡ ∆ 


∆ − ∆ ≡ ∆ 
∆ − ∆ + = 
∆ − ∆ + = 

                     (4) 

                                                        
Pretpostavi}e se da je jiq  ~vorno 

pomeranje, a jiR  sila u ~voru na povr{ini 

kontakta, gde indeks j ozna~ava telo, a i 
koordinatu. 

Odre|ivanje stanja kontakta 
pomo}u elemenata kontakta 

Ukoliko se mogu objasniti uslovi 
kontakta pomo}u elemenata kontakta, mo-
`e se do}i do znatnog kompjuterskog po-
jednostavljenja. U tabeli 1 dati su elementi 
kontakta koji povezuju ~vorni par kontakta 
sa slede}im konstitutivnim odnosom. 

                                      
Tabela1 

Kriterijumi stanja kontakta 

Stanje 
pre posle 

Kriterijumi 

otvoreno 0zl >  
Otvoreno

kontakt 0zl ≤  

prianjanje 
0zR ≥ , x zR Rµ≤ , 

y zR Rµ≤  

otvoreno 0zR <  

klizanje 
0zR ≥ , x zR Rµ≥ , 

y zR Rµ>  

Prianjanje

me{ovito 
0zR ≥ , x zR Rµ≥ , 

y zR Rµ<  

prianjanje 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ > , 

0y yR l∆ ∆ >  

otvoreno 0zR <  

klizanje 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ ≤ , 

0y yR l∆ ∆ ≤  

Klizanje 

me{ovito 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ ≤ , 

0y yR l∆ ∆ >  

prianjanje 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ > , 

y zR Rµ≤  

otvoreno 0zR <  

klizanje 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ ≤ , 

y zR Rµ>  

Me{ovito

me{ovito 
0zR ≥ , 0x xR l∆ ∆ ≤ , 

y zR Rµ≤  
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Uop{tena matri~na jedna~ina stanja 
kontakta predstavljena je u slede}em ob-
liku: 

                                                      
1
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0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0
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                                                             (5) 

 
gde svaki elemenat ,nie ezx, ezy, δi

* itd. 
u jedna~ini (5) ima vrednost koja zavisi 
od stanja kontakta. 

Jedna~ine inkrementalne 
ravnote`e 

Naj~e{}i problemi kontakta izrazito 
su nelinearni i zavise od putanje optere-
}enja. Nelinearnosti proizilaze iz prome-
njivosti povr{ine kontakta sa promenom 
optere}enja i efekta trenja. Kako se opte-
re}enje pove}ava, kontaktni ~vorni paro-
vi dolazi}e u kontakt. Imaju}i to u vidu, 
kao i nepovratni karakter fenomena tre-
nja, formulisa}e se inkrement optere}e-
nja kako bi se re{ili nelinearni problemi 
kontakta. Ovom prilikom intenzitet opte-
re}enja koji prouzrokuje promenu stanja 
kontakta jednog para ~vora kontakta uzet 
je kao inkrement optere}enja, {to je ana-
logno inkrementalno-iterativnoj procedu-
ri za probleme elasti~nosti i plasti~nosti. 

Radi nala`enja re{enja op{tih jedna-
~ina kontaktnog problema pomo}u meto-
de kona~nog elementa koristi}e se prin-
cip inkrementalnog virtualnog rada, koji 
ka`e da je zbir radova svih spolja{njih i 
svih unutra{njih sila pri bilo kom virtual-
nom pomeranju ta~aka tela ,iuδ  na koje 
ovaj sistem sila deluje, jednak nuli, i za 
telo A mo`e se izraziti slede}om jedna~i-
nom: 

 

0

ij ij i iV V

i i i iS c

dV p u dV

T u ds R u ds

σ δ ε δ

δ δ

∆ ∆ − ∆ ∆ −

− ∆ ∆ − ∆ ∆ =

∫∫∫ ∫∫∫
∫∫ ∫∫

  (6) 

 
gde je: 

ip∆  – zapreminska sila;  

iT∆  – povr{inska sila; 

iR∆  – sila kontakta;  

c – povr{ina kontakta; 
S – grani~na povr{ina tela izuzev povr{i-
ne c.  

Transformacijom jedna~ine (6) do-
bija se jedna~ina krutosti: 

 
( ){ } { } { }caaa FFqK ∆+∆=∆                  (7) 

 
gde je: 

aK  – matrica krutosti, 

aq∆  – vektor ~vornih pomeranja. 

U jedna~ini (7) { }aF∆  predstavlja 

ekvivalentni vektor ~vorne sile tela, dobi-
jen iz drugog i tre}eg izraza jedna~ine (6).  

Vektor kontaktne sile { }cF∆  pred-

stavljen je izrazom: 
 

{ }c i ic
F R u dsδ∆ = ∆ ∆∫∫                        (8) 
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Po{to je sila kontakta iR  nepoznata 

ona se ne mo`e kao takva integraliti. 
Zbog toga }e ekvivalentna ~vorna sila 
{ }cF∆  biti razmatrana kao nepoznati va-

rijabilni vektor. 
Na sli~an na~in kao za telo A bira se 

slede}a jedna~ina za telo B: 
 

( ){ } { } { }cbbb FFqK ∆+∆=∆                  (9) 

 
gde je: 

bK  – matrica krutosti; 

bq∆  – vektor ~vornih pomeranja tela B. 

Ovde je { }bF∆  ekvivalentni vektor 

~vorne sile tela i { }cF∆  vektora kontakt-

ne sile. 
Treba napomenuti da se jedna~ine 

(7) i (9) nalaze u me|usobnom odnosu 
preko vektora kontaktne sile { }cF∆ . Uzi-

maju}i da je { }cF∆  rezultanta vektora 

aiR∆  ili biR∆  u jedna~ini (5) i deo 

{ }jq∆  du` povr{ine kontakta shodno 

jiq∆ , dobija se: 

 

{ }
1 *

1 *

1 *

2 *

2 *

2 *

0
0
0 0

0
0
0 0

x zx x

c y zy y
c

z z
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F e e R

e R
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e R

  − ∆
  

∆ = − ∆ =  
   ∆  

  ∆
  

= − ∆  
   ∆  

∑

∑

 (10) 

 
i 
 

{ } { }i jiq q∆ = ∆  na c                           (11) 

Ovde su rezimei izvedeni za sve 
~vorne ta~ke du` povr{ine kontakta c. Za 
svaki od ~vorova u paru defini{e se vek-
tor inkrementa sile kontakta kao: 

 

{ } ∑
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i vektor relativnog pomeranja izme-

|u parova kontaktnih ~vorova pomo}u: 
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Sintezom jedna~ine (7) i (8), koriste-

}i jedna~ine (5), (10) i (11), dobija se: 
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Ovde Kac, Kbc, Kcc, Kcb i Kca odgovara-

ju matricama koeficijenta u jedna~ini (5) 
i dati su pomo}u: 
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∑
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Ako se { }*R∆  razmatra kao nepo-
znata promenljiva vektora, kao u jed-
na~ini (14), nije potrebno promeniti 
veli~inu jedna~ine u procesu iteracije. 

I kao deo re{enja dobija se { }*R∆ , od-
nosno ekvivalentne ~vorne sile u od-
nosu sa silama kontakta ili relativna 
pomeranja izme|u ~vornih parova 
kontakta koji su neophodni za diskri-
minaciju stanja kontakta. Algoritam 
kompjuterske procedure postaje jedno-
stavniji. 

Pored toga, samo Kac, Kbc, Kcc, Kcb i 
Kca iz jedna~ine (14) varira u procesu 
iteracije, pa po{to se samo jednom iz-
vodi Gausova procedura eliminacije za 
pun sistem jedna~ine (15) u prvoj itera-
ciji, dovoljno je rastaviti samo jedna~i-
ne koje se odnose na ~vorne parove 
kontakta. 

Re{enje se mo`e pobolj{ati bez re-
{avanja velikog broja simultanih jedna~i-
na na svakom stupnju, tako da proces ite-
racije mo`e da se izvede znatno ekono-
mi~nije. 

Odre|ivanje inkrementa 
optere}enja 

Pretpostavlja se da je na kraju pret-

hodnog koraka n ( )nC  stanje kontakta. 

Tako|e, pretpostavlja se da je ( ){ }nq  vek-

tor ~vornog pomeranja i ( ){ }*nR  vektor 
sile kontakta. Re{avanjem vektora ~vor-

nog pomeranja ( ){ }nq∆  i vektora sile 

kontakta ( ){ }*nR∆  pod uslovom kontakta 
( )nC  i fiksnog optere}enja { }F∆ , a pri-

menom ( ){ }nq∆  i ( ){ }*nR∆  kao i ( ){ }nq  i 
( ){ }*nR , mo`e se prora~unati koeficijent 

optere}enja ( )nα  koji je definisan izra-
zom: 

 

( )

( ){ }*

n

nF

F
α

∆
=

∆
                                  (16) 

 

gde je ( ){ }*nF∆  inkrement optere}enja n-
-tog koraka. 

Iz ( )nα dobija se optere}enje 
( ){ }1+nF , pomeranje ( ){ }1+nq  i sila kon-

takta ( ){ }*1+nR  kod novog koraka ( )1+n : 
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Vrednost ( )nα  je manja od ( )*nα  
prora~unato pomo}u slede}ih jedna~ina 
za sve ~vorne parove kontakta. 

1. Od otvorenog stanja do stanja 
kontakta: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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Shodno tome, ( )*nα  za ovaj slu~aj je 
dat putem: 
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2. Od stanja kontakta do otvorenog 

stanja: 
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Ovde je: 
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3. Od ~vrstog stanja do stanja klizanja 

( )*nα  za klizanje u pravcu x dato je kao: 
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Sada ( )*nα  postaje: 
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Sufiks y trebalo bi postaviti na mesto 
sufiksa x za stanje klizanja u y pravcu. 

Stanja kontakta 

Neka ( ){ }1−nF  i ( ){ }1−nC  budu opte-
re}enja i stanje kontakta na n-tom kora-
ku. Pretpostavi}e se da se pove}ava opte-

re}enje ( ){ }1−nF  pomo}u inkrementa op-

tere}enja ( ){ }Fn ∆−1α  prema prethodno 
navedenoj metodi i da se stanje kontakta 

( ){ }1−nC  menja u novo ( ){ }nC , kao {to je 
prikazano na slici 2. Za vreme optere}e-

nja stanje kontakta ( ){ }1−nC  ostaje kon-
stantno zbog definicije inkrementa. 

Novo stanje kontakta ( ){ }nC  nije je-
dinstveno. Radi nastavka procedure neo-
phodno je raspolagati potrebnim infor-
macijama kao relevantnim pokazatelji-
ma. Na primer, ako kontakt ~vornog para 
pod otvorenim stanjem do|e u kontakt, 
mora da se odredi da li je do{lo do kliza-
nja ili ne. Kao drugi primer, mora se ot-
kriti da li ~vorni par kontakta u stanju 

Nnn-10

}F

∆F

F

{C

{C}
}(n)

F

(n)}

}
(n-1)

(n-1)

Sl. 2 – Promene u stanju kontakta za 
inkrementalno optere}enje  
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klizanja dolazi do prianjanja. Zbog toga 

treba da se dobije re{enje ( )nR∆ , xl∆ , itd. 

pod uslovom ( ){ }nC  i fiksnog vektora op-

tere}enja { }F∆ , i da se kontroli{e da li 
su uslovi prikazani u tabeli 1 zadovolja-
vaju}i za sve ~vorne parove kontakta. 
Svaka iteracija mora da se izvede dok se 
ne postigne konvergencija. 

Analiza okova  

Primer prora~una bi}e pokazan na 
avionu Lasta – jednomotornom dvosedu 
niskokrilcu. U osnovnoj nameni to je 
{kolski klipni avion namenjen za osnov-
nu obuku i trena`u pilota u letenju sa i 
bez spoljne vidljivosti i za obuku u in-
strumentalnom letu. 

Krilo aviona, koje je trapeznog obli-
ka, preko svojih okova vezano je za od-
govaraju}e okove na okvirima trupa. Ovi 
okovi namenjeni su za me|usobno spaja-
nje krila sa trupom. Izra|eni su od dura-
luminijuma i spojeni vijkom. Analiza je 
izvr{ena na trodimenzionalnom modelu 
(slika 4) primenom programskog paketa 
ANSYS. Mre`a trodimenzionalnog mo-
dela (slika 5) ura|ena je pomo}u kona~-
nog elementa oblika tetraedra, sa ~voro-
vima u temenima i na sredinama stranica 
(slika 6). 
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Analiza okova izvr{ena je sa vred-
nostima koeficijenata trenja u dijapazonu 
od 0,002 do 0,3. Na slici 7 dat je grafi~ki 
prikaz rezultata analize problema kontak-
ta veze krilo-trup lakog {kolskog aviona 
Lasta, sa koeficijentom trenja µ = 0,002. 

Uticaj trenja na raspodelu 
napona 

Na slikama 9 i 10 prikazani su re-
zultati analize problema kontakta veze 
krilo-trup lakog {kolskog aviona. Primar-
na pa`nja pri toj analizi bila je usmerena 
na uklju~ivanje uticaja trenja izme|u 
osovinice i u{ki, odnosno na preraspode-
lu naponskih stanja u u{kama. Radi toga 
je vr{ena analiza uticaja koeficijenta tre-
nja µ na raspodelu naponskog stanja u 

predmetnoj vezi krilo-trup, odnosno u sa-
mim u{kama. Analiza je vr{ena za vred-
nosti koeficijenta trenja u dijapazonu 
0,002 do 0,3. Za ovu vrstu problema koe-
ficijent trenja 0,3 je previsok, ali zbog si-
stemati~nosti je uklju~en u analizu. Re-
zultati numeri~ke analize upore|eni su sa 
eksperimentalnim rezultatima gde je do-
bijena dobra saglasnost. 
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Me|utim, u razmatranom problemu 
kontakta ~elik-duraluminijum veze krilo-
-trup, uo~eno je slede}e:  

– uvo|enje koeficijenta trenja uti~e na 
promenu naponskog stanja, kako u unutra-
{njoj, tako i u spoljnjoj u{ci (slike 9 i 10). 

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

0 5 10 15 20 25 30
σ vm  [daN/mm 2 ]

µ=0,002

µ=0,1

µ=0,2

µ=0,3

y [mm]

 

Sl. 9 – Raspodela von Misesovih napona – za presek A-A spolja{nje u{ke 

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

0 5 10 15 20 25 30

µ=0,002

µ=0,1

µ=0,2

µ=0,3

y [mm]

σ v m [daN/mm 2 ]

 
Sl. 10 – Raspodela von Misesovih napona –- za presek A-A unutra{nje u{ke 



VOJNOTEHNI^KI GLASNIK 3–4/2005. 345
 

Uo~ava se da je pove}anje maksimalnog 
napona u u{kama za koeficijente trenja u 
podru~ju µ = 0,002 do µ = 0,2 za oko 5%. 
To potvr|uje da ga je potrebno uzeti u ob-
zir pri analizi problema kontakta; 

– prema o~ekivanju, za koeficijente 
trenja u podru~ju µ = 0,002 do µ = 0,2 
nije do{lo do bitnije promene polo`aja 
maksimalnog napona θ, kao {to je ilu-
strovano u tabeli 2. 

 
Tabela 2 

Polo`aj maksimalnog napona θ 
 

µ 
θ 

spolja{nje u{ke 
θ 

unutra{nje u{ke 
0,002 18,6688 17,7723 
0,1 18,6791 17,8049 
0,2 18,6824 17,8309 
0,3 18,6863 17,8575 

Zaklju~ak 

Pokazano je da su problemi kontak-
ta izrazito specifi~ni i zahtevaju vrlo slo-
`ene analize za njihovo re{avanje. Po{to 
je poznato da je ova klasa problema izu-
zetno nelinearna, uz pretpostavke da je 
problem kontakta analiziran za linearno 
elasti~na tela i male deformacije, neline-
arnost problema svela se na povr{insku 
nelinearnost.  

Na osnovu rezultata dobijenih anali-
zom okova na avionu Lasta, mo`e se za-
klju~iti da se analizom problema kontak-
ta sa uticajem trenja dolazi do realnije 
slike naponskog stanja, koja je bitna za 
procenu veka strukturalnih elemenata pri 
analizi ~vrsto}e na zamor. Po{to i trenje 
uti~e na pove}anje napona u konstrukciji, 
treba ga uklju~iti u analizu. 

I pored svega navedenog, polje za 
analizu problema kontakta je veoma veli-
ko, i postoji jo{ mnogo aspekata koje tre-
ba obuhvatiti analizom.  
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Sl. 6 – Kona~ni element oblika tetraedra 
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