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Rezime: 

U radu je opisan mehanizam trenja i tro{enja vode}eg prstena projektila usled zagre-
vanja i topljenja kontaktne povr{ine projektila. Primenjen je model hidrodinami~kog klizanja 
vode}eg prstena i postavljena Rejnoldsova jedna~ina za „fluid“ (otopljeni film). Pretposta-
vlja se da je temperatura fluida konstantna i jednaka temperaturi topljenja na kontaktnim 
povr{inama. Na osnovu ukupnog prelaza toplote sa filma koji je stvoren izme|u topljive i ne-
topljive povr{ine (model Landan) odre|eni su rezultati za debljinu filma, koeficijent trenja i 
tro{enje materijala. U radu je odre|ena veli~ina tro{enja vode}eg prstena i uticaj nekih pa-
rametara na silu trenja i debljinu filma otopljenog materijala prstena. Dobijeni rezultati ilu-
strovani su na odabranom primeru. 

Klju~ne re~i: vode}i prsten, tro{enje, trenje, topljenje, koeficijent trenja, klizanje, toplotne 
karakteristike.  

FRICTION AND WEAR MECHANISM OF THE PROJECTILE 
ROTATING BAND 
Summary: 

Friction and wear model of rotating band, due to, heating and melting material 
between the contact surface of a bore and projectile is described in this paper. The 
hydrodynamic slider-bearing model of the metal rotating band is applied and the Reynold’s 
equation for the „fluid“ (melting film) has been used in this work. The fluid temperature was 
assumed to be constant and equal to the melting temperature on the contact surface. Based 
on the total heat transfer from the film, which is made, between the melting on the non-
melting surface (Landan model) and certain results of the film thickness, the coefficient of 
melt friction and the material wear were achieve. The size wears of the projectile rotating 
band and influence of certain parameters on the friction force and the film thickness are 
given in this paper. The achieved results have been illustrated by chosen example. 

Key words: rotating band, wear, friction, melting, friction coefficient, sliding, termal proper-
ties. 

Uvod 

Trenje i tro{enje vode}eg prstena 
projektila stalna je i neizbe`na pojava u 
toku procesa opaljenja. Ona nastaje inter-
akcijom izme|u projektila i cevi, na nji-
hovim kontaktnim povr{inama za vreme 
kretanja u vodi{tu cevi. U fizi~kom i ma-

temati~kom smislu stvarni mehanizam 
trenja i tro{enja vode}eg prstena projekti-
la vrlo je slo`en i jo{ uvek neistra`en. 
Kod nas postoji mali broj radova o ovom 
problemu. 

Na osnovu teorije trenja i topljenja 
materijala vode}eg prstena Š1¹, u ovom 
radu su odre|eni parametri i veli~ine tro-
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{enja vode}eg prstena projektila, i njihov 
uticaj na silu trenja i debljinu filma, tj. 
skinutog materijala prstena topljenjem 
izme|u kontaktnih povr{ina ~elika (kanal 
cevi) i rotiraju}eg projektila. U ta~kama 
dodira povr{ina koje klizaju jedna po 
drugoj, projektil sa vode}im prstenom se 
razmatra kao kliza~ koji se kre}e veli-
kom brzinom klizanja bez urezivanja. 
Zbog velikog optere}enja na kontaktnim 
povr{inama i razmene koli~ine toplote po 
jedinici povr{ine u zoni kontakta, potpu-
no topljenje materijala pri velikim brzi-
nama klizanja je verovatna pojava. 

Na to ukazuju Sternlicht i Apkarian 
Š5¹, koji su eksperimentalno pomo}u pin-
-disk ma{ine merenjem trenja i habanja 
dokazali da dolazi do topljenja. Sli~no su 
pokazali Bowden i Freitag Š6¹ izme|u 
kontaktnih povr{ina ~elika i rotiraju}eg 
projektila, odnosno Montgomeri Š4¹, koji 
je dokazao potpuno topljenje materijala 
vode}eg prstena. 

Osim u slu~aju velikih optere}enja, 
{to je ina~e realno za interakciju cevi sa 
projektilom, istopljeni sloj mo`e da se javi 
i pri malim brzinama klizanja. O tome sve-
do~e radovi Tanake u slu~aju trenja sa ~e-
li~nom i staklenom povr{inom pri relativ-
noj brzini trenja od 2,5 m/s i Clerica u slu-
~aju rotiraju}eg poliacetatnog diska i brzini 
trenja od 0,76 m/s. Na kraju, dobar dokaz 
da se materijal tro{i usled topljenja u ta~ka-
ma dodira povr{ine koje klizaju jedna po 
drugoj, dali su Bowden i Tabor Š7¹. 

U svakom slu~aju izme|u paralelnih 
povr{ina materijala u kontaktu dolazi do 
podmazivanja topljenjem materijala i for-
miranja tankog filma otopine, kao i pro-
vo|enja toplote sa povr{ine na film. Za 
ovakav model hidrodinami~kog klizanja 
vode}eg prstena u [1] date su osnovne 

jedna~ine modela i definisane relacije za 
debljinu filma, koeficijent  trenja, tempe-
rature povr{ina u kontaktu i Rejnoldsov 
broj. Prora~unski rezultati modela ilustro-
vani su na primeru kliza~a od metala. 

U ovom radu prikazane su samo 
najva`nije relacije matemati~kog modela 
radi utvr|ivanja uticaja pojedinih para-
metara na mehanizam trenja i tro{enja 
vode}eg prstena projektila. Analiza uti-
caja relevantnih veli~ina je preko pro-
gramskog re{enja u MATLAB-u i datog 
algoritma ilustrovana na odabranom pri-
meru sa komentarom dobijenih rezultata. 

Opis modela 

Mehanizam trenja i tro{enja materi-
jala, usled klizanja i formiranja tankog 
filma otopljenog materijala u zoni kon-
takta, opisan je poznatim jedna~inama 
hidrodinami~ke teorije Š1¹. U modelu su 
kori{}ene slede}e polazne pretpostavke: 

– strujanje fluida (otopljenog mate-
rijala) laminarno je i nesti{ljivo; 

– pritisak je konstantan po celoj po-
vr{ini tankog filma; 

– debljina filma je mala u odnosu na 
dimenzije klizaju}eg tela; 

– do otapanja materijala dolazi sa-
mo na jednoj povr{ini; 

– va`i uslov neprekidnosti tankog 
filma. 

Ako se otopljeni materijal izme|u 
paralelnih povr{ina kliza~a i oslonca raz-
matra kao tanak film ili fluid konstantne 
mase i viskoznosti, onda za optere}enje 
po jedinici povr{ine (naprezanje) va`i re-
lacija: 

 
2 3/ml hσ µ δ ρ=                                  (1) 
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gde je: 
µ – dinami~ka viskoznost materijala, 
m  – konstantna brzina topljenja mase po 
jedinici povr{ine za nepokretnu ili kliza-
ju}u povr{inu, 
l – du`ina kontakta, 

1≅δ  – za velike vrednosti faktora β  
[1], 
ρ – gustina materijala, 
h  – debljina filma. 

U zoni ostvarenog kontakta klizaju-
}e i nepokretne povr{ine, prema jedna~i-
ni energije kada raste gradijent pritiska, 
dolazi do viskoznog zagrevanja putanje 
utiskivanja materijala i prelaza toplote. 
Koli~ina toplote q po jedinici povr{ine u 
zoni bez tankog filma mo`e se dobiti iz 
gradijenta temperature po povr{ini [1]. U 
isto vreme, koli~ina toplote po povr{ina-
ma zavisi od toga da li je do{lo, ili nije, 
do topljenja povr{ina. 

Problem privremenog odvo|enja to-
plote za telo ~ija se povr{ina topi u slu~a-
ju da se otopina stalno skida, opisao je u 
svojim radovima Landau [8], dokazuju}i 
da topljenje materijala po~inje u trenut-
ku: 
 

q/Hatm ρα=                               (2) 

 
gde je: 
α – kinematska viskoznost, 
H  – latentna toplota kontaktnih povr-
{ina materijala, 
 

0( ) 2ma c T T Hπ= −  
 
c – specifi~ni toplotni kapacitet,  

mT  – temperatura topljenja (T0 – po~etna 

temperatura). 

Za tela u kontaktu (trenje tela) koli-
~ina toplote je: 
 

ufq ⋅⋅= σ                                          (3) 
 
gde je: 
f – koeficijent trenja, 
σ  – optere}enje po jedinici povr{ine (na-
prezanje), 
u – brzina kliza~a. 

Za dobro pritisnute klizaju}e povr{i-
ne, vreme topljenja obi~no iznosi 

810−≈mt s. Stanje neprekidnosti tankog 

filma ostvareno je za 1≥a  i 10 mt t=  pri 
konstantnoj brzini zagrevanja tela od po-
vr{ine ka unutra{njosti sa koli~inom to-
plote: 
 

( )[ ]0TTcHmq mm −+= , za otopljenu 

povr{inu 
 
gde je: 
m  – konstantna brzina topljenja mase po 
jedinici povr{ine za klizaju}u ili nepokre-
tnu povr{inu. 

Koriste}i srednju koli~inu toplote, i 
karakteristi~no vreme kontakta dodirnih 
povr{ina, u/lt cc = , koli~ina toplote za 

trenutno provo|enje na povr{ini tela je: 
 

( )
u/l

TTk
q

c

f,s
nm απ ′

−′
= 02

, za neotopljenu 

povr{inu 
 
gde je: 

k,k ′  – toplotna provodljivost, 
Ts, Tf – temperature klizaju}e i nepokret-
ne povr{ine, respektivno. 

Prema poslednjoj relaciji sledi da 
netopljivi kliza~, izlo`en ekstremno veli-
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kim du`inama klizanja, treba modelovati 
kao problem neprekidnog provo|enja to-
plote sa koeficijentom prelaza toplote ko-
ji je na granici. 

U slu~aju topljive nepokretne povr-
{ine ili topljivog kliza~a mogu se pri-
meniti slede}e jedna~ine [1]: 
 

( ) ( ) ( ), 0 0 3 2/ 1s f mT T T T F b h − = − + + 
                                                             (4) 
 

( )5 4
1 2 1 2 0 3 32 0mb b h b h b T T F h F + + − − − = 

                                                             (5) 
 

gde su koeficijenti: 

( ) ( ) ( )2
1 0/ mb H c T T lσ αµ δ = + −   

( ) 1/ 2
2 2 ' ' / /cb k l U kπα −=  

kuF 22
3 µ= , funkcija gubitaka (disi-

pacije) energije. 
Ukupni odnos prelaza toplote, posle 

sre|ivanja izraza, mo`e se izraziti u obliku: 
 

[
( ) ( )

3

2
0 0

'

2 '
m nm c

m m

q q l u h H c

T T l k T T

πα ρσ

µ δ

= ⋅ +

− − (6) 

 
Analizom relacije (6) mogu se defini-

sati dva ekstremna slu~aja: 1m nmq q << , 
gde je najve}i deo toplote odveden na ne-
topljivu povr{inu i 1m nmq q >> , gde naj-
ve}i deo toplote odlazi u otopinu suprotne 
povr{ine. 

Na osnovu dva grani~na slu~aja mo-
gu se odrediti odgovaraju}e debljine fil-
ma otopine. Ako je odnos nmm qq  

mali, a koriste se povr{ine visoke termi~-
ke provodljivosti (metali), jedna~ina (4) 
pojednostavljuje se i postaje: 

( ) ( )00 TTTT mf,s −=−                            (7) 

Tada debljina filma za provodljivu, 
netopljivu povr{inu [1] iznosi: 

 

( ) ( )[ ]0
2 2 TT'ku/l'uh mc −= παµ

                                                             (8) 
 

Ako je odnos nmm qq  veliki, de-

bljina filma za neprovodljivu, netopljivu 
povr{inu je: 
 

( ) ( )[ ]{ } 41
0

2 /
m TTcHulh −+= ρσδµ  

                                                             (9) 
 
Ako je odnos 1≅nmm qq , deblji-

na filma se odre|uje re{avanjem polino-
ma petog reda, prema relaciji (5). 

Sila trenja kliza~a po jedinici povr{i-
ne (ako se zanemari uticaj gradijenta priti-
ska u oblasti te~enja materijala), glasi: 

 
hUµτ = ,                                         (10) 

 
a koeficijent trenja po otopini je: 
 

σµ huf =                                        (11) 
 
S obzirom na debljinu filma za oba 

grani~na slu~aja i relaciju (11) dobija se: 
 

( )02 ' ' /m cf k T T u l uσ πα = −        (12) 

za provodljivu povr{inu, a  
 

( ){ }1/ 42 2 2 3
0mf u H c T T lµ ρ σ δ = + −  (13) 

za neprovodljivu povr{inu.  
Dobijene relacije (12) i (13) jasno 

ukazuju na zna~aj termi~kih osobina ma-
terijala i njihov uticaj na koeficijente tre-
nja. Naime, male brzine klizanja (13) 
zahtevaju sve ve}i koeficijent trenja sa 
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brzinom, dok velike brzine klizanja (12) 
zahtevaju sve manji koeficijent trenja sa 
brzinom. 

Sila tro{enja materijala topljenjem 
na kontaktnoj povr{ini manifestuje se is-
tiskivanjem otopine izvan kontaktnog 
podru~ja, pri konstantnoj brzini topljenja 
mase po jedinici povr{ine ( m ), i dato je 
jedna~inom: 

 
32 hlmAW ρδµσ ==                     (14) 

 

Istisnuta zapremina otopine po du`i-
ni puta je: 

 

( ) δµulWhmmV 233 =                    (15) 

Brzina tro{enja ili habanja kliza~a 
kona~no se odre|uje relacijom [2]: 

 

lhuTR =                                           (16) 

gde je l   – du`ina kontaktne povr{ine. 
 

Ukupna veli~ina tro{enja prstena 
mo`e se odrediti integriranjem relacije 
(16) po vremenu. 

Primena modela i analiza 
rezultata 

Opisani model trenja i tro{enja mate-
rijala usled klizanja ilustrovan je na pri-
meru vode}eg prstena koji kliza i topi se u 
~eli~noj cevi oru|a, a izra|en je od neko-
liko vrsta materijala (tabela 1). Vode}i pr-
sten, kao provodljiva i topljiva povr{ina, 
nema protok u obodnom pravcu, dok ne-
topljivi ~elik cevi ima karakteristiku kon-
taktne du`ine (lc) jednaku {irini vode}eg 
prstena za vreme kretanja u cevi, odnosno 
kontaktnu du`inu jednaku hodu kliza~a 
kada je na klizaju}oj povr{ini. 

Osobine vode}eg prstena uzete su 
prema [2], a odgovaraju}e vrednosti pro-
menljivih veli~ina i parametara prikazane 
su u tabeli 1. 

Tabela 1 
Veli~ine i polazni podaci materijala 

Parametar Rastopljeni 
bakar 

^vrst 
~elik Mesing Bakar Aluminijum 

bronza 

u (m/s) 100–700  100–700 100–700 100–700 

σ (Pa) 3,4·108  3,8·108 3,1·108 2,4·108 

H (J/kg) 11,7·104  15,4·104 10,5·104 14,3·104 

Tm - T0 (K) 1055  1037 888 1025 

α (m2/s) 0,9·10–4 0,09·10–4 0,656·10–4 0,362·10–4 0,213·10–4 

c (J/kgK) 4,3·102  4,61·102 5,07·102 5,32·102 

k (W/mK) 354 33 262 153 88 

ρ (kg/m3) 8,9·103  8,71·103 8, 37·103 7,75·103 

µ (Pa·s) 3,3·10–3     

l (m) 0,7·10–2     

lc (m)  0,7·10–2    

b1 (K/m4) 2,6·1014     

b2 (m
-1) 72     

F3 (K) 0,42     
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Testiranje modela i prora~un tra`e-
nih veli~ina izvr{eno je pomo}u pro-
gramskog re{enja ra|enog u MATLAB- 
-u, prema algoritmu sa slike 1. Za svaki 
navedeni materijal vode}eg prstena vari-
rana je brzina klizanja u u dijapazonu od 
100 do 700 m/s. 

Tabela 2 
Rezultati prora~una (za rastopljeni bakar) 

U (m/s) h (m) 
Ts,f - Tm 

(K) 
f TR 

100 2,1079e-006 0,0466 0,0849 0,0301 
200 5,9621e-006 0,1864 0,0425 0,1703 
300 1,0953e-005 0,4192 0,0283 0,4694 
400 1,6863e-005 0,7447 0,0212 0,9636 
500 2,3567e-005 1,1627 0,0170 1,6834 
600 3,0980e-005 1,6726 0,0142 2,6554 
700 3,9039e-005 2,2741 0,0121 3,9039 

 
Rezultati prora~una i uticaj relevant-

nih parametara na tra`ene veli~ine prika-

zani su u tabeli 2 za jedan od materijala, 
a za ostale materijale vode}eg prstena na 
slikama 2, 3, 4 i 5. 

Termi~ke osobine materijala, od 
kojih je izra|en vode}i prsten, znatno 
uti~u na koeficijent trenja sa brzinom 
klizanja, slika 2. Male brzine klizanja 
pretpostavljaju ve}i koeficijent trenja 
sa brzinom, jedna~ina (13), a velike br-
zine klizanja manji koeficijent trenja, 
jedna~ina (12). Promena koeficijenta 
trenja najmanja je u slu~aju klizanja 
bakra, a najve}a za kliza~ od legure 
aluminijuma i bronze. 

Prema Montgomeriju, koeficijent 
trenja za legirani materijal (90% Cu, 10% 
Zn) vode}eg prstena u cevi haubice 155 
mm brzo opada do f = 0,02 na oko 0,12 m  

 

Sl. 1 – Algoritam programskog re{enja 

h=roots(p) 
p=b1b2h5+b1h4+b2Š(Tm– 
–T0)–F3¹h–2 F3 
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Sl. 2 – Dijagram promene koeficijenta trenja za razli~ite materijale 

 

Sl. 3 – Dijagram promene razlike temperature kontaktne povr{ine kliza~a i temperature topljenja za 
razli~ite materijale 
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puta klizanja. Sa pove}anjem du`ine puta 
iza ove ta~ke, zbog zanemarenja tro{enja 
vode}eg prstena, isti autor napominje da 
koeficijent trenja polako opada. 

Ovaj fenomen trebalo bi da se o~e-
kuje kada se projektil ubrzava niz vodi{te 
cevi. 

Prema slici 3, temperatura sa jedne i 
druge strane otopine filma relativno se 
malo razlikuje od temperature topljenja 
materijala, tako da su polazne pretpo-
stavke u modelu potvr|ene. Sli~no se 
mo`e zaklju~iti i u slu~aju promene de-
bljine otopljene povr{ine  razmatranih 
materijala prema slici 4. 

Na slici 5 prikazani su rezultati pro-
ra~una brzine tro{enja vode}eg prstena 
usled topljenja (zagrevanja) materijala. 
Veli~ina tro{enja prstena za date materi-
jale pove}ava se sa putem njegovog kre-
tanja i brzinom kretanja u cevi. Prema iz-

lo`enom teorijskom modelu, materijal 
(mesing), sa visokim vrednostima toplot-
nih karakteristika, pokazuje ve}i otpor na 
tro{enje usled zagrevanja od ostalih ma-
terijala, {to je saglasno zaklju~cima pre-
ma [2, 4]. 

Zaklju~ak 

Izlo`eni teorijski model omogu}uje 
kvantitativnu analizu mehanizma trenja i 
tro{enja vode}eg prstena u zavisnosti od 
brzine klizanja i karakteristika materijala. 
Za kompletnu fizi~ku sliku realnog pona-
{anja projektila u cevi, model treba dora-
diti i pro{iriti mehanizmom urezivanja 
prstena u olu~eno vodi{te cevi. 

Dobijeni rezultati teorijsko-nume-
ri~kog modela potpuno su saglasni i u 
korelaciji sa teorijskim radovima u ovoj 
oblasti Š1, 2, 4¹. 

 

Sl. 4 – Dijagram promene debljine otopljene povr{ine za razli~ite materijale 
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Potvr|eno je, tako|e, da je, me|u 
razmatranim materijalima vode}eg prste-
na koji imaju ve}e vrednosti termi~kih 
karakteristika, mesing najpogodniji za 
vode}i prsten sa aspekta otpornosti na 
tro{enje usled zagrevanja (topljenja). 
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Sl. 5 – Dijagram promene brzine tro{enja za razli~ite materijale 




