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Rezime:

U radu je prikazan nastanak i razvoj Teorije redova ¢ekanja, po-
znate i kao Teorija masovnog opsluzivanja. Opisan je i istorijskotehno-
lo$ki kontekst vremena u kojem je doSlo do publikovanja prvih radova u
oblasti koja ¢e se kasnije razviti u samostalnu naucnu disciplinu. U 2009.
godini Teorija redova &ekanja navriava Citav vek od svog nastanka.
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A HUNDRED YEARS OF THE QUEUEING THEORY

Summary:

The paper presents a short review of histrorical development of
the Queueing Theory, also known as Theory of Waiting Lines or The-
ory of Mass Servicing. We described historical and technological con-
ditions at the time when first Queueing Theory papers were published.
The motivation for this report comes from fact that the year 2009 is the
100th birthday of this theory.
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Uvod

U 2009. godini navrSava se sto godina od nastanka teorije redova Ce-
kanja, koja je poznata i kao teorija masovnog usluzivanja (ili posluzivanja).
Povodom toga odrzaée se naucni skup u Kopenhagenu u Danskoj, uz
ucesc¢e najeminentnijih nau¢nika za ovu nau¢nu disciplinu iz Citavog sveta.

Predmet izu€avanja teorije redova Cekanja jesu sistemi masovnog
usluZivanja. Teorija je posveéena kvantitativnim aspektima fenomena redo-
va Cekanja (vreme Cekanja na opslugu, duzina reda ¢ekanja, nivo iskoris¢e-
nja kanala koji vrée opsluzivanje, itd.). Pod sistemom masovnog usluzivanja
podrazumeva se svaki sistem u kojem pojava nekog dogadaja, klijenta ili
zahteva uzrokuje potrebu da se na nju reaguje, da se zahtev zadovolji i da
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klijenta usluzi odredeni entitet — kanal opsluzivanja. Resursi za usluZivanje
su, po pravilu, ograni¢enih mogucnosti, $to znaci da ¢e prvi klijenti biti pri-
mljeni na usluzivanje odmah, a oni koji pristignu kasnije morace da saCekaju
da se neki od ve¢ zauzetih kanala oslobodi. Cesto je pojava zahteva za
usluzivanjem slu€ajnog karaktera: ne zna se unapred kada ce se tacno po-
javiti zahtev za opslugom. Isti je slucaj i sa usluzivanjem koje moZe da traje
razli¢ito vreme. Ovaj opsti koncept sistema masovnog usluzivanja sugerise
moguénost njegove Siroke primene. Radanje teorije masovnog opsluzivanja
bio je odgovor nauke na probleme telefonskog saobraéaja u periodu njego-
ve komercijalne ekspanzije u prve dve decenije dvadesetog veka.

Agner Krarup Erlang

Osnivacem teorije masovnog usluzivanja najéeS¢e se smatra Agner
Krarup Erlang, (1878—-1929), danski matematiCar koji je prvi rad iz ove
oblasti objavio 1909. godine, pod naslovom ,Teorija verovatnoce i tele-
fonski razgovori®.

Agner Krarup Erlang (1878-1929)

Agner Krarup Erlang roden je 1. januara 1878. godine u Danskoj, u
siromasnoj uciteljskoj porodici [1]. Njegov dar za u€enje, a posebno ma-
tematiku, rano je uo&en, §to mu je pomoglo da u kasnijim studijama dobi-
je stipendiju. Tokom studija u Kopenhagenu upoznaje se sa teorijom ve-
rovatnoée koja ¢e mu kasnije postati glavna preokupacija.

U to vreme su, takode, postojale veze izmedu univerziteta i industrije, u
ovom slucaju telefonske kompanije u Kopenhagenu. Po savetu profesora ma-
tematike Erlang se posvecuije istrazivanju mogucénosti primene teorije verovat-
noce u reSavanju problema telefonskog saobracaja i piSe prve radove 1907. i
1908. godine, koje kasnije uobli¢ava i dopunjuje formalnim matemati¢kim do-
kazima i objavljuje pod pomenutim nazivom u danskom matematickom ¢aso-
pisu: ,Nyt Tidsskrift for Matematik® B, Vol. 20, 1909, p. 33.
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Radec¢i od 1908. godine u telefonskoj kompaniji u Kopenhagenu,
Erlang se suoc€io sa problemima tadadnjeg telefonskog saobracaja u &i-
jem reSavanju je primenio svoja matemati¢ka znanja i razvio nove me-
tode. Ova kompanija angazovala je Erlanga kao nau¢nog saradnika i
rukovodioca laboratorije za istrazivanja formirane pri kompaniji, gde je
ostao i radio do kraja svog Zivota. Upravo tu nastao je i Erlangov rad
»1eorija verovatnoce i telefonski razgovori®, objavljen 1909. godine, koji
se u nauc¢noj zajednici smatra prvim publikovanim radom iz oblasti teo-
rije redova €ekanja.

Jedan od prvih koraka u proucavanju realnih sistema usluzivanja
jeste istrazivanje karaktera dolaznog toka zahteva klijenata (telefonski
pretplatnici koji koriste telefon). Radi ilustracije Erlang je izradio eviden-
ciju duzine 2461 telefonskog razgovora. Usledio je teorijski zakljuCak,
odnosno definisanje opStije formule za skup mogucih raspodela fre-
kvencija duzine telefonskih razgovora (danas poznata kao Erlangova
raspodela).

Svoje najznacajnije delo Erlang objavljuje 1917. godine pod na-
zivom ,Re8enje nekih problema u teoriji verovatno¢e od znacaja za
automatski telefonski saobraéaj“ (u danskom Casopisu: ,Elektrotekni-
keren®, Vol. 13, 1917., p. 3), gde je prezentovao neke od temeljnih
formula za oblast koja ¢e postati nova nau¢na disciplina. Formula ko-
ju je Erlang predlozio daje vezu izmedu prosecnog broja zahteva kli-
jenata (poziva) za opsluzivanje i broja raspolozivih kanala opsluziva-
nja (servera). Formula daje verovatnocCu da ¢e, pri datim uslovima,
svi kanali biti zauzeti. To znaci da novi klijenti koji su dosli u sistem u
kojem su svi kanali opsluge zauzeti ne¢e moc¢i da budu odmah uslu-
zeni, odnosno odustaju od opsluge ako ne zele da ¢ekaju. Za tele-
fonsku kompaniju ovo odustajanje klijenata je €ist gubitak. Sa druge
strane, kompanija ne moze sebi da priusti ni preveliki broj kanala op-
sluzivanja, jer i to ima svoju cenu. Tom formulom data je mogucnost
za razmatranje razliitih scenarija po pitanju dimenzioniranja broja
kanala usluzZivanja, pri zadatom nivou intenziteta pojave zahteva kli-
jenata i za zeljeni nivo verovatnoée otkaza klijentima. Verovatnoca
zauzetosti svih kanala opsluzZivanja, u slu€aju sistema usluzivanja
bez Cekanja, jeste verovatnoéa otkaza. Otuda i Siroko prihvacen ter-
min za ovaj izraz — Erlangova formula otkaza“ (,Erlang’s Loss formu-
la“). Formula Erlanga je vrlo brzo nakon objavljivanja nasla Siroku
prakti¢nu primenu u projektovanju i dimenzionisanju telefonskih cen-
trala Sirom sveta. Originalni Erlangov rad bio je objavljen u danskom
Casopisu, na danskom jeziku, ali je ubrzo preveden i objavljen na en-

gleski, francuski i nemacki.
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Tore Olaus Engset

Najnovija istrazivanja [2] ukazuju da se, uz Erlanga, za osnivaca
teorije masovnog usluZivanja mozZe smatrati i norveski inZenjer i me-
nadzer Tore Olaus Engseta (1865-1943), koji je radni vek proveo (na
kraju i kao generalni direktor) u norveskoj telekomunikacionoj kompa-
niji Telegrafverket, koja je kasnije prerasla u Telenor.

Tore Olaus Engset (1865-1943)

U vreme kada je mladi Erlang tek zapocinjao svoju karijeru u telefon-
skoj kompaniji u Kopenhagenu, radeéi na problemima telefonskog saobra-
¢aja, Engset je veé bio jedan od Celnih menadzera slicne kompanije u Nor-
veskoj. Engset nije bio klasi¢ni nau¢nik ve¢ jedan od direktora telefonske
kompanije. Menadzer Engset ostavljao je vrlo malo vremena inzZenjeru
Engsetu, entuzijasti, pa se njegov teorijski rad uglavnom odvijao nocu.

Rezultat teorijskog rada Egseta bila je neobjavljena studija iz 1915. go-
dine od 130 strana pod nazivom ,O proracunu skretnica u automatskom tele-
fonskom sistemu®. Delove ove studije Engset je publikovao tek kasnije: 1918.
i 1921. godine. Erlang i Engset sreli su se 1913. godine kada je Engset pose-
tio telefonsku kompaniju u Kopenhagenu, pa se moze pretpostaviti da su
razmenili i stru€na iskustva, a kasnije i saradivali. Engsetov pristup je sasvim
drugacdiji i opstiji od Erlangovog, mada kao takav i sa sloZenijim kalkulacija-
ma, pa i to, pored vremena objavljivanja radova, moze biti jedan od razloga
slabije primene u praksi i preferiranje jednostavnijeg Erlangovog pristupa.
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Istorijsko-tehnoloski kontekst

Krajem devetnaestog i poCetkom dvadesetog veka doslo je do velike
komercijalne ekspanzije primene telefona. Interesantno je da su na sa-
mom pocetku veka (1900. godine) nordijske zemlje prednjacile u primeni
telefonske tehnologije u odnosu na ostatak Evrope (sa izuzetkom Svaj-
carske koja je bila na nivou nordijskin zemalja), sa nekoliko puta ve¢im
procentualnim brojem telefona po stanovniku. Svedska i Norveska imale
su po glavi stanovnika tri puta viSe telefona nego Nemacka ili Britanija,
oko pet puta viSe od Holandije i Belgije i ¢ak trinaest puta viSe od Austro-
ugarske [2].

Telefon je za to vreme bio i prilicno skup, a cene su varirale zavisno
od poslovne politike telefonskih kompanija. Na primer, Internacionalna te-
lefonska kompanije Bel u Oslu je 1880. godine imala godisnju telefonsku
pretplatu po aparatu koja je bila jednaka dvema mesecnim platama jed-
nog radnika na telefonskoj centrali, da bi razvojem monopola bila duplira-
na za samo godinu dana. Uvodenjem jo$ jedne telefonske kompanije na
trziSte (nezavisna norvesSka kompanija Kristiania Telefonforening) cena je
postala niza &etiri puta ve¢ u sledecoj godini [2]. NiZze cene ucinile su da
je telefon postao dostupniji mnogim korisnicima, $to je dovelo do poveca-
nja broja pretplatnika. Medutim, sa povecanjem broja korisnika poja¢a-
vao se i telefonski saobracaj, $to je nametalo nove zahteve u njihovom
usluzivanju. U to vreme telefonske centrale su, uglavnom, bile manuelne
i zapo$ljavale su veliki broj operatera (prva takva centrala pustena je u
rad 1878. godine u Njuhevenu, Konektikat, SAD).

Manuelna telefonska centrala

(o0
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U Norveskoj je, na primer, kulminacija zalbi klijenata na dugo
C¢ekanje veze nastupila ve¢ od 1910. godine. Telefonska kompanija
je narednih godina planirala da uvede automatske telefonske centra-
le, Sto je odloZzeno zbog Prvog svetskog rata i realizovano tek 1921.
godine [2].

Osnovna veza izmedu telefonskog saobracaja i teorije verovatno-
Ce jeste u tome da se ne zna kada ce koji klijent koristiti telefonski
aparat, koga ¢e zvati i koliko dugo ¢e razgovarati. Naravno, telefonska
kompanija ne moze da zna planove svih klijenata. Zato se moze reci
da su pozivi klijenata, sa aspekta telefonske kompanije, slu¢ajnog ka-
raktera. Sa druge strane, telefonska kompanija ima na raspolaganju
ograniene resurse, koji imaju svoju cenu. Ako su ti resursi predimen-
zionirani (centrala velikog kapaciteta), klijenti ¢e biti brzo usluzeni jer
¢e uvek biti slobodnog radnika na centrali koji ¢e ih usluziti (kanal
usluzivanja). To je odgovarajuc¢a opcija za radnike na centrali, jer nisu
mnogo zauzeti, ali i za klijente koji su zadovoljni, jer ne ¢ekaju na op-
slugu. Medutim, telefonska kompanija to mora da plati, ali ¢e imati fi-
nansijske gubitke. Ako su resursi poddimenzionirani radnici na centrali
bi¢e bolje radno iskoridéeni, ali ¢e klijenti morati duZze da Cekaju na
uslugu, pa ¢e biti nezadovoljni. Situacija sa nezadovoljnim klijentima,
dugoro¢no posmatrano, takode vodi kompaniju u gubitke. Prema to-
me, mora se naéi kompromis izmedu ove dve krajnje opcije, odnosno
neki nacin da se izloZzeni problem kvantifikuje i optimalno redi prema
zadatim kriterijumima.

Traganja za kvantifikovanim opisom i reSavanjem problema rada te-
lefonskih centrala u prvoj i drugoj deceniji dvadesetog veka u Danskoj
(Agner Krarup Erlang) i Norveskoj (Tore Olaus Engset) upravo su rezulti-
rala nastankom i razvojem naucne discipline koja nosi naziv teorija ma-
sovnog upsluzivanja.

Andrej Nikolajevi¢c Kolmogorov

Snazan impuls razvoju teorije masovnog usluzivanja dao je ruski na-
ucnik Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903—-1987), koji je 1931. godine
pokazao vezu izmedu stohastiCkih procesa Markovskog i jedne klase di-
ferencijalnih jednacina. To je omogucilo opis stanja sistema masovnog
usluzivanja preko verovatnoca tih stanja. Sa aspekta verodostojnog mo-
delovanja realnih sistema rezultati Kolmogorova su od ogromnog znaca-
ja, jer omogucavaju opisivanje dinamicke (vremenski zavisne) prirode ra-
da realnih sistema. Nes&to kasnije, 1933. godine, Kolmogorov je dao i ak-
siomatiku teorije verovatnoce, ¢ime je ona i u najstrozem smislu definisa-

na kao nauka.
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Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987)

Interesantno je istaci da potpuni matematicki opis jednog sistema
masovnog usluzivanja predstavlja sistem diferencijalnih jednacina stanja
sistema (poznate i kao Kolmogorove ili Erlangove jednacine). Prvo publi-
kovano potpuno resenje (za dinamicki odziv sistema) za najjednostavniji
sistem masovnog usluzivanja (jednokanalni sistem, Poasonov protok kli-
jenata i eksponencijalno vreme usluzivanja) pojavilo se tek 1956. godine
(rad Ledermana i Rojtera), $to svedoci o matematickoj slozenosti teorije
masovnog usluzivanja.

Dejvid G. Kendal

Prvu sistematizaciju oznaCavanja sistema masovnog usluzivanja
dao je D. G. Kendal, 1953. godine. Uveo je jednostavnu oznaku tipa
A/B/C, gde je: A-tip ulaznog toka klijenata; B-tip izlaznog toka klijenata;
C-broj kanala usluzivanja. Kasnije su dodata i proSirenja osnovne oznake
koja obuhvataju i: broj mesta u redu ¢ekanja i vrstu discipline pristupa
serveru iz reda ¢ekanja (,prvi prispeo, prvi usluzen®, ili ,poslednji prispeo,
prvi usluzen, itd.). U njegovu €ast, ova vrsta standardizacije oznacava-
nja tipa sistema usluzivanja naziva se Kendalova oznaka.

Filip Morze (1903-1985)

Prva knjiga posveéena teoriji masovnog usluzivanja je ,Queues, In-
ventory and Maintenance® (u slobodnom prevodu: ,Repovi, zalihe i odrza-
vanje®), iz 1958. godine, autora Filipa Morzea. Bukvalnim prevodom engle-
ske redi ,queue” nastao je termin ,repovi i ,teorija repova®, koji se mogu
naci u starijim izdanjima pisanim na nekadasnjem srpskohrvatskom jeziku.
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Filip Morze bio je profesor na ¢uvenom univerzitetu MIT (Masacusetski
tehnoloski institut) vise od 30 godina, gde je 1956. godine osnovao Centar
za operaciona istrazivanja. Smatra se za jednog od osnivaa operacionih
istrazivanja u SAD. Tokom Drugog svetskog rata organizovao je istrazivac-
ku grupu za proucavanje operacija u protivpodmorni¢kom ratovanju.

Interesantno je da se upravo u Morzeovoj knjizi moze naci prakticno
upotrebljiva teorijska aproksimacija za duZinu trajanja prelaznog rezima
rada za najosnovniji model sistema usluzivanja (jednokanalni sistem
usluzivanja sa Poasonovim ulaznim tokom klijenata i eksponenicijalnim
tipom raspodele usluzivanja). Problem prelaznog rezima rada svoju punu
afirmaciju dobio je nesto kasnije — sa Sirom primenom simulacionih meto-
da u opisu i reSavanju sistema masovnog usluzivanja, $to traje do danas-
njih dana. Koris¢enjem te jednostavne formule moze se lako odrediti vre-
me trajanja prelaznog perioda za SMO tipa M/M/1/%, u funkciji nivoa op-
terecenosti. PraktiCan znacaj problema prelaznog rezima rada SMO u
prouc¢avaniju realnih sistema moZze se videti u [7] i [8].

Dzon Litl

Dzon Litl prvi je izveo dokaz formule koja daje direktnu vezu intenzi-
teta ulaznog toka klijenata, srednjeg vremena ¢ekanja i srednjeg broja
klijenata u redu ¢ekanja, koji se po njemu naziva Litlova teorema. To je
jedan od najopétijih teorijskih rezultata, koji jeste logi¢an i intuitivan, ali je
Litl bio prvi koji je to matematicki dokazao.

Metode Monte Karlo i teorija redova Cekanja

Na izmene ove teorije danas utiCu problemi modernih telekomunika-
cija (mobilna telefonija, internet, lokalne racunarske mreze, itd.), ali i dru-
gi vidovi saobraéaja (vazdusni, pomorski, kopneni), usluga, trgovine i voj-
ne primene.

Teoriju redova Cekanja karakterise izuzetno velika matematicka slo-
Zenost, $to znaci da za mnoge sloZzene modele i uslove rada prakti¢no ne
moze da pruZzi upotrebljiva reSenja. Potvrda o izuzetnoj slozenosti teorije
redova ¢ekanja moze se naci i u [3] i [4], kao nekim od naijcitiranijih sveo-
buhvatnih knjiga za teoriju masovnog usluzivanja. | upravo tu gde je
prakticna moc¢ klasi¢ne teorije masovnog usluzivanja iscrpljena, stupaju
na scenu metode simulacionog modelovanja slu€ajnih procesa, poznatije
kao simulaciono modelovanje Monte Karlo.

Od sredine dvadesetog veka u prou¢avanju sistema masovnog op-
sluzivanja, pored tradicionalne matematicke metodologije, intenzivno se
koristi i metodologija simulacionog modelovanja Monte Karlo. Simulacio-

&>



no modelovanje i njegova primena je poseban fenomen u nauci i praktic-
no je nezamislivo bez blagodeti informacionih tehnologija (mo¢ni racunari
i odgovarajuéi softver). Ime i sistematski razvoj metoda Monte Karlo
prakticno pocCinje od 1944. godine i Cuvenog projekta Menhetn u okviru
kojeg je razvijana atomska bomba. Istrazivanja su podrazumevala simu-
laciju probabilisti¢kih problema: difuzija neutrona u fisionom materijalu je
stohasti¢kog (slu€ajnog) karaktera. Sa matemati¢kog aspekta rulet je jed-
nostavni generator slu€ajnih brojeva, a grad Monte Karlo, kao prestonica
ruleta i kocke Formalno, metoda Monte Karlo nastala je 1949. godina,
kada je objavljen istoimeni ¢lanak Metropolisa i Ulama. Ova metoda
obezbeduje priblizna reSenja za niz matematickih problema primenom
statistiCkog uzorkovanja eksperimenata nad raCunarskim modelima.

Vojna oblast i teorija redova Cekanja

Brojni su sistemi, procesi i situacije u vojnoj oblasti koji se mogu pri-
kazati kao sistemi masovnog usluzivanja. Slozenost ovih modela diktira-
na je realnoscu, pa se, pored klasi¢ne teorije redova ¢ekanja, intenzivno
koriste metodi simulacionog modelovanja Monte Karlo.

Moderno ratovanje odlikuje se visokim intenzitetom dejstava i anga-
Zovanja, nelinearnostima, asimetri€¢nod¢u i relativno kratkim trajanjem.
Bojevi i ratovi uvek su neizvesni, a resursi koji se daju vojnim snagama
Cesto izgledaju nedovoljni za date zadatke. U svakom ratu oduvek su po-
stojale bar dve strane koje su jedna drugu ,usluzivale“ na bojnom polju.
Ofanzive su trajale nedeljama i mesecima, a ratovi godinama. Moderno
doba skratilo je vreme ratova na nivo od nekoliko meseci ili Cak nedelja
(bojevi ili pojedinacne ,kampanje“ se mere danima), ali je povecalo inten-
zitet i sloZenost dejstava i naprezanje resursa, pri emu je neizvesnost
ostala i dalje najvaznija konstanta. Ovakva konstelacija sloZenih faktora
nametnula je imperativnu potrebu primene metode simulacija Monte Kar-
lo u prou€avanju savremenih problema u vojnoj oblasti koji su konceptu-
alno opisivi kao sistemi redova ¢ekanja. ViSe informacija o simulacionom
modelovanju Monte Karlo, moguénostima i ograni¢enjima teorije redova
Cekanja, kao i klju¢nim izazovima na tom polju, nalazi se u [9].

Umesto zakljuCka

Teorija redova €ekanja i simulaciono modelovanje Monte Karlo za-
snovani su na rezultatima teorije verovatnoce. Jo§ 1812. godine Cuveni
francuski naucnik Pjer Simon Laplas je u svojoj knjizi ,Analiticka teorija
verovatnocée® rekao da je fascinantno da nauka koja je pocela svoj razvoj
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prou¢avanjem problema igara na sre€u treba da postane najvazniji pred-
met ljudske preokupacije. Najvaznija pitanja Zivota su ve¢im delom, u
stvari, problemi verovatnoce.
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