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Sazetak:

U radu je opisana osnovna ideja metode pod nazivom ,Automati-
zovano ponavljanje nezavisnih simulacionih eksperimenata sa priku-
pljanjem statistike slucajnih procesa“. Data je matemati¢ka osnova me-
tode i prikazane su preporuke za implementaciju metode u formu algo-
ritma za racunarski program. Pregledno su istaknuta potrebna ekspert-
ska znanja za uspeSan razvoj konceptualnih i simulacionih modela.
Metoda je testirana u istraZivanju sistema masovnog opsluZivanja.

Kljucne reci: metoda Monte Karlo, nezavisna ponavljanja simulacije,
kontrola tacnosti, sistemi masovnog opsluzivanja.

Multidisciplinarnost simulacionog modelovanja

Uspeéno simulaciono modelovanje sistema i procesa u vojnoj oblasti
podrazumeva multidisciplinarni pristup. To nije posledica slobodnog
izbora, ve¢ potreba koje nastaju u procesu istrazivanja i koje zahtevaju sinhro-
nizovanu primenu znanja iz razli€itih oblasti i nau¢nih disciplina. U slu€aju pro-
u€avanja sistema masovnog opsluzivanja (SMO) logi¢no je primenijivati isto-
imenu teoriju. Klasi¢na teorija masovnog opsluzivanja (TMO), pored svoje slo-
Zenosti, ima i zna€ajna ograni¢enja moguénosti primene na slozene sisteme i
realne uslove rada. Zbog toga su u proucavanju sloZenih sistema masovnog
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opsluzivanja uveliko koriste simulacione metode tipa Monte Karlo, Sto je
opsteprihvaceni naziv za simulacije slu€ajnih procesa.

Kada je re€ o slu€ajnim procesima, nezaobilazne su teorija verovatnoce
i matematicka statistika. Njihova primena u simulacionom modelovanju Monte
Karlo proizvodi posebne zahteve u procesu razvoja konceptualnog modela i
racunarskog programa kao implementacije simulacionog modela. Inicijalno
razmatrani realni problem koji se zeli modelovati i prouditi (na primer: rad eki-
pa za tehnic¢ko odrzavanje u vojnoj jedinici u toku borbenih dejstava; moguc-
nosti sistema vatre jedinice ili posebnog borbenog sistema; itd.), svakako pri-
pada sasvim drugoj oblasti u odnosu na navedene, odnosno oblasti vojnih i
vojnotehni¢kih nauka. Multidisciplinarni aspekt simulacionog modelovanja si-
stema masovnog opsluzivanja prikazan je na slici 1, [1].

VOINI SISTEMI MASOVNOG OPSLUZIVANJA:
Al. Bilo koje vreme angazovanja (konacno, ,,beskona¢no®);
A2. Bilo koja optere¢enost (manje od 1, blizu 1, 1, ve¢e od 1);
A3. Bilo koji tip funkcije raspodele pojave i opsluge zahteva (M, N, H, G);
A4. Bilo koja slozenost (disciplina opsluge; prioriteti; strpljivost klijenata; pouzdanost kanala
opsluge; itd.);
A5. Bilo koja veli¢ina (mreze redova).

Opste nau¢ne metode, :> l <:| Znanje o realnom sistemu

principi i procedure <
| Konceptualni model |

k Ako je moguce Klasi¢na

teorija
masovnog
opsluzivanja

Teorija verovatnoce
i statistike i <

Teorija stohasti¢kih Matematicki model

procesa

<

Simulaciono v
modelovanje :> A
Specifikacija
simulacionog <,i

Klasi¢ne
modela matematicke
Racunarsko I:: i Matem.- Matem.- discipline:
programiranje analiticke numericke
metode metode diferencijalne
Simulacioni model reSavanja reSavanja jednacine;
standardni
<: metodi
Simulacioni mtegrq(il_]e;
Teorii eksperimenti numeri¢ka
corja . integracija;
verovatnoée i > matrice:
statistike <i Laplasc;va
Matematicko-statisticka Fransformacija;
analiza izlaznih itd.
simulacionih rezultata
Rezultati iz realnog R . I Rezultati dobijeni Rezultati dobijeni
. ezultati dobijeni e Py
sistema simulacijom analitickim numerickim
(ako postoje) metodama metodama

==

Svi ovi rezultati treba da budu isti (ne obavezno i identi¢ni), to jest eventualne razlike
moraju biti odredjene, objasnjene i kontrolisane!

Slika 1 — Multidisciplinarnost u simulacionom modelovanju SMO
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Radi opisivanja i kvantifikovane analize ponaSanja sistema masov-
nog opsluzivanja moguce je koristiti slede¢e opSte metode: analiticke,
numericke i simulacione.

Za proucavanje jednostavnijih SMO mogucéa je i kombinovana prime-
na svih nabrojanih metoda, $to je posebno preporudljivo pri proveri simula-
cionog modela. Sve ove metode imaju vise razli€itih podvarijanti. Svaka od
metoda ima svoje prednosti i nedostatke. Analiticke metode podrazumeva-
ju matematicki opis problema, analitiCki postupak reSavanja i reSenje u for-
mi matemati¢kog izraza. Ove metode su, razume se, najtacnije, ali i najslo-
Zenije za primenu (slozena reSenja ili slozen postupak reSavanja, ili ¢ak
teSko¢e na samom pocetku u definisanju problema u egzaktnom obliku).
Numeri¢ke metode daju rezultate visoke ta¢nosti — vrlo bliske tacnim anali-
tickim reSenjima, ali u slu€aju slozenijih problema (na primer, SMO sa veli-
kim brojem stanja, a time i velikim brojem diferencijalnih jednacina stanja)
mogu postati nedovoljno pogodne u prakti¢nim istrazivanjima.

Zajednicki preduslov za primenu analitickih i numerickih metoda jeste
postojanje egzaktnog matemati¢ko-analitickog opisa problema. U slu€aju
SMO taj preduslov je postojanje sistema diferencijalnih jednacina stanja u ko-
jima se dati SMO moze nadéi. Ova potreba, medutim, ne postoji kada su u pi-
tanju simulacione metode — filozofija primene simulacionih metoda Monte
Karlo je sasvim drugadija. To je, istovremeno, i osnovna prednost simulacio-
nih metoda — izbegavanje slozenih matematickih postupaka i proratuna. Na
drugoj strani, glavni problem simulacionih metoda je problem obezbedenja i
kontrole tacnosti izlaznih rezultata. Nacin reSavanja problema ta¢nosti simu-
lacionih rezultata je upravo izloZen u radu kroz opis metode automatizovanog
ponavljanja simulacionih eksperimenata (,Automated Independent Replicati-
ons with Gathering Statistics of Stochastic Processes” — AIRGSSP), [2].

Specificnosti modelovanja realnih SMO

Konzistentnost, verodostojnost ili saglasnost modela sa proucava-
nim realnim sistemom jedna je od najvaznijih karakteristika modela. Pod-
razumeva se da se odnosi samo na karakteristike realnog sistema koje
su relevantne za projektovane ciljeve istrazivanja. Mada ovoj osobini mo-
dela treba posvetiti paznju u svim fazama simulacione studije, osnovno
mesto gde se ona razmatra jeste faza razvoja konceptualnog modela,
kao jedan od prvih koraka simulacione studije. To znaci da konceptual-
nim modelom treba prikazati realnost onakvu kakva zaista jeste.

Konkretno razmatranje saglasnosti modela sa realnim sistemom ma-
sovnog opsluzivanja podrazumeva analizu svakog pojedinaénog atributa
SMO. Na primer: ako realni sistem funkcioniSe konacno vreme, onda to
treba da bude implementirano u konceptualni model (nezavisno od toga
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da li klasi¢na teorija masovnog opsluzivanja to moze ili ne moze da resi);
ako je u realnom sistemu mogu¢ sluc€aj preopterecenosti, onda i model
treba da podrzi tu moguénost; ako funkcije raspodele vremena dolaska
klijenata i njihovog opsluzivanja nisu eksponencijalnog tipa, onda tako
treba da bude i u modelu, itd.

Nakon izrade konceptualnog modela, sledi njegova racunarska im-
plementacija, odnosno pisanje odgovaraju¢eg racunarskog programa.
Ovaj korak je izuzetno osetljiv sa nekoliko aspekata. Konceptualni model
obi¢no radi jedna grupa ljudi (eksperti za realni sistem i analitiCar siste-
ma), a programe obi¢no piSu programeri. Medutim, kako je re€ o simula-
cionim modelima, sledi da je potrebno poznavanje i tre¢e oblasti znanja:
teorije verovatnoce, matematicke statistike i pojedinih poddisciplina, u
ovom slucaju to je teorija masovnog opsluzivanja. Da li ée se ova oblast
pokriti znanjima prve dve grupe ljudi ili ¢ée se angazZovati i eksperti za na-
vedene oblasti, stvar je izbora ili mogucnosti.

Matematicka osnova metode AIRGSSP

U kontekstu odgovarajucih termina u oblasti simulacionog modelo-
vanja, jednoznacno imenovanje ove metode jeste: ,,viSestruka nezavi-
sna automatizovana ponavljanja simulacionih eksperimenata, sa
moguénoséu generisanja statistike sluc¢ajnog procesa“, ili: ,,Auto-
mated Independent Replications with Gathering Statistics of Stoc-
hastic Processes“, AIRGSSP, [2].

U osnhovi metode AIRGSSP nalaze se najjednostavniji, ali istovremeno
i najvazniji zakoni teorije verovatnocée i matematicke statistike. Statisti¢ka pri-
roda simulacione metode ogleda se u slede¢em: ,radni materijal“ za prime-
nu metoda matematicke statistike predstavljaju statistiCki uzorci; statisticke
uzorke €ine elementi, a te elemente predstavijaju snimljene vrednosti koje
prima posmatrana slu€ajna veli€ina tokom simulacionih eksperimenata.
Konkretna matematicka osnova metode AIRGSSP €ine sledeca tri stava:

A) U osnovi metode je zakon velikih brojeva J. Bernulija ili, kako je
jo$ poznat, prva grani¢na teorema. Ovde vazi slededi stav: relativna fre-
kvencija posmatranog dogadaja, u mnogo puta ponovljenom eksperi-
mentu, tezi verovatnoci tog dogadaja.

B) Po nacinu realizacije osnovne ideje metoda AIRGSSP podrzava
statistiku slu€ajnih procesa. Vazi sledeéi stav: statistika za posmatrani
slu€ajni proces koiji proti¢e u vremenu dobija se tako §to se realizuje ze-
lieni broj medusobno nezavisnih eksperimenata sa istim pocetnim uslovi-
ma, pri ¢emu se u svakom eksperimentu, u izabranim trenucima vreme-
na, snima statistika za posmatranu slu¢ajnu veli€inu ili viSe njih (poznato i
kao metoda preseka stohasti¢kog procesa).
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C) Za postizanje tacnosti simulacionih rezultata, metoda AIRGSSP
polazi od poznatih osnovnih stavova matematicke statistike o intervalnoj
proceni verovatnoce pojave posmatranog dogadaja. Ovi rezultati poticu
od primene grupe teorema teorije verovatnoce, poznatih kao centralne
grani¢ne teoreme. Pre svega, to su teorema CebiSeva i teorema Ljapu-
nova. Odnosno, vazi sledeci stav: u mnogo puta ponovljenom eksperi-
mentu realizacija posmatrane veli€ine imace odstupanja koja odgovaraju
normalnom zakonu raspodele, pri Eemu se moze uspostaviti zakonitost
izmedu: veliCine odstupanja slu€ajne promenljive i verovatnoée tih odstu-
panja pri zadatom broju ponavljanja eksperimenta.

Jedan od najvaznijih faktora u modelovanju sistema masovnog op-
sluzivanja (ali i drugih sistema i procesa u kojima postoje entiteti slucaj-
nog karaktera), jeste prepoznavanje procesa funkcionisanja SMO kao
jedne vrste slu€ajnog procesa. Posledica ove spoznaje jeste orijentacija
na modelovanje procesa rada SMO kao slu¢ajnog procesa. Za potrebe
ove metode dovoljna je primena samo pojedinih oblasti teorije sluajnih
procesa: pre svega statistike slucajnih procesa. Potpuno objasnjenje i za
istraZivanje dovoljni obuhvat ove oblasti pruza literatura, [3].

Za slikoviti prikaz slu€ajne funkcije, odnosno familije mogucéih reali-
zacija slucajne funkcije, od pomoéi je grafi¢ki prikaz njene o€ekivane vre-
dnosti i, sa druge strane, nekoliko njenih mogucih realizacija, slika 2.
Sli¢an prikaz moze se naéi i u poznatoj knjizi Ventcelj E., 1969, na
pocetku poglavlja o slu¢ajnim funkcijama, [4].

+ fi(Y)
Greska ocene f; ()

f (t)teorijsko
i

Tri moguée realizacije vremenski
zavisne slu€ajne promenljive fi(t)

;

v

t (vreme)

Slika 2 — Vremenski promenljiva slu€ajna funkcija — idejni prikaz
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Sa slike 2 bitno je uoCiti sledece: pri zadatom nivou greske (+&) u
oceni prave vrednosti teorijske funkcije (f(t)"®"**°), bilo koja od tri prikaza-
ne realizacije (fi(f)) sluCajne funkcije je legitimna. Metoda AIRGSSP
obezbeduje upravo neku (bilo koju) od tih realizacija slu¢ajne funkcije. Pri
tome treba znati da simulacija ne daje matematicki izraz (formulu), ve¢
samo numericke rezultate (tabela i grafik).

lli, konkretno, na grafu 1, (iz [1]), na primeru SMO M/M/1/1, za
verovatnodu p,(t) u ,ulozi f(t)*°"**° daju se dve realizacije dobijene simu-
lacijom (po 1000 ponavljanja), uz teorijsku krivu i zadati opseg maksimal-
ne greske.

Teorijska i dve simulacione realizacije verovatnoée stanja p2(t),
SMO M/M/1/1, uzgreSku do 13,3%
(opterecenost: 0.833; intenztet pojave zahteva: 1/600)
0.35
03 LA e
= 0.2 | 1 .
2 015 |
0.1 -
0.05
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0 5000 10000 15000 20000
p2(t) teor. p2(t) sim1 ------- Toler. ------- Toler. = = = :p2(t) sim.2

Graf 1 — Teorijska i dve simulacione realizacije jedne verovatnoce stanja SMO

Slika 2 daje idejni, a graf 1 konkretni prikaz jedne vremenski zavisne
slu¢ajne funkcije generisane simulacionom metodom AIRGSSP. Pri tome
postoji izvesno odstupanje, ili greska, ali takvo da je u definisanim grani-
cama, u odnosu na teorijsku funkciju, i to u svim tackama intervala defini-
sanosti nezavisnog argumenta (vreme, po apscisnoj osi).

Opis implementacije metode AIRGSSP

Problematika metodologije simulacionog modelovanja je aktuelna u
struénoj literaturi, sa nekoliko jo$ uvek otvorenih pitanja, odnosno proble-
ma, [5]. U nastavku sledi detaljan opis konkretnih aktivnosti koje treba
izvrsiti u primeni AIRGSSP metode:

o
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1. Izraditi konceptualni model — opisati prou¢avani realni sistem kao SMO:

— prepoznati elemente realnog sistema kao kanale opsluzivanja. Od-
rediti broj kanala opsluge. Odrediti srednji intenzitet i tip funkcije raspode-
le vremena opsluzivanja u kanalima. Definisati broj faza opsluzivanja;

— prepoznati elemente realnog sistema kao klijente. Definisati veliCi-
nu populacije klijenata. Odrediti srednji intenzitet i tip funkcije raspodele
vremena izmedu dolazaka klijenata. Definisati strpljivost klijenata u redu
Cekanja i na opsluzi;

— odrediti disciplinu pristupa klijenata kanalima opsluzivanja. Mogu-
Ce discipline su: prvi prispeo, prvi opsluzen; prvi prispeo, poslednji opslu-
Zen, po prioritetnosti klijenata;

— odrediti vreme rada SMO;

— NAPOMENA: verodostojno opisati sistem onakav kakav jeste i
za onakve uslove u kojima radi, a ne ograniCavati pojedine atribute
(vreme rada; i odnos intenziteta ulaznog i izlaznog toka klijenata) sa-
mo na one domene koje pokriva klasi¢na teorija masovnog opsluzi-
vanja.

2. Definisati mere performanse prou¢avanog SMO:

— osnovne mere performanse su: verovatnoce stanja SMO kao funk-
cije vremena (sva stanja posebno; grupisana stanja; ili pojedina stanja);

— sintetiCke mere performanse SMO su: srednje vreme €ekanja na
opslugu; srednje vreme opsluzivanja; srednje vreme klijenata u SMO;
srednja duzina reda Cekanija; sredniji broj klijenata u sistemu; srednja za-
uzetost kanala opsluzivanja.

3. Razviti osnovnu strukturu simulacionog modela:

— na osnovu prethodnog izraditi osnovni algoritamski prikaz modela,
koriste¢i formalne graficke simbole izabranog raCunarskog jezika;

— NAPOMENA: pri izradi osnovne strukture simulacionog modela u
formi algoritamskog prikaza, u potpunosti slediti standardizovana uput-
stva u oblasti simulacionog modelovanja.

4. Primeniti koncept statistike slu¢ajnih procesa.

U utvrdenu osnovnu strukturu simulacionog modela implementirati
koncept generisanja statistike slu€ajnih procesa (metodu preseka; ,stro-
boskopsko uzorkovanje modela®), po ideji izlozenoj na slici 3.

Na slici 3 (iz [1) prikazan je Sematski koncept generisanja stati-
stike vremenski zavisnih slu¢ajnih veliina. Logika prikazanog kon-
cepta generisanja statistike vremenski zavisnih veliCina poznata je u
literaturi kao statistika slu€Cajnih procesa, ali i pod nazivom ,strobo-
skopsko uzorkovanje sistema®“, [6], a realizuje se metodom preseka

stohasti¢kog procesa, [1].
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Statisti¢ki uzorci
za posmatrane izlazne velicine iz modela,
u funkeciji vremena

"i-ti" eksperiment

Snimljeni rézultati za "i-ti" eksperiment
. . . . Dovodjenje .
modela u —
-0 poetno stanje .
. Rad modela u razmatranom vremenu .
Razmatrano vreme rada Dodatno vreme .
0 >

Ukupno vreme simulacije za "i-ti" eksperiment (relativno vreme simulacije)

Slika 3 — Koncept generisanja statistike vremenski zavisnih veli¢ina

Pod ovim terminom podrazumeva se koncept generisanja statistike
slu¢ajnih procesa, odnosno snimanje vrednosti posmatranih veli€ina —
mera performansi sistema, u odredenim vremenskim intervalima i sve to
ponovljeno vise puta — u viSe realizacija posmatranog stohasti¢kog pro-
cesa. Radi bolje preglednosti, na slici 3 prikazan je ovaj koncept za samo
jednu — ,i-tu“ realizaciju posmatranog slu€ajnog procesa.

Sledi podsetnik o pojmu ,statistika slu¢ajnih procesa“. Cilj primene
ovog koncepta jeste obezbedenje nacina pracenja slucajnih veli¢ina koje
se mogu menjati u vremenu. Sledi podsetnik o realizaciji koncepta stati-
stike sluc¢ajnih procesa.

Neka je X(t) vremenski promenljiva veli€ina slu€ajnog karaktera, ko-
ja prikazuje neki aspekt ponaSanja, odnosno neku meru performanse
prou¢avanog sistema masovnog opsluzivanja (SMO). Na primer: to mo-
gu biti osnovne mere performanse (verovatnoce stanja) ili neka sinteticka
mera performanse (vreme ¢ekanja u redu, broj klijenata u redu, itd.). Ma-
tematiCko oCekivanje ove promenljive, oznaceno kao M[X(t)] (ili E[X(t)]),
jeste u opStem slu€aju nepoznata, osim za sluCajeve najjednostavnijih
modela SMO i to samo za stacionarni period rada.

o
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Pretpostavimo da postoji n nezavisnih realizacija slu¢ajne veli€ine X(t):

x1(t), Xa(t), X3(t), ..., Xi(t), ..., Xa(t), u nekom intervalu [0, T].

Izaberimo neki momenat ¢; iz tog intervala. Realizacije ordinata (. x(t)) u
tom momentu &, mogu se tretirati kao n realizacija slucajne promenljive X(t).

Tako, za ocenu ocCekivane vrednosti slu¢ajne promenljive X(t), (u
oznaci: M[X(t;)]), uzimamo aritmeti€ku sredinu svih n realizacija te slucaj-
ne promenljive:

X1(t), Xa(ty), Xa(t), ..., Xi(t), ..., Xa(t}), odnosno:

— aritmeti¢ka sredina n realizacija slu¢ajne promenljive X(t) u prese-
ku tj, tj. X(1)) je:

oY)

X(t) =T (1)

— i oCekivana vrednost slucajne promenljive X(t;) u preseku tj, odno-
sno M[X(t)] je:

Mlx @)= x@) (2)

— odnosno, u opstem slucaju, vazi za bilo koji presek t:

M[x(0)]= X () (3)

Jasno je da sto ima viSe ovih realizacija (ve¢e n), to je bolja ocena
vrednosti posmatrane slu¢ajne promenljive. Drugim re¢ima, u mnogo puta
ponovljenom eksperimentu aritmetiCka sredina posmatrane slu¢ajne pro-
menljive tezic¢e njenoj stvarnoj teorijskoj vrednosti. Jedno od kljuénih pita-
nja moze se postaviti na ovom mestu: kako odrediti potreban broj realizaci-
ja slu€ajne promenljive, da bi se dobila vrednost aritmetiCke sredine tih re-
alizacija merljivo i dovoljno bliska stvarnoj vrednosti sluajne promeniljive u
zadatom, tj. bilo kom preseku. Odgovor na ovo pitanje kvantifikacije odstu-
panja aritmeti¢ke sredine slu€ajne promenljive od njene o€ekivane vredno-
sti vodi preko zakona velikih brojeva i grupe centralnih grani¢nih teorema.

Teoretski, ovaj postupak bi trebalo ponoviti za sve tacke iz intervala
[0, T]. Prakti¢no, dovoljno je obuhvatiti samo odredeni, konacni broj tih
taCaka. 1zlozeni postupak u potpunosti objasnjava koncept statistike slu-
¢ajnih procesa primenjen u metodi AIRGSSP. Primenom ovog koncepta
metoda AIRGSSP je osposobljena da generise vremenski zavisne sluéaj-
ne veli¢ine. Na ovaj na¢in mogu se odrediti i osnovne (verovatnoce sta-
nja) i sinteticke (vreme Cekanja, duzina reda, zauzetost kanala opsluziva-

nja) mere performanse SMO.
940



Ovaj postupak poznat je i pod nazivom metoda preseka [8]0. Tako-
de, izlozeni koncept moze se jednostavno prikazati i prema Semi u tabeli
1 (isto kao u [8]). Iskazano slobodnije, opisani postupak predstavlja tzv.
»Stroboskopsko uzorkovanje sistema“ [6].

Tabela 1
Metoda preseka slu€ajnog procesa X(t)

Preseci

ty t t tm

Xi(t) x1(t1) X1(t2) X1(tj) X1(tm)

Xa(t) x1(t1) X1(t2) x1(t) X1(tm)

Xi(t) X1(t1) X1(t2) X1(tj) X1(tm)

Realizacije

Xn(t) X1(t1) X1(t2) X1(tj) X1(tm)

Primenjeni koncept statistike slu€ajnih procesa nije nov, potpuno je
logi¢an, saglasan je sa teorijskim postavkama matematicke statistike, od-
nosno statistike sluCajnih procesa I, konacno, daje rezultate. Verovatni
razlozi njegove slabe primene jesu problemi i mogucnosti njegove prak-
ticne implementacije, kao i dominantna percepcija prirode problema. Jed-
nostavnije reCeno, za uspesnu implementaciju, odnosno kreiranje simula-
cionog modela u formi raunarskog programa, potrebna je, pored pozna-
vanja izlozenog koncepta, i velika paznja i odgovaraju¢a programerska
znanja.

Ovaj koncept sada treba implementirati u obliku odgovarajucih pro-
gramskih modula — potprograma i definisati sledece: tabele za svaku me-
ru performanse koja se izraCunava i diskretni vremenski korak u simulaci-
onom procesu.

5. Automatizacija ponavljanja simulacionog eksperimenta.

U osnovnu strukturu simulacionog modela ugraditi proceduru auto-
matizovanog ponavljanja nezavisnih simulacionih eksperimenata, po gra-
fickom prikazu na slici 4.

Dva bitna momenta karakteriSu ovaj korak: prvo, obezbedenje broj-
nosti elemenata u statistickom uzorku I, drugo, obezbedenje medusob-
ne ,jednakopravnosti‘ svih elemenata koji mogu da udu u statisticki
uzorak. Ove dve ¢injenice obezbeduju REPREZENTATIVNOST stati-

stiCkog uzorka.
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Problem brojnosti elemenata u statistiCkom uzorku (ili veli€ina statisti¢-
kog uzorka) dobro je poznat u literaturi o simulacionom modelovanju [9].
Ovaj problem moze se rasclaniti na dva jednako vazna potproblema: prvo,
odredivanje brojnosti uzorka i, drugo, realizacija. Za odredenje brojnosti uz-
orka za ocenu verovatnoca stanja SMO treba Koristiti sledeéi izraz:

2
"= 1(@j 2 (@)
p &

Oznake u izrazu (4) imaju sledeée znacenje:

n — veliina uzorka, tj. broj ponavljanja simulacionog eksperimenta,

p — verovatnoca stanja sistema koja se posmatra,

g — komplement posmatrane verovatnoce stanja (q=1-p),

€ — maksimalno odstupanje posmatrane verovatnoce, izrazeno u
procentima,

Z. — koeficijent poverenja za normalnu raspodelu,

Za realizaciju — formiranje uzoraka, brojnosti odredene prema nave-
denom izrazu, nuzno je izvrsiti upravo toliko nezavisnih simulacionih eks-
perimenata. Broj ovih eksperimenata po pravilu je veoma veliki (viSe sto-
tina, viSe hiljada, itd., Sto zavisi od zeljene ta¢nosti), pa je neophodno
obezbediti automatizovano ponavljanje nezavisnih simulacionih eksperi-
menata. Prostim raunom, uz primenu izraza (4), dobija se potvrda pret-
hodnih navoda. U tom smislu, automatizacija ponavljanja simulacionih
eksperimenata, iako je relativno proceduralna stvar u raCunarskom pro-
gramiranju, ima svoju sustinsku vaznost sa aspekta primene.

Za drugi momenat (jednakopravnost elemenata uzorka) treba istaci
da se postiZe realizacijom sledec¢a dva zahteva:

— prvo, obezbedenje slu€ajnosti u izboru elemenata statistickog
uzorka: postize se samom primenom metode Monte Karlo, i

— drugo, obezbedenje medusobne nezavisnosti elemenata statistic-
kog uzorka: postiZze se realizacijom medusobno nezavisnih simulacionih
eksperimenata.

U procesu obezbedenja statistike slu¢ajnih procesa primenom simu-
lacionog modelovanja veoma je bitno da se analizira i definiSe entitet koji
predstavlja elemente statistickog uzorka. Na slici 4. Sematski je prikaza-
na ideja ovog koncepta. Radi preglednosti, na slici nije istaknut jedan vrlo
vazan momenat, a to je Cinjenica da po zavrSetku svakog pojedinanog
eksperimenta treba promeniti vrednosti generatora slu€ajnih brojeva.

Ideja koncepta prikazanog na slici 4. od sustinske je vaznosti u po-
stupku konkretne raCunarske implementacije modela. Upravo po izloze-
noj Semi treba razviti raCunarski program. ldeja koncepta je dovoljno
opsta (nije ograni¢ena samo na jedan programski jezik) da se moze pri-
meniti pri koriS¢enju prakticno bilo kog racunarskog jezika.
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Statisti¢ki uzorci
za posmatrane izlazne
veligine u modelu

Snimljeni rezultati za
prvi eksperiment

Snimljeni rezultati za
drugi eksperiment

Snimljeni rezultati za
"n-ti" eksperiment

Dovodjenje Dovodjenje 0 Dovodjenje
modela u modela u . . modela u
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- modela modela modela
uraz- uraz- . . uraz- .
: matranom ! matranom M matranom
- vremenu © vremenu vremenu -
Razma- Razma- . T Razma-
trano Dodatno trano Dodatno : © trano Dodatno
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. . . . . n m .
- Prvi eksperiment Drugi eksperiment . ... . n-ti :
: : eksperiment :
|-
Ll
0 Ukupno vreme simulacije

za jedan eksperiment
(relativno vreme simulacije)

Vreme (apsolutno vreme simulacije)

Slika 4 — Simulacioni koncept obezbedenja reprezentativnosti statistickih uzoraka

U kontekstu poznatih metoda simulacionog modelovanja treba istadi da
je osnovna ideja izloZzenog koncepta sli¢na pristupima poznatim pod nazivi-
ma: nezavisna ponavljanja (independent replications); paralelna ponavljanja
(parallel replications); viSestruka ponavljanja paralelnom simulacijom (multi-
ple replicatrions in parallel); paralelna simulacija (parallel simulations), itd.

U kontekstu svoje sustine i poznatih termina u oblasti simulacionog
modelovanja, posebno SMO, izlozeni koncept bi se mogao imenovati
kao: ,kvaziparalelna simulacija“. Po svojoj sustini, koncept zasluzuje epi-
tet ,paralelna simulacija“, ali po nacinu realizacije nije paralelan, jer se
moze realizovati na samo jednom racunaru.
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Uz koriS¢enje poznatih pojmova koncept bi se mogao imenovati kao:
.viSestruka nezavisna automatizovana ponavljanja simulacionih eksperi-
menata, sa moguénoscu generisanja statistike slu€ajnog procesa“. Otuda
i naziv predloZzene metode dat na pocetku.

Ovu proceduru treba implementirati u obliku odgovarajuéeg pro-
gramskog modula — potprograma, tako da on:

— prvo, automatski registruje kraj svakog pojedinacnog simulacionog
eksperimenta;

— drugo, automatski dovodi model u poletno stanje, po zavrSetku
svakog pojedinacnog eksperimenta;

— tre¢e, za svaki sledeci eksperiment automatski koristi novi niz slu-
¢ajnih brojeva;

— Cetvrto, vrSi automatizovano ponavljanje nezavisnih simulacionih
eksperimenata, sve dok se ne realizuje zadati broj simulacija.

6. Proracun broja ponavljanja simulacionog eksperimenta vrsi se pri-
menom izraza za odredivanje veliine uzorka (izraz 4), na sledeci nacin:

— zadati procentualnu vrednost maksimalne statistiCke greSke (¢) za
verovatnoce stanja SMO;

— zadati nivo poverenja preko koeficijenta poverenja za normalnu
raspodelu (z;);

— definisati najmanju vrednost verovatnoce stanja (p). NAPOMENA 1:
ako su raspolozivi rezultati klasi¢ne teorije masovnog opsluzivanja za stacio-
narni rezim rada SMO, onda ih treba iskoristiti i izracunati vrednost najmanje
verovatnoce stanja. NAPOMENA 2: ako prethodni sluc¢aj nije moguc, treba ar-
bitrarno zadati vrednost reda veli€ine verovatnoce stanja (0,1; 0,01; ili 0,001);

— prema prethodnim elementima i uz koriséenje izraza (4) proracu-
nati potreban broj ponavljanja simulacionog eksperimenta.

7. Napisati programski kod simulacionog modela i implementirati
program.

IzloZene aktivnosti u realizaciji AIRGSSP metode prikazane su logi¢kim
redosledom. Medutim, treba istaci da te aktivnosti nisu medusobno potpuno
izolovane, ve¢ se pojedine aktivnosti mogu istovremeno izvrSavati. Takode,
moguc je i iterativni postupak u realizaciji pojedinih aktivnosti, naroCito kada
treba sprovesti postupke verifikacije programskog koda, ali i validacije Cita-
vog modela. U tom smislu opsti postupak neposredne primene AIRGSSP
metode ima poznate karakteristike tipiénih simulacionih studija. Primeri kon-
kretne primene ove metode mogu se videti u radovima [1], [2] i [10].

Zakljucak

U prikazanim sadrZajima opisana je sustina simulacione metode na-
zvane ,Automatizovana nezavisna ponavljanja simulacionih eksperime-
nata, sa prikupljanjem statistike slu¢ajnih procesa“ ili, u originalu: ,Auto-
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mated Independent Replications with Gathering Statistics of Stochastic
Processes®, skraéeno AIRGSSP. Objasnjena je njena matemati¢ka za-
snovanost i prikazana sistematizovana procedura za razvoj simulacionog
modela, sa preporukama za aktivnosti prakti¢cne implementacije metode
pri razvoju algoritma simulacionog modela.

Moguc¢nosti metode AIRGSSP posebno dolaze do izrazaja u mode-
lovanju i simulaciji slozenijih sistema masovnog opsluzivanja koji su viso-
kooptereceni i preoptereéeni, za sisteme sa velikim brojem mogucih sta-
nja, kao i za sisteme koji funkcioniSu u ograni¢enom — konaénom vreme-
nu. To su upravo slucajevi kada primena ostalih metoda, kako simulacio-
nih, tako i analitickih i numeri¢kih, ne daje zadovoljavajuc¢e rezultate ili ih
je teSko primeniti.
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IMPLEMENTATION OF AUTOMATED INDEPENDENT
REPLICATIONS IN THE SIMULATION OF QUEUEING SYSTEMS

Summary:

This paper presents a basic idea of the method entitled ,Automa-
ted Independent Replications with Gathering Statistics of Stochastic
Processes”. The mathematical foundation of the method is offered, as
well as some recomendations for practical implementation of the met-
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hod in the form of a computer program algorithm. A set of different ex-
pert knowledge needed for a successful development of conceptual
and simulation models is pointed out in a separate review. The method
has been tested in the modeling and simulation of queueing systems.

Multidisciplinary character of simulation modeling

This paper presents a basic idea of the method entitled ,Automa-
ted Independent Replications with Gathering Statistics of Stochastic
Processes”. A clear review of expert knowledge needed for successful
development of a conceptual model as well as a simulation one is offe-
red. Simulation modeling of systems and processes in any military
branch assumes a multidisciplinary approach. This is not a consequen-
ce of a free choice, but of needs and problems which arise in a rese-
arch process and which require synchronized use of knowledge from
different areas and scientific disciplines. In studies of queueing
systems, these disciplines are: queueing theory, probability theory,
mathematical statistics, stochastic processes, mathematical analyses,
Monte Carlo simulation modeling, computer programming, knowledge
about a real system under study, etc.

Specific features of real queueing systems

Consistency, fidelity or agreement of the model with the real
system under study is one of the most important characteristics of the
model. This means that a conceptual model should present reality as it
really is. In the context of queueing system modeling, this means the fol-
lowing: if a real system works for some finite time, then the same should
be applied for a model as well; if there can be any traffic intensity inclu-
ding overloading, then a model should be conceived accordingly, etc.

Mathematical basis of the AIRGSSP method

The mathematical basis of the method is offered, as well as some re-
commendations for practical implementation of the method in a form of a
computer program algorithm. Explicitely, the mathematical foundations of
the AIRGSSP method are three statements; the first one, the Bernoulli law
of large numbers, or the first limit theorem: the frequency of one random
event in a many times repeated experiment tends to the probability of that
event; the second one, the perception of the behavior of a queueing system
as a kind of a stochastic process, and the support for the statistics of stocha-
stic processes; and the third one, the use of an interval estimation of propor-
tion for establishing the control of the simulation result accuracy.

Description of the implementation of the AIRGSSP method

The application of the AIRGSSP method includes the following:
development of a conceptual model; definition of performance measu-
res; development of the basic structure of the simulation model; imple-
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mentation of a module for the stochastic process statistics; implemen-
tation of a module for automatization of independent replications of the
simulation experiment; calculation of a number of replications of the si-
mulation experiment; and translation of the model into the computer
code.

Conclusion

A detailed description for the practical implementation of the met-
hod ,Automated Independent Replications with Gathering Statistics of
Stochastic Processes” is given. The capacity and advantages of the
AIRGSSP method are particularly clear in the cases of modeling and si-
mulation of: heavy-loaded and overloaded systems, complex systems
with a large number of possible system states as well as systems enga-
ged for some finite time. These are exactly the systems and working
conditions where other methods usually fail.

Key words: Monte Carlo, Independent Replications, accuracy control,
queueing systems.
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