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A b s t r a c t . M a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  t e m p e r a t u r e  f i e l d
d i s t r i b u t i o n  i n  m a s s i v e  s o l i d  b o d y  o f  r o d  i s  b u i l t . T h e  m a i n
s y s t e m  o f  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  e q u a t i o n s  f o r  t e m p e - r a t u r e
f i e l d  c a l c u l a t i o n  b y  m e a n s  o f  e x p l i c i t  E u l e r ' s  m e t h o d  i s  s o l v e d .
T h e  a u t o m a t e d  c a l c u l a t i o n  d a t a  p r o c e s s i n g  b y  m e a n s  o f
s p r e a d s h e e t  p r o c e s s o r  O p e n O f f i c e .o r g  C a l c  i s  e l a b o r a t e d .
T h e  r e s u l t s  o f  i n v e s t i g a t i o n s  a n d  c o n c l u s i o n s  a r e  g i v e n .

K e y  w o r d s :  m a t h e m a t i c a l  m o d e l ,  t h e r m a l  p r o c e s s ,  t e m -
p e r a t u r e  f i e l d ,  m a s s i v e  s o l i d  b o d y ,  a u t o m a t e d  d a t a  p r o c e s -
s i n g .

У  р о б о т і  і н ф о р м а ц і й н и х  с и с т е м  т а  ї х  е л е к т р о н н и х
к о м п о н е н т і в ,  е л е к т р о т е х н і ч н и х  т а  р а д і о т е х н і ч н и х
п р и с т р о ї в  у р а х у в а н н я  в п л и в у  т е м п е р а т у р и  н а  п р о ц е с и  ї х
ф у н к ц і о н у в а н н я  в і д і г р а є  н а д з в и ч а й н о  в а ж л и в у  р о л ь .
П р о ц е с и  н а г р і в у  і  о х о л о д ж е н н я ,  я к і  м о ж у т ь  о п и с у в а т и с я
в и з н а ч е н н я м  п р о с о т о р о в о - ч а с о в и х  р о з п о д і л і в  т е м п е р а -
т у р и  с у т т є в о  в п л и в а ю т ь  н а  р о б о т у  в і д п о в і д н и х  п р и с т р о ї в
т а  с и с т е м  [ 1 , 2 , 1 4 - 1 6, 1 8 ] . Т о м у  в р а х у в а н н я  т е м п е р а т у р н и х
п р о ц е с і в  є  а к т у а л ь н о ю  з а д а ч е ю ,  р о з в ' я з а н н я  я к о ї  є  н е о б х і д -
н и м  я к  п р и  а н а л і з і  і  д о с л і д ж е н н і  р о б о т и  р о з р о б л е н и х ,  т а к
і  п р и  п р о е к т у в а н н і  н о в и х  п р и с т р о ї в  т а  с и с т е м .

У  з а г а л ь н о м у  в и п а д к у  н а г р і в  т в е р д и х  т і л ,  я к і  м о ж у т ь
п р е д с т а в л я т и  к о м п о н е н т и  т а  п і д с и с т е м и  у  с к л а д і  д о с л і д ж у -
в а н и х  п р и с т р о ї в  т а  с и с т е м  п е р е в а ж н о  в и з н а ч а є т ь с я  я к
н а с л і д о к  д і й  е л е к т р и ч н о г о  ч и  е л е к т р о м а г н і т н о г о  п о л я .
В а ж л и в и м  є  т е ,  щ о  в с і  в п л и в и  п о л я  н а  в л а с т и в о с т і  с е р е д о -
в и щ  і ,  у  к і н ц е в о м у  в и п а д к у ,  н а  к о е ф і ц і є н т и  м о д е л ь н и х
р і в н я н ь  п р о я в л я ю т ь с я  ч е р е з  з м і н и  т е м п е р а т у р и  і  є  і н е р -
ц і й н и м и . П р и  в і д о м и х  д ж е р е л а х  т е п л о т и  р о з р а х у н о к  р о з -
п о д і л у  т е м п е р а т у р и  у  п р и с т р о ю  ч и  с и с т е м і  з в о д и т ь с я  д о
р о з в ' я з к у  т е п л о в о ї  з а д а ч і  [ 1 1 ] .

Т е п л о в а  з а д а ч а  м о ж е  б у т и  р о з д і л е н а  н а  в н у т р і ш н ю  і
з о в н і ш н ю . З о в н і ш н я  з а д а ч а  о п и с у є  п е р е д а ч у  т е п л о в о ї
е н е р г і ї  з о в н і  т і л ,  щ о  н а г р і в а ю т ь с я ,  з а  р а х у н о к  т е п л о п р о -
в і д н о с т і ,  к о н в е к ц і ї  т а  в и п р о м і н ю в а н н я . В н у т р і ш н я  т е п л о в а
з а д а ч а  о п и с у є  п р о ц е с  т е п л о п е р е д а ч і  в с е р е д и н і  т і л а ,  щ о
н а г р і в а є т ь с я . Д л я  р о з в ' я з а н н я  т е п л о в о ї  з а д а ч і  м е т о д о м
м о д е л ю в а н н я  н е о б х і д н о  б у д у в а т и  м о д е л ь  р о з п о д і л у
т е м п е р а т у р н о г о  п о л я .

П о б у д о в а  м о д е л і  р о з п о д і л у  т е м п е р а т у р н о г о  п о л я  п о
т о в щ и н і  м а с и в н о г о  т в е р д о г о  т і л а ,  щ о  н а г р і в а є т ь с я ,  г р у н -
т у є т ь с я  н а  в и к о р и с т а н н і  ф у н д а м е н т а л ь н и х  ф і з и ч н и х
з а к о н і в  з б е р е ж е н н я  е н е р г і ї ,  т е п л о п р о в і д н о с т і  [ 1 1 ]  т а  і н ш .

П р о ц е с  н а г р і в у  м а с и в н о г о  т в е р д о г о  т і л а ,  щ о  в и -
з н а ч а є  р о з п о д і л  т е м п е р а т у р н о г о  п о л я ,  м о ж е  б у т и  о п и -
с а н и й  д и ф е р е н ц і а л ь н и м  р і в н я н н я м  у  ч а с т к о в и х  п о х і д н и х

д р у г о г о  п о р я д к у ,  я к е  щ е  н а з и в а ю т ь  р і в н я н н я м  т е п л о п р о -
в і д н о с т і  Ж .Б .Ж . Ф у р ' є . В і д п о в і д н е  р і в н я н я  ш и р о к о  в и к о -
р и с т о в у є т ь с я  т а к о ж  д л я  о п и с у  п р о ц е с і в  т е п л о п е р е н о с у
п р и  м о д е л ю в а н н і  р і з н и х  т е х н о л о г і ч н и х  п р о ц е с і в .

Т е п л о п р о в і д н і с т ь  є  н е с т а ц і о н а р н о ю ,  я к щ о  р і з н и ц я
т е м п е р а т у р ,  щ о  ї ї  в и к л и к а є ,  з м і н ю є т ь с я  п і д  ч а с  п р о ц е с у
п е р е д а ч і  т е п л а  [ 1 1 ] . С а м е  т а к и й  т и п  т е п л о п р о в і д н о с т і  р о з -
г л я д а є т ь с я  у  д а н і й  п р а ц і . Т о м у  в и в і д  р і в н я н н я  т е п л о п р о -
в і д н о с т і  р о з г л я н е м о  у  н е с т а ц і о н а р н і й  п о с т а н о в ц і  з а  в и х і д -
н и х  у м о в  в и п а д к у ,  д л я  я к о г о  т е п л о  п о ш и р ю є т ь с я  п о  д о в -
ж и н і  о д н о р і д н о г о  і з о т р о п н о г о  т е п л о і з о л ь о в а н о г о  м а с и в -
н о г о  т в е р д о г о  т і л а   с т е р ж н я  [ 1 5 ,  1 7]  в з д о в ж  к о о р д и н а т и  х.

Д л я  ц ь о г о  р о з г л я н е м о  д в а  п е р е р і з и  с т е р ж н я ,  щ о
з н а х о д я т ь с я  н а  в і д д а л і   ∆ x о д и н  в і д  о д н о г о .

П о з н а ч и м о  з н а ч е н н я  к о о р д и н а т  п е р ш о г о  п е р е р і з у
ч е р е з  x  т а  д р у г о г о  п е р е р і з у  ч е р е з  x +  ∆ x. Т а к о ж  п о з н а ч и м о
я к  ∆Q п р и р і с т  к і л ь к о с т і  т е п л а  у  в і д п о в і д н о м у  е л е м е н т і  т в е р -
д о г о  т і л а  с т е р ж н я  н а  п р о т я з і  п е в н о г о  п р о м і ж к у  ч а с у  ∆ t.

∆Q =  c m ∆ T, ,                                       ( 1 )
д е  с –  п и т о м а  т е п л о є м н і с т ь  м а т е р і а л у  т і л а  с т е р ж н я ,    m  –
м а с а  е л е м е н т у  т і л а  с т е р ж н я ,  ∆ T –  з м і н а  т е м п е р а т у р и
т і л а  с т е р ж н я  н а  п р о т я з і  п р о м і ж к у  ч а с у  ∆ t.

Я к щ о  д а л і  я к  п р о м і ж о к  ч а с у  ∆ t р о з г л я н у т и  о д и -
н и ч н и й  п р о м і ж о к  ч а с у ,  т о  в і д п о в і д н и й  п р и р і с т  к і л ь к о с т і
т е п л а  м о ж н а  в и з н а ч и т и  з а  в и р а з о м

  ∆ q  =   ∆Q/∆  t.                                   ( 2 )
А ,  в и х о д я ч и  з  ( 1 ) ,  в і д п о в і д н е  з н а ч  е н н я  к і л ь к о с т і  т е п л а

м о ж н а  в и з н а ч и т и
 ∆ q  =  c m ∆ T/∆ t.                               ( 3 )

Рис.1. Схема масивного твердого тіла стержня, що
роз глядає ть ся п ри п об у дові моделі.
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Здійснюючи перехід до границі (3) при ∆t -> 0, 

одержуємо

dq = cmdT/dt.          (4)

Вираз для визначення маси елементу масивно-

го твердого тіла стержня має вигляд

m = ρ s∆x,         (5)

де ρ - густина матеріалу тіла стержня, s – площа попе-

речного перерізу тіла стержня, ∆x – довжина масив-

ного твердого тіла стержня.

Врахувавши відповідні вирази (2)-(5), на основі 

(4) одержуємо

dq = cρ s ∆x (dT/dt).                 (6)

Згідно з законом збереження енергії приріст dq

визначається алгебричною сумою кількості тепла, що 

надійшло ззовні у елемент масивного твердого тіла за 

од. часу через перерізи з координатами х та ∆ x. 

Позначимо відповідні кількості тепла як q

1

 та 

q

2

. Тоді

dq = q

1

- q

2

.                               (7)

Вирази для q

1 

та q

2 

можна одержати згідно з 

законом внутрішньої теплопровідності у твердих      

тілах (закону Ж.Б.Ж. Фур’є).

Для одновимірної постановки задачі для кіль-

кості тепла, що проводиться через площу s, перпен-

дикулярну до осі координат х справедливий вираз:

q = - sα (∂T/∂x).                           (8) 

де α - коефіцієнт теплопровідності.

Враховуючи (8), вираз (7) можна записати в 

іншому вигляді:

dq = - sα (∂T/∂x)|

x

+ sα (∂T/∂x)|

x+∆x

(9)

Якщо у виразі (9) обидві частини розділити 

на ∆x та врахувати (6), одержимо новий вираз

∂T/∂t =(λ / cρ) ⋅ ( (∂T/∂x)|

x+∆x

- (∂T/∂x)|

x

) /∆x.   (10)

Враховуючи визначення коефіцієнта термопро-

відності матеріалу тіла стержня

a =λ / cρ , (11)

та здійснюючи перехід до границі (10) при ∆x -> 0, 

одержуємо основне модельне рівняння теплопровід-

ності:

∂T/∂t = a (∂

2

T/∂x

2

).                  (12)

Крайові умови для задачі, яка розв’язується, 

можемо прийняти, виходячи з припущень теплообмі-

ну твердого тіла стержня [11, 15] з зовнішнім середо-

вищем за законом І. Ньютона:

- ∂T/∂n = (α/λ) ⋅ (T

m

- T

c

),                    (13)                                               

де T

m

– температура на межі розділу; T

c

– температура 

оточуючого середовища;  α - коефіцієнт теплообміну.

Подальші розрахунки розподілу температури 

масивного твердого тіла стержня будемо здійснювати 

саме на основі рівняння (12). При цьому, для подаль-

шої побудови комп’ютерно-орієнтованої моделі для 

відтворення розподілу температури у масивному 

твердому тілі стержня за умов задачі, що розгляда-

ється, рівняння (12) слід представити у дискретній 

формі, модифікувавши його на основі методу скін-

ченних різниць [12,13]. Тоді у вузлах просторово-

часової дискретизаційної сітки вираз (12) набуде де-

що іншої алгебричної форми:

(T

i, t +∆t

- T

 i,,t

)/∆t = a (T

i+1, t 

-2T

i, t

 + T

i-1, t 

)/(∆x)

2

,  (14)            

де i – номер вузла просторової дискретизаційної сіт-

ки, i  = 1, n;  n – загальна кількість вузлів сітки; t – зна-

чення часу; ∆t – крок часової дискретизації; ∆x – крок

просторової дискретизації.

Далі, з виразу (14) визначаємо значення темпе-

ратури у i-му вузлі просторової дискретизаційної сіт-

ки в черговий момент часу t + ∆t, маючи значення 

температури у i-му вузлі просторової дискретизацій-

ної сітки в попередній момент часу t, інтегруючи рів-

няння (14) за явним методом  Л. Ейлера [13]:

T

i, t+∆t

=  a (T

i+1, t 

-2T

i, t

 + T

i-1, t 

)/(∆x)

2 ⋅

∆t + T

 i,,t

  (15)        

Рівняння (15) вважаємо основним модельним 

рівнянням, повністю адаптованим до  подальшої 

комп’ютерної реалізації.

Також, для повноти визначення моделі з метою 

її подальшої комп’ютерної реалізації, розрахункове 

рівняння (15) необхідно доповнити початковими та 

крайовими умовами.

Початкові умови для задачі, яка розв’язується, 

можемо прийняти [11,15,18]:

T

 i,0  

= 345 K, для i = 1, i = n,

T

 i,,t

= T

 i,0  

= 293K, для i = 2, n – 1, t = 0.      (16)

Загальна кількість вузлів просторової дискре-

тизаційної сітки буде визначатися геометричними 

розмірами масивного твердого тіла стержня: 

n = (x

2

– x

1

)/∆x,              (17) 

 

де x

2 

, x

1 

- відповідні координати початку і кінця ма-

сивного твердого тіла стержня.

Крайові умови для задачі, яка розв’язується, 

можемо прийняти, як крайові умови ІІІ роду [11, 15, 

18]. Тоді, спираючись на вираз (13), одержуємо:

T

n +1, ,t

=  T

n-1,,t

- (λ/cρ) ⋅ (T

n -1 ,t

- T

n,,t

) ∆x , 

i = 1,  i = n. (18)
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Для автоматизованого розв’язання задачі роз-

рахунку розподілу температури масивного твердого 

тіла стержня необхідно здійснити відповідну комп’ю-

терну реалізацію. Вона може бути здійснена на основі 

методів прямого програмування на одній з алгорит-

мічних мов або використання вбудованих можли-

востей та інструментів, вбудованих у середовище таб-

личного процесора. 

З огляду можливостей подальшої автоматизо-

ваної обробки даних для прикладу моделі застосуємо 

метод, що грунтується на можливостях застосування 

вбудованих інструментів програмного забезпечення 

табличних процесорів [3-6]. 

Середовищем реалізації обраного методу авто-

матизованої обробки даних для розрахунку розподілу 

температури масивного твердого тіла стержня було 

вибрано табличний процесор OpenOffice.org Calc. 

Вибраний в якості платформи для реалізації програм-

ний засіб OpenOffice.org Calc містить багато корисних 

для можливостей автоматизованої обробки даних ін-

струментів та функцій, володіє зручними можливос-

тями обробки таблично представлених даних і має 

ліцензію вільного програмного забезпечення [3-6].

Далі для успішного розв’язання задачі реалі-

зації моделі, слід визначити її табличне представлення 

на основі модифікації виразів (15)–(18), для чого 

реалі–зуємо їх представлення на аркуші робочої 

книги засобами табличного процесора OpenOffice.org

Calc. 

Надалі, для кожного чергового значення часу t

у моменти часу ∆t, 2∆t, 3∆t, …(n-1) ∆t у відповідних 

комірках аркуша електронної таблиці одержуємо зна-

чення розв’язків модельних рівнянь, які можуть бути 

оброблені засобами вбудованих інструментів таблич-

ного процесора. 

Результати розрахунків, здійснені на основі 

розробленої моделі, представлені графічними залеж-

ностями на рис.2 - рис.6. 

Рис. 2. 

 

Рис. 3. 

 

Рис. 4. 

 

Рис. 5. 

 

Рис. 6. 

 

На рис.2 – рис.6 представлені результати роз-

рахунків у різні моменти часу перехідного процесу 

нагріву твердого тіла стержня, одержані на основі за-

стосування розробленої моделі. Так, просторовий роз-

поділ температури, представлений на рис.2 визначає 

температурне поле твердого тіла стержня в початко-

вий момент часу, тобто при t = 0. З аналізу розподілу 
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температури на рис.2, можна побачити результати 

виконання початкових (16) та крайових (18) умов.  

На рис. 3 – рис. 6 представлені результати роз-

рахунків у інші моменти часу, а саме – у момент часу 

0,5 с (рис. 3), у момент часу 1 с (рис. 4), у момент часу 

2 с (рис. 5) та у момент часу 3 с (рис. 6). З результатів 

розрахунків, представлених графічно, можна спосте-

рігати зміну з часом просторового розподілу темпера-

тури у тілі стержня, зумовлену процесом його нагріву.

Як напрямки подальших наукових досліджень 

можуть бути визначені моделювання процесів нагріву 

твердих тіл іншої форми у двовимірній постановці та 

аналіз даних [7-10], що може здійснюватися на основі 

програмних засобів з елементами штучного інтелекту.   

Висновки.

1. В результаті проведених наукових дослід-

жень побудовано математичну та комп’ютерно-орієн-

товану моделі розподілу температури масивного твер-

дого тіла стержня, що нагрівається.

2. Для розглянутого прикладу моделі розподілу 

температури масивного твердого тіла стержня запро-

поновано використовувати метод автоматизованої об-

робки даних, що грунтується на можливостях засто-

сування вбудованих інструментів програмного забез-

печення табличних процесорів. 

3. Запропоновано для комп’ютерної реалізації 

моделі розподілу температури масивного твердого 

тіла стержня  як середовище реалізації та дослідження 

моделей використовувати табличний процесор Open-

Office.org Calc, що містить багато корисних інстру-

ментів та функцій, володіє зручними можливостями 

обробки таблично представлених даних і має ліцензію 

вільного програмного забезпечення.

4. Автоматизована обробка даних результатів 

моделювання розподілу температури масивного твер-

дого тіла стержня може успішно здійснюватися вбу-

дованими інструментами та функціональними засо-

бами табличного процесора OpenOffice.org Calc.

5. Результати наукових експериментів, прове-

дених для конкретних значень заданих електрофізич-

них параметрів для задачі моделювання розподілу 

температури масивного твердого тіла стержня під-

тверджують високу ефективність пропонованого ме-

тоду автоматизованої обробки даних та можуть вико-

ристовуватися для подальших наукових досліджень у 

відповідному напрямку.

[1]. Tchaban V., Peleshko D., Dubuk V. The com–

putation tem-perature field of electric devices. [Text] // Тех–

нічні вісті (Tech-nical news). – 1996/1(4), 1997/1(5). – C. 56-

58.

[2]. Tchaban V., Kovivchak Y., Dubuk V. The computa-

tion of loss in massive turbogenerator rotor. [Text] // Proc. of 

the 2-nd Int. Sc. and Tech. Conf. on Unconventional Electro-

mechanical and Electrotechnical Systems (UEES'96). - Szczecin 

and Miedzyzdroje (Poland). – 1996. – Vol. 2. – P. 625–626.

[3]. Дубук В.І. Автоматизований аналіз даних на

персональних комп'ютерах.[Текст]// Науково-технічна ін–

формація, №  3(37), 2008 р., c. 44-45.

[4]. Дубук В.І., Цюра Т.З. Автоматизація аналізу да-

них засо-бами інформаційних систем під управлінням опе-

раційних систем Linux. [Текст] // Тези доповідей Міжвузів-

ської науково-практичної конференції “Сучасні ін.формА-

ційні технології в економіці, менеджменті та освіті”, Львів, 

11 грудня 2009 р. – Львів: Львівська філія Європейського 

університету, 2009 р., c.27–29.

[5]. Дубук В.І., Цюра Т.З. Особливості функціональ-

ного аналізу даних під управлінням операційних систем Li-

nux. [Текст] // Сучасні інформаційні технології в економіці, 

менеджменті та освіті (СІТЕМ'2010): Матеріали всеукраїн-

ської науково-практичної конференції, Львів, 12 листопада

2010 р. – Львів: Львівська філія Європейського універ-сите-

ту, 2010. – С. 67–69.

[6]. Дубук В.І. Особливості автоматизації аналізу да-

них засобами прикладного програмного забезпечення.

[Текст] // Сучасні інформаційні технології в економіці, ме-

неджменті та освіті (СІТЕМ): Матеріали II Всеукраїнської 

науково-практичної конференції, Львів, 18 листопада 2011 

р. – Львів: Львівська філія Європейського університету, 

2011. – С. 131 –133.

[7]. Дубук В.І., Коцун В.І. Особливості прикладного 

застосування інформаційної технології інтелектуального 

аналізу даних. [Текст] // Сучасні інформаційні технології в 

економіці, менеджменті та освіті (СІТЕМ-2012): Матеріали 

III Всеукр. наук.-пр. конф., Львів, 21 листопада 2012 р. –

Львів: Львівська філія Європейського університету, 2012. –

С.214–215.

[8]. Дубук В.І. Особливості математичного моделю-

вання процесів інтелектуальними засобами програмних сис-

тем // Інформаційні технології в економіці, менеджменті і 

бізнесі. Проблеми науки, практики і освіти: Матеріали XIХ 

Міжн. наук.-прак. конф., Київ, 29 листопада 2013 р. [Елек-

тронний ресурс] / Європейський університет, факультет ін.-

формаційних систем та технологій. – Режим доступу: 

www.URL: http://conference.e-u.in.ua/conference.php –

26.10.2013 р.

[9]. Дубук В.І. Математичне моделювання процесів 

засобами програмних систем з елементами штучного інте-

лекту. [Текст] // Технічні вісті, 2013/1(37), 2(38), c. 48 – 49.

[10]. Дубук В.І. Особливості побудови математичних 

моделей процесів з використанням програмних систем з 

елементами штучного інтелекту. [Текст] // Сучасні ін.фор-

маційні технології в економіці, менеджменті та освіті 

(СІТЕМ-2014): Матеріали IV Всеукраїнської науково-прак-

тичної конференції, Львів, 20 березня 2014 р. – Львів: Львів-

ська філія Європейського університету, 2014. – С. 90 – 94.

[11]. Лыков А.В. Теория теплопроводности. [Текст].

– М.: Высш. школа, 1967.

[12]. Марчук Г.И. Методы вычислительной матема-

тики. [Текст]. – М.: Наука, 1989.

[13]. Самарский А.А., Николаев Е.С. Методы реше-

ния сеточных уравнений. [Текст]. – М.: Наука, 1978.

[14]. Чабан В.И. Методы анализа электромехани-

ческих систем. [Текст]. – Львов: Вища школа, 1985.

[15]. Чабан В.И. Расчет переходных процессов в 

электрическом контуре с учетом скин-эффекта и нагрева 

проводника. [Текст]. – Изв. ВУЗов МВССО СССР – Энер–

гетика, 1978, №9, с. 41-45.

[16]. Чабан В.Й. Методи нелінійної електротехніки.

[Текст]. – Львів: Світ, 1990.

[17]. Bokota A., Iskierka S., Parkitny R., Raniecky B. 

Transient and residual stresses in progressive induction hard-

ening of infi-nite solid cylinder. [Text] // Arch.Mech., №46, v.4, 

Warszawa, 1994, p.431–447.

[18]. Reichert von K. A numerical method to calculate 

induction heating installations. [Text] // Elektrowarme int., 

1968, Bd.26, №4, p. 113–123.

70




