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Abstract. The article is devoted to the mathe-

matical modeling of the process of heat and mass transfer 

with considering the moving border of evaporation zone 

during the drying of capillary-porous materials. The ana-

lytical solutions of the problem of non-isothermal mois-

ture transfer for unsteady drying regimes are received.

The influence of thermal diffusion, heat and physical 

characteristics of the material and the drying agent on the 

temperature of phase transformations is investigated.
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Вступ

Стаття присвячена математичному моделюван-

ні процесу тепломасоперенесення з врахуванням ру-

хомої границі зони випаровування вологи під час су-

шіння капілярно-пористих матеріалів. Отримані ана-

літичні розв’язки задачі неізотермічного волого пере-

несення для нестаціонарних режимів процесу сушін-

ня. Досліджено вплив термодифузії, теплофізичних 

характеристик матеріалу та агента сушіння на темпе-

ратуру фазових перетворень.

Актуальність досліджень

Інтенсифікація технологій сушіння колоїдних 

капілярно-пористих матеріалів зумовлює подальший 

розвиток математичного моделювання процесів теп-

ломасоперенесення, фазових перетворень і деформу-

вання, які б адекватно описували закономірності ви-

далення вологи у висушуваних матеріалах.

На шляху розроблення математичних моделей 

тепломасоперенесення вологих капілярно-пористих 

матеріалів у процесі сушіння виникають значні труд-

нощі, пов’язані з складною багатофазною структурою 

матеріалів, високою можливістю їх фізико-механіч-

них властивостей, та значною кількістю різних видів 

перенесення тепла і маси, зокрема дифузії, теплопро-

відності, конвекції. Також мають місце більш склад-

ніші фільтраційні процеси, зумовлені виникненням 

залишкових тисків, значним фільтраційним опором 

при підведенні тепла. Спостерігається також термо-

дифузія, теплове ковзання та інші процеси. Теоретич-

ні дослідження таких процесів суттєво ускладнюють-

ся неправильною геометричною конфігурацією реа-

льної капілярно-пористої структури і змінним попе-

речним перетином.

Тому стаття присвячена математичному моде-

люванню процесу сушіння вологих капілярно-

пористих матеріалів з врахуванням руху границі фа-

зових перетворень, які зумовлюють утворення при-

наймні двох зон з різними теплофізичними характе-

ристиками. 

Аналіз досліджень

Дослідження механізму поглиблення зони ви-

паровування висушуваного матеріалу вперше дослі-

джено Т. Шервудом [1, 2]. Подальші теоретичні та 

експериментальні підтвердження поглиблення повер-

хні випаровування наведені у працях [1, 3-5]. Існують 

декілька підходів у моделюванні процесів тепломасо-

перенесення у матеріалах під час сушіння з врахуван-

ням руху поглиблення зони випаровування. Зокрема,

критерій фазового переходу, що змінюється за коор-

динатою тіла, враховується у граничних умовах.

При іншому підході моделювання процесу ви-

далення вологи розглядається у рамках задачі Стефа-

на [6, 7]. З математичної точки зору крайові задачі 

тепломасоперенесення або узагальнені крайові задачі 

принципово відрізняються від класичних задач. Зале-

жність характеристичного розміру області випарову-

вання від часу ускладнює застосування класичних 

методів розділення змінних або інтегральних пере-

творень. Аналітичні дослідження здійснювалися для 

обмежених випадків наперед відомого закону руху 

границі, наприклад, лінійного або параболічного. Для 

цього використовувалися методи теплових потенціа-

лів [8, 9], контурного інтегрування [10], степеневих 

рядів [8, 11], «миттєвих» власних функцій Грінберга 

[12]. Отримання аналітичних розв’язків крайової за-

дачі узагальненого типу в області з рухомою грани-

цею фазового переходу за довільним законом зводи-

лося до інтегро-дифференціальних рівнянь, зокрема 

інтегральних рівнянь Вольтера ІІ-го роду зі складни-

ми ядрами. Тому встановлювалися лише якісні ре-

зультати поведінки таких систем. 

У цьому аспекті важливими є роботи [6, 13]. 

Отримані функціональні перетворення дозволяли за-

стосовувати класичні методи розділення змінних  з 

врахуванням різних змін руху границі для відповід-

них граничних умов в класичних системах координат. 

Досить ефективним методом розв’язання задач нагрі-

вання та кінетики сушіння вологих матеріалів є метод 

диференційних рядів [8]. Він дозволяє отримати чис-

лово-аналітичні розв’язки крайової задачі тепломасо-

перенесення для граничних умов третього роду.

Використання числових методів для багатови-

мірних задач тепломасоперенесення з фазовим пере-

ходом пов’язано з алгоритмічними труднощами та 

значними обчислювальними затратами. Для знахо-

дження наближеного розв’язку широкого застосуван-

ня набули методи «наскрізного» розрахунку [7] з ви-

користання узагальненого формування класичної за-

дачі Стефана, у якій невідомим виступає не темпера-

тура, а ентальпія. Для чисельної реалізації деяких ма-

тематичних моделей використовуються різницеві 

схеми [14, 15].

Тому дана робота присвячена побудові матема-

тичної моделі неізотермічного волого перенесення і 

дослідженню впливу термодифузії на масоперенесен-

ня при сушінні капілярно-пористих матеріалів з вра-

хуванням руху зони випаровування для нестаціонар-
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ного режиму сушіння, заданого у вигляді полінома 

експоненціальних функцій. Крайова задача теплопро-

відності у випадку лінійної триетапної зміни агента 

сушіння досліджувалося у працях [16, 17].

Математична модель тепломасоперенесення з вра-

хуванням границь фазового переходу

Розглянемо задачу тепломасоперенесення капі-

лярно-пористої пластини товщиною L2

( LzL ≤≤− , z – координата) при дії на її границю 

конвективного нестаціонарного потоку тепла. Плас-

тина віднесена до декартової системи координат. У 

процесі сушіння пластина контактує з газовим сере-

довищем, яке є сумішшю сухого повітря та пари, а

тепло, яке підводиться агентом сушіння, витрачається 

на випаровування рідини, нагрівання матеріалу і по-

долання енергії зв’язку вологи з матеріалом.

Математична модель процесу тепломасопере-

несення у пластині під час сушіння з врахуванням 

зміни у часі границі фазового переходу 

m

L  будується 

наступним чином.

Рівняння енергії має вигляд:                    

( )[ ] F

z

T

zt

T

ccc

cssaavv

+

















∂

∂

∂

∂

=

∂

∂

Π−++Π λρρρ 1)(

,

LzL

m

≤≤ , LL

m

≤≤0 ,         (1)

де 

c

λ – коефіцієнт теплопровідності, 

sav

ccc ,,  – пи-

томі теплоємності пари, повітря, деревного скелету, 

sav

ρρρ ,, - густини цих же компонентів вологої 

пластини, 

F

– внутрішнє джерело; 

Π

– пористість 

матеріалу. 

Якщо водяна пара в зовнішньому середовищі 

не є насиченою, то відбувається процес випаровуван-

ня з парового простору пластини від її поверхні в 

глибину тіла. Приймемо, що пори матеріалу мають 

однаковий розмір і знехтуємо механізмом плівкового 

масоперенесення. Вважаємо, що теплові умови на 

поверхнях пластини однакові і процес сушіння симет-

ричний відносно серединної поверхні. В зв’язку з від-

сутністю дисперсії розмірів пор за радіусами процес 

сушіння йде однаково по всьому перерізу тіла. В про-

цесі сушіння у пластині виникає зона осушених пор та 

пор, насичених рідиною. Межа контакту 

m

L  цих зон 

поширюється в глибину пористої пластини. 

Зазначимо, що сушіння не буває повним. В гід-

рофільних порах залишається волога у вигляді при-

стінкового шару (зв’язана волога). Механізм плівко-

вого перенесення рідини, зумовленого градієнтом 

розклинювального тиску та явищем термоосмосу, не 

враховуємо. Вважаємо, що ці процеси мають набагато 

менший вплив, ніж процеси фазового переходу. В 

зоні сушіння у порах пластини присутні повітря та 

пара води. Надалі будемо вважати, що поперечний 

розмір пор суттєво більший за середню довжину віль-

ного пробігу наявних молекул. Це дозволяє записати 

вирази для потоків повітря 

a

j

�

 та пари 

v

j

�

 двокомпо-

нентної суміші в зоні 

сушіння виразами [18]:
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, де D

′

– ефектив-

ний коефіцієнт бінарної дифузії в порах. 

Потік повітря всередину пластини кількісно 

значно менший за потік пари назовні, зумовленої фа-

зовим переходом “вода-пара”. У зв’язку з цим надалі 

будемо нехтувати потоком повітря 

a

j

�

, покладаючи 

0=

a

j

�

. У подальшому, вважатимемо локальну зміну 

густини пари 

v

ρ  сталою, тобто покладемо 

0/ =∂∂ t

v

ρ . Згідно [18], отримаємо рівняння балан-

су маси пари 0/ =∇

v

j

�

�

.

Вплив пористої структури деревної пластини 

враховується введенням в рівняння Стефана-

Максвелла ефективних коефіцієнтів бінарної взаємо-

дії. Система рівнянь Стефана-Максвелла доповнюєть-

ся рівнянням фільтрації Дарсі з ефективними характе-

ристиками в’язкості 

g

µ та проникливості 
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та рівнянням стану ідеального газу 
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де 

g

P – тиск газу в порах, 

a

M , 

v

M – молярна маса 

повітря і пари,

R

– газова стала.

Тоді запишемо рівняння Стефана - Максвелла 

відносно функцій 

va

ρρ , таким чином:

0=∇

′

+

















+∇

a

v

v

a

a

g

g

a

DRT

MM

K

ρ

ρρ

µ

ρ

��

;

0=

















∇

′

+

















+∇⋅∇

v

v

v

a

a

g

g

v

DRT

MM

K

ρ

ρρ

µ

ρ

���

, (4)

де 

g

K – коефіцієнт проникливості, залежний від ра-

діуса та форми пор, 

g

µ – коефіцієнт динамічної 

в’язкості газу.

Записана нелінійна система диференціальних 

рівнянь (4) чинна в області сушіння, яка обмежена 

граничною поверхнею та поверхнею, що визначається 

координатою 

m

L . 

Для подальших досліджень приймемо [2], що 

на рухомій поверхні 

m

Lz = густина пари рівна гус-

тині насиченої пари, тобто

vnv

ρρ =  на поверхні 

m

Lz = , (5)

Умови на поверхнях Lz =  газової зони запи-

шемо так: 
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де ( )

0

~

vv

j ρρβ −= ; β

~

– коефіцієнт масообміну. 

Оскільки задача масоперенесення в подальшому 

розв’язується в квазістаціонарній постановці (для ат-

мосферного тиску середовища сушіння),  а 

m

T - неві-

дома температура фазового переходу є залежною від 

тиску насичення, то вважатимемо )(

nm

PfT = , де 

n

P – тиск насиченої пари.

Рівняння балансу енергії на рухомій межі фазо-

вих переходів 

m

Lz =  запишемо у вигляді: 
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Лінеаризоване рівняння стану на рухомій межі 

m

Lz =  фазових переходів: ,
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VT , – критична тем-

пература та тиск. Зокрема, в роботі [18] 
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⋅+= . В інших випадках коефіцієн-

ти 
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T α,  визначаються з температурних режимів 

сушіння конкретного матеріалу. Граничні умови на 

границі 

Lz =

  виражають теплообмін між поверх-

нями пластини і  агентом сушіння за законом  Ньюто-

на    
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де 
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– коефіцієнт теплообміну; ( )tT

a

– змінна в часі 

температура агента сушіння. Функція ( )tT
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 може 

бути представлена у вигляді полінома від експоненці-

альних функцій
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Тут для зручності перепозначено: 
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– ефективний коефіцієнт дифузії; 

ijavva

DDD == – ефективний бінарний коефіцієнт 

дифузії в макропорах; другий доданок в виразі 

∞
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 враховує ефект течіння Кнудсена пари в 

мікропорах. Параметри 

i

α , 

i

b ),1( Ni =  визнача-

ються шляхом апроксимації конкретного температур-

ного режиму агента сушіння. 

В початковий момент температура пластини 

задовольняє умові 

( ) ( )zftT == 0 ,                       (10) 

де )(zf – функції температури для періодів сталої та 

падаючої швидкостей сушіння.

Швидкість руху межі розділу фазового перехо-

ду визначається з умов балансу маси
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де 

L

ρ – густина води, LLz
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/= .

Рівняння (1)-(11) складають математичну мо-

дель, яка описує конвективний процес сушіння капі-

лярно-пористого тіла (пластини) з врахування рухо-

мої границі фазових переходів. Зазначимо неліній-

ність рівнянь у сформульованій математичній моделі.

Аналітико-числові розв’язки задачі теплопровідності 

для нестаціонарного режиму агента сушіння, що змі-

нюється за експоненціальним законом (9), наведені у 

[19]. Отримані аналітичні вирази для знаходження 

функції температури ),( tzT  залежно від координати 

фазового переходу. Також досліджено процес масо-

перенесення у випадку симетричного конвективного 

сушіння для зміни температури середовища за фор-

мулою (9).

Моделювання впливу термодифузії на масоперене-

сення вологи при сушінні пластини

Розглянемо задачу масоперенесення в процесі 

конвективного сушіння для більш жорстких темпера-

турних режимів. Математична модель дослідження 

масоперенесення в осушеній зоні пластини при вра-

хуванні дифузійного, ефузійного, конвективного та 

теплового потоків описується системою диференцій-

них рівнянь:
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δ
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(12)
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=

∂

∂

+

∂

∂

z

D

z

PK

a

g

a

ρ

µ

ρ

, (13) 

де 

ε

– коефіцієнт молекулярного течіння пари. Тут 

вважаємо, що густина повітря зв’язана з температу-

рою безпосередньо через густину пари.

На поверхнях капілярно-пористої пластини 

мають місце умови конвективного масообміну. В 

зв’язку з симетрією задачі приведемо їх для  половини 

області. Умови на поверхнях Ly =  та 

m

Ly =  газо-

вої зони запишемо так:  
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∂
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Lzj
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∂

+

∂

∂

⋅ ρρδ

ρ

 (14)

nv

ρρ = , ( )

0

ρρβ −=

v

j , 

m

Lz = , (15) 

де β – коефіцієнт масообміну, 

n

ρ – густина  наси-

ченої пари для даної температури, 

0

ρ – густина пари 

в середовищі поза пластиною [12], 

ao

ρ – густина по-

вітря на зовнішніх поверхнях пластини.

Позначимо

)/064,1(

1 vs

MRTDD ε+=

для 

заданої зміни температури агента сушіння, де 

τ

τ

τ

dzTdT

s

∫∫

Π

Π

=

1

00

1

– деяка середня температура  та  

лінеаризуємо систему рівнянь (12), (13). 

Проінтегрувавши рівняння (12) та (13), отрима-

ємо:

0

1

=++

zd

d

a

zd

d

b

zd

d

a

a

va

ρ

ρ

ρρ

,  (16)
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b

zd

d

a

δ

ρρρ

η

νν

( )

0'

01

=−+

νν

ρρβ a . (17)

Граничні умови мають вигляд:

на поверхні 1=z

( )

01

vvn

j ρρρβ −

′

= , 

1

TT = , 1

0

=

a

ρ , (18)

на поверхні  

m

zz =

1=

v

ρ , 

m

TT = (19)

Тут 

1

T

 температура, отримана в результаті 

розв’язання задачі про конвективний теплообмін пла-

стини з нестаціонарним агентом сушіння. Вираз 

zddT /δ

′

 визначатиме вплив градієнта температури 

за товщиною пластини на масоперенесення вологи в 

тілі, 

10

/' DL ββ = , 

n

ρδδ /=

′

– відносний коефі-

цієнт термодифузії.

Інтегруючи рівняння (16) по z  , отримуємо 

1

ln Cab

ava

=++ ρρρ , (20)

де 

1

1

1

v

bC ρ+= – стала інтегрування. Провівши 

лінеаризацію з врахуванням того, що потоком повітря 

в порах можна знехтувати (безрозмірна густина пові-

тря в порах мало відрізняється від одиниці), отримує-

мо рівняння

zd

d

a

b

zd

d

va

ρρ

+

−=

1

. (21) 

Тоді рівняння (17) моделі з врахуванням (21) запи-

шеться так
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dT
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d
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d
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δρρβ
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ρ

. (22) 

Його загальний інтеграл має вигляд:
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+

z

a

b

vvv

v

01

2

'

21

ρρβρ

ρ

2
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′

+δ , (23) 

де 

( )

( )

mmvv

Tz

a

b

C δρρβ

′

+−++

+

=

01

2

'1

2

1

1

–

стала інтегрування, яка визначена з рівняння (21). 

Безрозмірна густина пари і тиску в довільній 

точці пластини визначаються співвідношеннями:

+−= A

v

ρ

( )( ) ( )

mmvv

TTAzzAA −

′

−−−−+ δρρ 22
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( ) ( ) +−== AzRT

M
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−−−−+ ],22
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TzzTAzzAA δρρ
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MzzRT /,ρ⋅

.  (24)

Тоді на поверхні 1=z  має місце рівняння:

( )
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011
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1
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vvv
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ρρβρ

ρ

( ) ( ) .01
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=−

′

+−⋅

mm

TTz δ (25) 

Розв’язок (25) визначає величину безрозмірної густи-

ни пари. Тут

1

T – значення температури для 1=z , 

визначене в результаті розв’язання задачі теплопере-

несення. Позначимо  

mm

zz −= 1

*

, де

m

z – зміна 

відносної вологості в процесі сушіння. Фізично при-

йнятна вітка розв’язку має вигляд:

( )++−=

mv

zAA

1

1

ρ

( )

mmm

TTAzAzAA −

′

−+++

1

2

2

132

2 δ ,  (26) 

З рівняння стану знаходимо тиск на поверхні 

( 1=z )
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2

1

*

32 mmm

TTAzAzAA −

′

−+++ δ  (27)

Маючи значення густини пари, величину пото-

ку j  представимо в вигляді

( )++−=

*

11
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m

zAaHj

( )}2

1

2

*

1

*

32 mmm

TTAzAzAA −

′

−+++ δ ,  (28) 

де 

01

η+= Aa ,

n

H βρ= .

Втрачена під час сушіння маса рідини 

( )

*

1

mLmLL

zLSzLSm ρρ Π=−Π=∆ ,      (29)

де 

S

– площа пор.

З рівнянь (11), (28), (29) отримуємо рівняння 

для визначення зміни відносної вологості в часі та 

рівняння руху межі розділу фаз рідина-газ 
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Початкова умова для 

0=τ

:  

0

*

==

mm

zz  (31)

Для отримання розв’язку задачі Коші (30), (31) 

використаємо заміну змінних 
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+=φ . (32)

Після деяких перетворень отримаємо формулу 

для визначення часу з врахуванням термоградієнтної 

залежності, для якого відносна насиченість досягає 

значення 
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Повний час сушіння 

Π

τ визначається залежні-

стю:
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. (34) 

Визначення  температури  фазового  переходу  з 

врахуванням  градієнта  температури  за товщи-

ною  пластини

Температуру пластини для нестаціонарного

конвективного сушіння (9) можна записати
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Продиференціюємо даний вираз за координа-

тою. Отримаємо:
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При 

m

zz =  маємо:
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Представимо у (37) частину градієнта темпера-

тури, залежну від коефіцієнтів розкладу функції тем-

ператури агента сушіння, коефіцієнтів теплообміну та 

інших параметрів у вигляді:
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Для повного процесу сушіння ( 0=

m

z ) отри-

маємо: 
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де 
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Враховуючи залежність між тиском пари і тем-

пературою (24), знаходимо:  
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На межі фазового переходу можна записати: 
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Враховуючи залежність (7) та лінеаризовану 

залежність між тиском насичення та температурою 

фазового переходу 

nmkmkm

PTT α+=

, з (40) отрима-

ємо:  
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Враховуючи (7), (41) отримаємо:  
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Після деяких перетворень можна записати:  
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Введемо позначення  
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Тоді рівняння (43) запишемо так: 
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Отримане рівняння (44) дозволяє визначати те-

мпературу фазового переходу. Зокрема для м’яких 

режимів процесу сушіння деревини залежність темпе-

ратури фазового переходу має вигляд 

( ) ( )[ ]{ }

/1̀1

2011

AHzHATKrT

TmTvvmkgkm

−−+−= ρρ

      (45) 

[ ] ( ) ( )[ ][ ]( ).1̀1/

0112 mkmTvvgkgkmkgcT

zHAKrKrAH αρραµλ −+−++−

З даної формули випливає, що температура фазового 

переходу є нелінійною функцією від коефіцієнтів те-

плообміну та масообміну матеріалу, коефіцієнта про-

никності, динамічної в’язкості газової суміші, тепло-

провідності, відносної насиченості та функції керу-

вання температурою агента сушіння, питомої теплоти 

пароутворення, місце знаходження координати фазо-

вого переходу. 

Результати досліджень 

Для виконання чисельного аналізу даної задачі 

використано наступні дані: деревна пластина пів тов-

щиною L=0,016 м, три види породи деревини (сосна, 

бук та дуб), початкове значення вологовмісту U

0

=0,37 

кг/кг, температура середовища Tc=1000С та відносна 

вологість %50=ϕ . Теплофізичні і механічні харак-

теристики приймались у відповідності до породи де-

ревини [3]. 

На рисунку 1-2 наведені результати числового 

аналізу відносного значення температури, середнього 

вологовмісту критерію Косовича та координати пове-

рхні випаровування від узагальненого часу (критерію 

Фур’є) для досліджуваних порід деревини. 
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Рис.1. Залежність температури на поверхні та в центрі пластини для 

сосни. 

 

Рис.2. Залежність функції координати поверхні випаровування для 

різних порід деревини. 

Висновки 

 У роботі наведена одновимірна математична 

модель неізотермічного волого перенесення під час 

сушіння капілярно-пористих матеріалів з врахуван-

ням рухомих границь зони випаровування вологи. 

Отримані аналітичні залежності для дослідження тем-

пературно-вологісних полів у висушуваній деревині у 

довільний момент часу сушіння залежно від коорди-

нати фазового переходу. Досліджено вплив термоди-

фузії, теплофізичних характеристик матеріалу, режи-

мних параметрів агента сушіння на температуру фа-

зових переходів. 

Запропонований підхід та встановлені законо-

мірності впливу термодифузії на поглиблення зони 

випаровування вологи у висушуваних матеріалах мо-

жуть бути використані для розроблення раціональних 

технологій сушіння капілярно-пористих матеріалів із 

забезпеченням необхідних показників якості. 
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