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В с т у п . Ко нц ент р ац і я но с і ї в  з ар яд і в  n , ел ек т р о -
п р о в і д ні с т ь  к р и с т ал і в  σ , к о еф і ц і єнт  еф ек т а Х о л л а R , 
к о еф і ц і єнт   еф ек т а З ееб ек а α , к о еф і ц і єнт  еф ек т а Н ер -
нс т а–Е т т і нг с г ауз ена N , д р ей ф о в а р ух л и в і с т ь DU  но –
с і ї в  з ар яд і в  в  к р и с т ал і , т а х о л л і в с ь к а р ух л и в і с т ь  HU   – 
ц е д уж е в аж л и в і  в л ас т и в о с т і  нап і в п р о в і д ни к о в и х  к р и -
с т ал і в , б о  п р ак т и ч но  ч ас т о  ц і  в л ас т в о с т і  б ез п о с ер ед -
нь о  в и з нач аю т ь  п р ак т и ч не з нач ення нап і в п р о в і д ни -
к о в о г о  к р и с т ал а у в и р о б ни ц т в і  ни з к и  п р и л ад і в  т в ер -
д о т і л о ї  ел ек т р о ні к и . К р і м  т о г о , ц і  в л ас т и в о с т і  ч ас т о  
в и к о р и с т о в ую т ь с я в  анал і з ах  ек с п ер и м ент ал ь ни х  д а-
ни х  р і з ни х  к і нет и ч ни х  в л ас т и в о с т ей  к р и с т ал і в  з  м е-
т о ю  в и яс нення ї х  п р и р о д и .Це д уж е в аж л и в а з ад ач а, б о  
в о на п о в ’ яз ана з  п р о б л ем о ю  п р о г но з ув ання нап і в –
п р о в і д ни к о в и х  к р и с т ал і в  і з  з ад ани м и  в л ас т и в о с т ям и  в  
п р о ц ес ах  ї х  т ех но л о г і ч но г о  с и нт ез у. 
 Е л е м е н т и  т е орі ї . У к і нет и ч ні й  т ео р і ї  к р и с т ал і в  
[ 1 -5 ] , як а ґр унт уєт ь с я на м ет о д ах  с т ат и с т и ч ни х  анс ам -
б л і в  і з  з м і нно ю  к і л ь к і с т ю  ч ас т и но к  і  к о р и с т ую ч и с ь  
в ел и к и м  к ано ні ч ни м  р о з п о д і л о м  Г і б б с а д л я нер і в но -
в аж ни х  анс ам б л і в , п о к аз ано , щ о  д л я і з о т р о п ни х  к р и -
с т ал і в , в  ум о в ах  с л аб к о г о  м аґнет но г о  п о л я, аб о   й о г о  
в і д с ут но с т і , ї х  к і нет и ч ні  в л ас т и в о с т і  , , , ,H DR U Uσ α  
т а к о нц ент р ац і я но с і ї в  з ар яд і в  n  у к р и с т ал ах  о п и с ую -
т ь с я т ак и м и  з аг ал ь ни м и  ф о р м ул ам и :  
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У ц и х  ф о р м ул ах  k – п о с т і й на Б о л ь ц м ана, e – 

аб с о л ю т на в ел и ч и на з ар яд а ел ек т р о на, ( 1)z = ± - з нак  
з ар яд а, к р і м  т о г о  д л я з р уч но с т і  з ап и с і в  к і не–т и ч –ни х   
(і нт ег р ал і в ) ф унк ц і о нал і в  ( , , , )J i j T•µ в и к р и с т ане  т а–
к е п о з нач ення:  

 0

0

( , , , ) ( ) ( )
i

j fJ i j T u G dk T
∞

• ∂ε   µ = ε ε − ε   ∂ε   ∫                   (8) 

У ц ь о м у ф унк ц і о нал і  )(εu – р о з м і р на ф унк ц і я 
р о з с і ю в ання з  р о з м і р ні с т ю  р ух л и в о с т і . В о на о п и с ує 
в п л и в  п р о ц ес і в  р о з с і ю в ання но с і ї в  з ар яд і в  в  к р и с т ал і  
на д еф ек т ах  к р и с т ал і ч но ї  г р ат к и  на й о г о  к і нет и ч ні  
в л ас т и в о с т і . Ф унк ц і я ( )G ε , як а т еж  є с к л ад о в о ю  ф ун-
к ц і о нал а, о п и с ує з аг ал ь ну к і л ь к і с т ь  енер г ет и ч ни х  р і в -
ні в  в  д о з в о л ені й   з о ні  енер г і ї  в  і нт ер в ал і  ε÷0 , в о на 
о п и с уєт ь с я т ак о ю  з аг ал ь но ю  ф о р м ул о ю :  

3
0 ( )

2( ) ( )p p

dSG dh p
ε

ε

  ε = ε ∇ ε ∫ ∫
�

��                  (9) 

В  ц і й  ф о р м ул і  h – п о с т і й на П л анк а, а п о в ер х нев и й  
і нт ег р ал  б ер ет ь с я п о  енер г ет и ч ні й  п о в ер х ні , як а з ад а-
єт ь с я з ак о но м  д и с п ер с і ї  ( )p pε = ε�

�  но с і ї в  з ар яд і в . Ф ун-
к ц і о нал  т ак о ж  з ал еж и т ь  і  в і д  в і д о м о ї  ф унк ц і ї  Ф ер м і - 
Д і р ак а 0 0 ( / )f f kT •= ε −µ , як а м ає з ал еж ні с т ь  в і д  п р и -
в ед ено г о  х і м і ч но г о  п о т енц і ал а •µ  т а т ем п ер а-т ур и  
к р и с т ал а. 
 А нал і з  з аг ал ь ни х  ф о р м ул  в л ас т и в о с т ей  к р и с т ал а  
(1 )- (7) п о к аз ує, щ о  в с і  в о ни  о п и с ую т ь с я ф унк ц і о -
нал о м  (8) з  р і з ни м и  п о к аз ни к ам и  i т а j . З аг ал ь ни й  
м ат ем ат и ч ни й  анал і з  ц ь о г о  ф унк ц і о нал а [ 6]  п о к аз ав , 
щ о  в і н в і д п о в і д ає т ак о м у в і д но ш енню :  

2
(0,0, , ) (0, 2, , )( , ) 1(0,1 , , )R

J T J Tf T J T
• •

•

•

µ µµ = ≥µ  

Це в і д но ш ення в х о д и т ь  в  с к л ад  ф о р м ул и  к о еф і ц і єнт а 
Х о л л а  (2)  і  наз и в аєт ь с я ф ак т о р о м  р о с і ю в ання Х о л л а. 
Цей  ф ак т о р  д о р і в ню є о д и ни ц і , к о л и  )(εu  не з ал е–
ж и т ь  в і д  енер г і ї  ε , аб о  к о л и  но с і ї  з ар яд у с и л ь но  в и –
р о д ж ені , т о б т о  к о л и  4•µ > + . 
 Ф ак т о р  р о з с і яння ( , )Rf T•µ м ає т ак о ж  і  ф і з и ч -
ни й  з м і с т .Д і й с но  м аєм о  
         У ц і й  ф о р м ул і  к ут о в и м и  д уж к ам и  п о з нач енні  
с ер ед нє с т ат и с т и ч не з нач ення д р ей ф о в о ї  р ух л и в о с т і  
но с і ї в  з ар яд і в  

(0,1, , ); , ( , )(0,0, , ) D
J Tu T U T
J T

•
• •

•

µµ = = µ
µ

 

т а  с ер ед нє с т ат и с т и ч не з нач ення к в ад р ат а р ух л и в о с т і   
2 ; ,u T•µ . О т ж е, з г і д но  і з  п р ав и л ам и  ал г еб р и  с т ат и с -
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тичних розрахунків, відношення 

2

2

; , / ; , 1u T u T

• •

µ µ ≥

завжди більше, або дорівнює одиниці. 

Формулу (2) для електропровідності кристала 

( )Tσ  можна записати в такому вигляді
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∞
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∂
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∫

∫

У цьому рівнянні для зручності  записів уведено 

таке позначеня:
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Для кристалів з відомим законом дисперсії підінтеґ–

ральна функція ( , )K Tε  відома, її в математиці нази-

вають ядром інтегрального інтегрального рівняння,(в 

даному випадку інтегрального рівнняння електропро-

віднсті ІРЕ), а функція розсіяння ( , )u Tε – невідома.

У рівнянні ІРЕ функція ( )Tσ – це відома екс-

периментально визначена функція температури. Тому 

для визначення невідомої функції ( , )u Tε необхідно 

використати інтегральне рівняння електропро-відно-

сті (ІРЕ), яке в математичних аналізах називають інте-

ґральним рівнянням Фредгольма першого роду (ІРФ).

Функціональний аналіз інтегральних  рівнянь 

типу ІРФ  показує, що їх  розв’язок є дуже    нестій-

ким відносно збурень функції ( )Tσ . Тому такі рів-

няння  відносяться до класу  некоректно поставлених 

задач.  В зв’язку  з цим, таке рівняння не має аналі-

тичного розв’язку і створює великі трудності  в прак-

тичних використаннях, в яких необхідно використо-

вувати різні громіздкі числові  методи для для його 

наближеного розв’язку [7].

До питання про визначення механізмів роз–

сіяння носіїв струму в кристалах. У реальних кри–

сталах завжди існують дефекти кристалічної ґратки. В 

кристалах одночасно можуть існувати дефекти різної 

природи з певними концентраціями. На таких дефек-

тах носії струму розсіюються.

Процеси такого розсіяння характеризуються 

функціями розсіювання ( , )u Tε , які описують вплив 

цього розсіювання на кінетичні властивості кристалів.

Експериментальні дослідження кінетичних вла-

стивостей кристалів (1)–(8) завжди ведуться для одер-

жання експериментальних залежностей  множин цих 

величин від значень температури кристала 

T →

1 2

, ,... ... ...

i n

T T T T , а також з метою прогнозування крис–

талів кристалів із заданими властивостями.

Сучасна твердотільна електроніка, як правило, 

використовує кристали з певними властивостями, 

природа яких детально вияснена в дослідницьких 

лабораторіях за допомогою сучасних теорій про 

будову кристалів.

Сучасна статистична теорія теплових і 

кінетичних властивостей кристалів показує, що для 

вияснення природи кінетичних властивостей крис-

талів необхідно знати функцію розсіювання ( , )u Tε , 

тобто механізми розсіювання носіїв струму в крис–

талах, їх відносну ефективну масу 

m

•

та приве-дений 

хімічний потенціал 

kT

•

µ

µ =  і закон дисперсії 

( )

p

pε = ε

�

�

.

Законом дисперсії називають парну і пері–

одичну функцію ( )pε

�

 вектора p

�

, яка описує зале-

жність енергії носія струму в кристалі від вектора p

�

 . 

Вектор p

�

 називають квазіімпульсом носія струму.

Квантова механіка дає можливість розрахо–ву–

вати закони дисперсії для кристалів довільної крис–

талоґрафічної симетрії. Для ізотропних кристалів– це 

закон дисперсії Кейна 

2 2 2

; 2 ;

2

G G

p

p mm

E Emm

•

•

 

ε ε

= ε + = ε +

 

 

У цій формулі −m маса вільного електрона,

m

•

−

відносна маса електрона,

G

E – ширина заборо-

неної зони кристала.

В широкозонних кристалах часто реалізується 

умова 

2

/ 0

G

Eε → , тому в таких кристалах має місце 

параболічний закон дисперсії

2

/ 2p mm

•

ε = .  Цей 

закон дисперсії реалізується у великій кількості  кри–

сталів, які прагматично використовуються в твердо-

тілій електроніці. 

Для функції розсіювання ( , )u Tε не існує такої 

унікальної формули, як для закону дисперсії, бо вона

залежить від методів синтезування кристалів. Тому її 

необхідно експериментально визначати для кожного 

нового окремо синтезованого зразка кристала.

Після того, як функція розсіювання ( , )u Tε  ви–

яснена, тобто з’ясовані механізми розсіювання носіїв

зарядів на дефектах кристалічної гратки, за формулою 

(3) можна розрахувати їх приведений хімічний по–

тенціал / kT

•

µ = µ . Методи розрахунку множин за–

лежностей ( )

i i

Tµ = µ і ( )

i

m m T

• •

= від температури 

кристала 

1 2

, ,.... ...

i

T T T описані в роботах [8–13] .

При наявності цих множин всі кінетичні вла–

стивості кристала (1)–(8) можна розрахувати, а ре–

зультати розрахунків можна зіставити з експери–

ментальними даними. При добрій збіжності експе–

риментльних даних з теоретичними можна говорити, 

що механізми розсіювання носіїв зарядів в кристалі 

з’ясовані і природа відповідних кінетичних власти–

востей кристала вияснена.

Цей короткий вступ показує важливу роль фун–

кції розсіяння ( , )u Tε в аналізах експериментальних 

досліджень кінетичних властивостей кристалів, які 

повністю описуються кінетичним функціоналом (8) з 

різними показниками 

l

 та .j

Висновки. Тому в дослідницьких лабораторіях для 

визначення механізмів розсіювання носіїв струму в 
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кристалах часто використовують множини темпе–ра–

турної залежності холлівської рухливості 

(0,2, , )

( , ) ( , ) ( , )

(0,1, , )

H

J T

U T T R T

J T

•

• • •

•

µ

µ = σ µ µ =

µ

.

Холлівська рухливість для закону дисперсії 

Кейна описується такою формулою:

( )

( )

(0,2, , )

( , ) ( , )

(0,1, , )

r

H

r

I T

U T U m T

I T

•

• •

•

 

µ

µ =

 

µ

 

  (9) 

 В цій формулі використані позначення 

( )

( )

( )

( 5 / 2)

( 1/ 2)

1

( , ) (0, ) (1, ) (2, )

r

A O I

r
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U m T U r U r U r
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m T

•

−

• −

 

= δ + δ + δ ×

 

 

×
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( )

(2 1/ 2)

2

0

4

0
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1 2 ( )

r

x T x

f

I T dx

x

T x

+

∞

•

+β

∂
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∂

 + β

∫

.

( )

( )

( 1)

2

0

2

0

( )

(0,1, , )

1 2 ( )

r

x T x

f

I T dx

x

T x

+

∞

•

+β

∂

 

µ = −

 

∂

 + β

∫

.

Зіставимо тепер експериментальні значення холлівсь–

кої рухливості ( )

He

U T  з її теоретичними ( , )

H

U T

•

µ = , 

( )

Hr

U T= і тоді матимемо таке рівняння:                                

( )

( )

(0, 2, , )

( ) ( , ) ( )

(0,1, , )

r

He Hr

r

I T

U T U m T U T

I T

•

•

•

 

µ

= × =

 

µ

 

(10)

У цьому рівнянні індекс ( )r означає, що ( )

Hr

U T

залежить  від механізму розсіювання, який характери-

зується показником розсіювання r .

Квантово-механічний аналіз процесів розсіяння 

носіїв струму на дефектах кристалічної гратки показє,  

що для кристалів актуальні  механізми розсіювання 

характеризуються показниками рзсіювання 

0r =

(для 

розсіювання носіїв струму на акустичних фононах 

кристалічної гратки), 1r =   (для розсіяння носіїв 

струму на оптичних фононах кристалічної гратки, 

якщо температура кристала T  вища від температтури 

Дебая 

; .Tθ > θ

), 2r =  (для розсіювання носіїв струму 

на іонізованих домішкових атомах кристалічної крис–

талічної ґратки).

Напишемо тепер рівняння  (10)   для трьох акту-

альних механізмів розсіювання носіїв струму в кри-

сталах, які характеризуються показниками розсян–

няння 0, 1, 2.r r r= = = Тоді одержуємо такі рівняння:

(0)

0

(0)

(0, 2, , )

( ) ( , ) ( )

(0,1, , )

He H

I T

U T U m T U T

I T

•

•

•

 

µ

= × =

 

µ

 

(1)

1

(1)

(0, 2, , )

( ) ( , ) ( )

(0,1, , )

He H

I T

U T U m T U T

I T

•

•

•

 

µ

= × =

 

µ

 

(2)

2

(2)

(0,2, , )

( ) ( , ) ( )

(0,1, , )

He H

I T

U T U m T U T

I T

•

•

•

 

µ

= × =

 

µ

 

У кожному із цих рівнянь хімічний потенціал 

( )T

•

µ  та відносна ефективна маса ( )m T

•

мають різні 

значеня, бо вони визначаються при умові заданого 

механізму розсіюваня, а методи їх визначення для за–

даного механізму розсіювання описані в роботі [8,9] .

За допомогою цієї системи рівняь зіставимо 

експериметальні дані ( )

He

U T з теоретичними  

2

( )

H

U T ,

1

( )

H

U T , 

2

( )

H

U T . Збіжність експериментальних даних 

і теоретичних будемо оцінювати за допомогою впи–

саного в комп’ютерний пакет MathCAD коефіцієнта

кореляції Пірсона  ( ( ), ( )) 1, 0, 1, 2.

He Hr

corr U T U T r≤ =

Цей коефіцієнт кореляції при добрій збіжності  

даних дорівнює одиниці, або, за значеннями, дуже 

близький до одиниці. При слабкій збіжності теоре–

тичних і експеримертальних даних коефіцієнт кореля-

ції досить замітно меньший від одиниці. 

Інший спосіб визначення збіжності даних мож–

на оцінити за допомогою операторів відносного від–

хилення експериментальних і теоретичних даних в 

процентах

100%

He Hr

H

He

U U

wU

U

−

∆ = ⋅

0, 1, 2r r r= = =   і опера–

торів усереднення  ( )

H

mean wU∆ .

При добрій збіжності даних оператор усеред–

нення ( )

H

mean wU∆ має мале число процентів, а при 

незадовільній збіжності це число катастрофічно збіль-

шується.

Отже, маємо, що за допомогою числових зна–

чень коефіцієнта кореляції Пірсона і оператора усе–

реднення можна з великою імовірністю визначати ме–

ханізми розсіювання носіїв струму в кристалах.   

Дійсно, якщо ми маємо експериментальну мно–

жину температурних залежностей холлівської рухли–

вості ( )

He

U T  і зіставляємо цю множину з теоре–

тичними множинами ( )

Hr

U T  для різних механіз–мів 

розсіювання з показниками r , то коефіцієнт кореляції 

Пірсона буде максимальним для r ,який характеризує 

в досліджуваному кристалі реальний механізм 

розсіювання, а оператор усереднення ( )

H

mean wU∆

для цього r буде мінімальним.

В цій роботі показано, що середнє статистичне 

значення дрейфової рухливості носіїв зарядів,

позначене у формулі кутовими дужками, дорівнює:

(0,1, , )

( , ) , ,

(0,0, , )

D

J T

U T u T

J T

•

• •

•

µ

µ = = µ =

µ

0

0

0

0

( , ) ( )

( )

f

u T G d

f

G d

∞

∞

∂

 

ε ε − ε

 

∂ε

 

=

∂

 

ε − ε

 

∂ε

 

∫

∫

Ця формула приводить до такого висновку:

0

0

0

( , ) ( )

( )

D

f

u T G d

dU

f

G d

∞

∂

 

ε ε − ε

 

∂ε

 

=

∂

 

ε − ε

 

∂ε

 

∫

,

а вже ця формула означає, що функція
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0

0

0

( )

( , )

( )

A

f

G

f

f

G d

•

∞

∂

 

ε −

 

∂ε

 

ε µ =

∂

 

ε − ε

 

∂ε

 

∫

–

є функцією розподілу імовірності густини енерге–

тичних станів в статистичній фізиці нерівноважних 

процесів, завдяки якїй була обґрунтована дана робота.
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Про функціонування лінійного нормованого простору для 

незалежних абсолютно неперервних випадкових величин

О. Гаврилів, к. ф.-м. н.

Національний університет «Львівська політехніка»

Abstract. In this paper constructed a variant rea–

ding of the linear norm space under measure of the 

random space. The corresponding come running establi–

shed. In corresponding with this result the possibility of 

worker on work with use the probable space are very 

increased. The analysis of physical picture is seriously 

become lighter.

Розглянемо ймовірностний простір ( ){ }P,, ΩΩ σ

[1] і абсолютно неперервні випадкові величини 

i

ξ  [1, 

2], себто випадкові величини 

i

ξ , для функції розпо–

ділу яких існує подання

( ) ( ) RtRxdttfxF

x

∈∈=

∫

∞−

,,

ξξ

, (1)

Щільності розподілу ( )xf

ξ

 задовольняють 

i

ξ

[1, 2] канонічним властивостям

а). 

( ) 0≥xf

ξ

 для майже всіх 

Rx∈

; б). ( )

∫

+∞

∞−

=1dttf

ξ

.

(2)

Щодо множення на 

0≥λ

 добуток ( )( )

xf

ξ

λ ⋅

задовольняє умові а). Виходимо з базової множини A

всіх ( )xf

ξ

 для абсолютно неперервних випадкових 

незалежних величин ξ .

Притримуємось ідеології [3], враховуючи го–

ловні аспекти [4].

Лема. Для кожної множини 

i

ξ , ki ,1= , існує 

множина R∈Λ  така, що ( )

∑

≥ 0xf

i

i ξ

λ , 

( )( )

∫

∑

+∞

∞−

=1dttf

i

i ξ

λ , Λ∈

i

λ .

Доведення. Виберемо 0

1

>λ . Підібрати 

i

λ , 

i = 2,k= нескладно на основі теореми Кронекера-

Капеллі.

Лему доведено. Задача має реальний зміст у 

зв’язку з появою різноманітної блокової складності 

фізичних пристроїв.

Розіб’ємо множину A  на найрізноманітніші 

підмножини, і з кожною підмножиною 

i

A  пов’я–

жемо множину R

i

∈Λ . Сукупність множин 

i

Λ  на–

звемо зовнішньою фактор-множиною підмножин 

i

A

множини A .

Таким чином запроваджуємо специфічне нор–

мування множини A  щодо класичного виконання 

операцій множення на скаляр та додавання абсолютно 

неперервних незалежних випадкових величин. При–

родньо, сума чи різниця незалежних випадкових ве–

личин є випадкова величина [1, 2]. Для формального 

19




