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Актуальність досліджень. Математичне мо-
делювання процесів тепломасоперенесення в багато-
компонентних системах із складною просторово-
часовою структурою, для яких характерні ефекти 
пам’яті, просторової нелокальності та самоорганізації, 
як правило, базуються на застосуванні математичного 
апарату інтегродиференціювання дробового порядку. 
Значне зацікавлення до апарату дробового інтегроди-
ференціювання було викликане фізичною інтерпрета-
цією, що в свою чергу знайшло широкого застосуван-
ня майже у всіх галузях науки - в механіці, фізиці, 
біофізиці, економіці, теорії інформації, соціології  
тощо. Диференціальні рівняння дробового порядку 
описують еволюцію фізичних систем із залишковою 
пам’ятю, які займають проміжне місце між марківсь-
кими системами та системами, які характеризуються 
повною пам’ятю. Зокрема, показник дробовості вка-
зує на долю станів системи, що зберігаються протя-
гом усього процесу її функціонування.  

Математичний апарат дробових похідних і 
дробових інтегралів має давню історію, та бере свій 
початок ще з часів зародження диференціального 
числення. На сьогодні сам математичний апарат дро-
бових похідних є досить розвиненим, проте його ви-
користання для створення математичних моделей 
систем із фрактальною структурою розпочато зовсім 
недавно. З кожним роком все більше зростає зацікав-
леність щодо використання дробових диференціаль-
них рівнянь для моделювання різних процесів, адже 
його застосування дає змогу глибше зрозуміти відомі 
результати та отримати новий клас рішень, які не 
змогли охопити класичні теорії цілочисельного дифе-
ренціювання. Проте, не зважаючи на такий підвище-
ний інтерес, виникає ряд нових задач, які до кінця 
залишаються нерозв’язаними, а також потребують 
коректної та фізично-осмисленої постановки гранич-
них і початкових умов. 

Аналіз сучасного стану досліджень. Як пра-
вило, для знаходження розв’язку диференціальних 
рівнянь дробового порядку використовують аналітич-
ні та чисельні методи. У працях [4] – [6] знайдено 
аналітичні розв’язки задач із граничними умовами 
першого роду, що містять похідні дробового порядку 
за часом та просторовою змінною. Зокрема, у [6] роз-

глянуті одновимірні випадки задач для нескінченної 
прямої, півобмеженої прямої та задачі без початкових 
умов. Дослідженню динаміки та автохвильових 
розв’язків бістабільних систем реакції – дифузії з 
часовими дробовими похідними присвячено праці [7], 
[8]. У [9], [10] побудовано фундаментальні розв’язки 
параболічних рівнянь з дробовою похідною за часом з 
різними граничними умовами. Роботи [11], [12] прис-
вячені застосуванню спектрального методу до 
розв’язування диференційних рівнянь дробового по-
рядку за часом з використанням многочленів Лагерра. 

Оскільки при аналітичному розв’язуванні крає-
вих задач із дробовими похідними виникають значні 
труднощі, то більш ефективними та простішими у 
застосуванні є  чисельні методи. Теорія чисельних 
методів розв’язування диференціальних рівнянь в 
частинних похідних дробового порядку носить фраг-
ментарний характер і далека від завершення. На акту-
альність розроблення чисельних методів розв’язу-
вання краєвих задач з похідними дробового порядку 
звернена увага у працях [13] – [18].  У перших двох 
побудовано різницеві схеми розв’язування одновимі-
рної та двовимірної задачі теплопровідності з похід-
ними дробового порядку за часом і просторовими 
координатами із граничними умовами першого роду. 
Слід зауважити, що досить не велика кількість робіт 
присвячена краєвим задачам дробового порядку із 
граничними умовами третього роду. У працях [15] – 
[17] застосовано явні та неявні схеми методу скінчен-
них різниць для дослідження рівнянь тепломасопере-
несення, вологоперенесення та в’язкопружного де-
формування з похідними дробового порядку за часом 
та граничними умовами третього роду. Побудовам 
локально-одномірних схем для рівняння дифузії дро-
бового порядку із граничними умовами третього роду 
присвячено працю [18].  

У цій роботі використано метод скінченних 
різниць для знаходження розв'язку диференціальних 
рівнянь у частинних похідних із дробовим порядком 
за часом та просторовими координатами та гранич-
ними умовами третього роду. 

Постановка задач. Одновимірна математична 
модель теплообмінних процесів описується диферен-
ціальним рівнянням у частинних похідних із дробо-
вим порядком за часом t  та просторовою координа-
тою x  
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де   Dxt , ,    aTD ,0,0  ,  xtu ,  - шукана фу-
нкція,    xtxtf ,,,  - задані функції, c - питома теп-

лоємність,   - густина, aAA ,, 01  - коефіцієнти 

теплопровідності та теплообміну, aUU ,0 - значен-
ня температури середовища,   - дробовий порядок 
похідної за часом,  ,  - дробові показники похідної 
за просторовими координатами. 

Двовимірна математична модель тепло-
обмінних процесів описується диференціальним 
рівнянням у частинних похідних із дробовим поряд-
ком за часом t  та просторовими координатами x  та 
y  
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де   Gyxt ,, ,      baTG ,0,0,0  ,  yxtu ,,  - 
шукана функція,  yxtg ,, ,  yx,  - задані функції,  

c - питома теплоємність,  - густина, 21 , , 

ba AAAA ,,, 00
  - коефіцієнти теплопровідності і теп-

лообміну, ba UUUU ,,, 00
 - значення температури 

середовища,   - дробовий порядок похідної за часом, 
 ,  - дробові показники похідної за просторовими 

координатами. 
Дробова похідна порядку   від функції  tf  

визначається формулою [1]: 
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де nn  10 ,  ,...2,1n ,  x  - гамма-функ-
ція. 

Чисельний метод розв’язання одновимірної 
та двовимірної задач.  

Розглянемо диференціальні рівняння у частин-
них похідних із дробовим порядком за часом та прос-
торовими координатами у випадку одновимірної (1) – 
(3 ) та двовимірної (4) – (6) задач.  

В області D  введемо сітку із кроком xh  за 
просторовою координатою x  та  за часом t  
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В області G введемо сітку із кроком xh  за  
просторовою координатою x  та yh  за просторовою 
координатою y   і   за часом t   
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Використавши формулу Рімана-Ліувілля [2]  
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різницеву апроксимацію дробової похідної   

 10   на відрізку ],[ 1kk tt можна записати 
таким чином [14]: 
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Для дробової похідної    21    має місце 
формула Грюнвальда-Летнікова [3]: 
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де nnx xxh  1 ,  x  - ціла частина x . 

Тоді різницева апроксимація в рівняннях (1), 
(4) дробової похідної    за просторовою координа-
тою x  матиме вигляд [13]: 
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Аналогічно можна записати різницеву апроксимацію 
для просторової координати y  у рівнянні (4): 
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Використавши співвідношення (8), (9) запише-
мо явну (11), (13), (14) та неявну (12) – (14) схеми для 
задачі чисельного  розв’язання  (1) – (3) : 
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Аналогічно, використовуючи вирази для 
апроксимації (8) – (10) можна записати явну (15), (17), 
(18) та неявну (16) – (18) схеми для розв’язання задачі 
(4) – (6): 
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Зауважимо, що неявна схема безумовно стійка. 
У випадку явної схеми стійкість має місце лише тоді, 
коли визначені кроки за просторовими координатами 
і за часом.  

У випадку одновимірної нестаціонарної задачі  
(1) – (3) стійкість явної схеми має місце [14], коли 
задовольняється умова  
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Для двовимірної нестаціонарної задачі (4) – (6)  
нерівність [13]  
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визначає  умову  стійкості явної схеми (15), (17), (18).  
Зауважимо, що розглянуто випадок, коли на 

стійкість систем не впливає значення коефіцієнта   
 10   . 

Система лінійних алгебраїчних рівнянь для не-
явної схеми (12) – (14) в матричній формі матиме 
вигляд: 
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Систему лінійних алгебраїчних рівнянь для не-
явної різницевої схеми (16) – (18) знайдено шляхом 
розбиття переходу з k -го часового кроку на  1k -й 
на два півкроки [13]. В результаті отримаємо дві сис-
теми лінійних алгебраїчних рівнянь:  
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Розв’язок системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь (20) знаходиться методом прогонки для 

consty  , а системи (21) для constx  . 

Висновок. Розглянуто одновимірну та двови-
мірну математичні моделі теплообмінних процесів, 
для опису яких використовувалися диференціальні 
рівняння у частинних похідних із дробовим порядком 
за часом та просторовими координатами, та граничні 
умови третього роду. 

Використовуючи вирази, що описують різни-
цеві апроксимації похідних дробового поряду, які 
ґрунтуються на формулах Рімана – Ліувілля та Грюн-
вальда – Летнікова, розроблені явні та неявні різнице-
ві схеми для побудованих одновимірної та двовимір-
ної задач. Для неявних схем виписано систему ліній-
них алгебраїчних рівнянь в матричній формі. Наведе-
ні результати можуть бути використані для подальшої 
програмної реалізації.  
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