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МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА РЕАЛИЗАЦИИ ТЯГОВОЙ СИЛЫ 
ДВИГАТЕЛЯ МАГНИТОЛЕВИТИРУЮЩЕГО ПОЕЗДА 

Цель. Реализация тяги (РТ) двигателем магнитолевитирующего поезда (МЛП) происходит в процессе 
преобразования подводимой электрической энергии в кинетическую при взаимодействии магнитных полей 
индуктора и якоря. Исходя из этого, целью настоящего исследования является получение корректного 
описания такого энергопреобразования. Методика. На современном этапе основным и наиболее универ-
сальным инструментом анализа и синтеза процессов и систем является их математическое и, в частности, 
компьютерное моделирование. В то же время, радикальные преимущества этого инструмента делают еще 
более важной прецизионность выбора конкретной методики проведения исследования. Особую актуаль-
ность это имеет по отношению к столь большим и сложным системам, какими являются МЛП. По этой 
причине в работе особое внимание уделено аргументированному обоснованию выбора селективных осо-
бенностей исследовательской парадигмы. Результаты. Данные, полученные в результате анализа сущест-
вующих версий модели процесса РТ, свидетельствуют о том, что каждая из них, наряду с преимуществами, 
обладает и существенными недостатками. В связи с этим, одним из основных результатов исследования 
было построение математической модели указанного процесса, сохраняющей преимущества упомянутых 
версий, но свободной от их недостатков. В работе аргументированно обоснована рациональность 
применения (для целей исследования РТ двигателя поезда) интегративной холистической парадигмы, ас-
симилирующей преимущества теорий электрических цепей и магнитного поля. Научна новизна. Приори-
тетность создания такой парадигмы, а также соответствующей версии модели РТ составляют научную 
новизну исследования. Практическая значимость. Основным проявлением практической значимости 
работы является возможность, в случае использования ее результатов, существенного повышения эффек-
тивности динамических исследований МЛП при одновременном неповышении их ресурсоёмкости. 

Ключевые слова: магнитолевитирующий поезд; линейный синхронный двигатель; реализация тяги; ин-
тегративная парадигма исследования; математическая модель 

Введение 

Во многих случаях для целей тяги магнито-
левитирующих поездов (МЛП) целесообразно 
использовать линейные синхронные двигатели 
(ЛСД) [3, 12, 13, 14, 16]. Процессы, протекаю-
щие в их различных элементах, взаимосвязаны 
и являются частями единого суперпроцесса 
электромагнитно-механического энергопреоб-

разования. Существенная сложность таких 
процессов побуждает исследователей к поиску 
путей сепаратного изучения их отдельных ком-
понентов, ключевым из которых является элек-
тромагнитный. Его составляющие порознь  
с успехом могут изучаться [4, 15, 17] в рамках 
теорий электрических цепей либо электромаг-
нитного поля. Поэтому, различные версии ма-
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тематической модели (ММ) процесса тяги (ПТ) 
ЛСД МЛП строились [8, 9, 19] исходя из ука-
занных автономных парадигмам его моделиро-
вания. 

Анализ свойств имеющихся версий ММ ПТ 
ЛСД МЛП свидетельствует о том, что каждая 
из них обладает как преимуществами, так и не-
достатками. Версии модели, исходящие из тео-
рии электрических цепей, достаточно функ-
циональны. Но основным недостатком их урав-
нений является нестационарность коэффициен-
тов, вызываемая переменностью значений 
взаимных индуктивностей контуров фаз якоря 
как между собой, так и с контурами возбужде-
ния, при изменении положения моутера (под-
вижных частей ЛСД). Это снижает ценность 
версий, поскольку затрудняет моделирование 
[11]. Версии же модели, базирующиеся на тео-
рии поля, менее ресурсоемки, однако и менее 
практичны – вследствие ограниченности их 
общности, вызываемой недостаточной адекват-
ностью предпосылок построения этих версий. 

Задача исследования. Изложенное свиде-
тельствует об актуальности создания ММ ПТ 
ЛСД МЛП, ассимилирующей достоинства 
имеющихся версий такой модели, но свободной 
от их недостатков [5, 11, 18, 20]. Синтез такой 
модели является основной задачей настоящей 
работы. 

Методика исследования. Тяга ЛСД является 
результатом взаимодействия неподвижных 
друг относительно друга магнитных полей то-
ков его индуктора и якоря. Поэтому, при по-
строении искомой ММ ПТ, в качестве его пат-
терна должен быть принят элементарный акт 
такого взаимодействия, который может быть 
описан выражением закона Ампера [1]: 

 f l i Sinλ
λχ λχ λχ λχ= ⋅ ⋅Β ⋅ α ,  

где fλχ  – сила взаимодействия полей, созда-
ваемых токами, текущими в цепях χ -го прямо-
линейного элемента λ -го контура индуктора 
двигателя и его якоря; lλχ , iλ , λχΒ , λχα  – длина 
упомянутого элемента, ток в нем, индукция 
(условно однородного – в пределах элемента) 
магнитного поля, в котором элемент находится,  
а также угол между iλ  и λχΒ . 

 

Расчетные схемы обмоток возбуждения  
и якоря двигателя приняты, соответственно,  
в виде набора гальванически не связанных то-
копроводящих прямоугольных рамок, соответ-
ствующих контурам криомодулей, и трехфаз-
ной электрической сети, каждой фазе которой 
соответствует отдельный контур. Тогда, в про-
извольный момент времени тяга двигателя оп-
ределима как векторная сумма величин f λχ  

[1, ], [1,4]N∀λ∈ χ∈ , каждая из которых – это 
результат взаимодействия поля тока в одном из 
упомянутых прямолинейных элементов конту-
ров возбуждения с полем, создаваемым токами 
якорной обмотки. В последнем выражении N  – 
число контуров возбуждения двигателя. 

Электродинамика двигателя может быть 
описана уравнениями второго закона Кирхгофа 
[1]. Подсистема «контур возбуждения – якор-
ная обмотка», как правило, вырождена [7] – 
емкостные показатели ее элементов пренебре-
жимо низки. Потому, в инерциальной системе 
отсчета [ , , , ]Qi A B C Mν ∀ ν∈  указанным урав-
нениям может быть придан вид [1]: 

 d du L i L i r i
dt dt

ρ µ ρ
ρ ρ ρµ ρ= ⋅ + ⋅ + ⋅  

 , [ , , , ]A B C M∀ ρ µ∈ , (1) 

где , , ,u L L rρ ρ ρµ ρ ,∀ ρ µ [ , , , ]A B C M∈  – электро-
движущие силы (э. д. с.) источников, собствен-
ные и взаимные индуктивности, а также омиче-
ские сопротивления элементов описываемой 
парциальной субсистемы; [ , , , ]i A B C Mρ ∀ ρ∈  – 
токи в контурах якоря и возбуждения; 

, , ,A B C M  – индексы, соответствующие этим 
контурам; t  – текущее время. 

Поскольку моутер ЛСД движется относи-
тельно его статора, то многие из величин Lρµ  

, [ , , , ]A B C M∀ρ µ∈  имеют переменные во вре-
мени значения. Это, в свою очередь, приводит  
к нестационарности коэффициентов уравнений 
(1) и, как отмечено, существенно снижает прак-
тическую ценность версии модели. С целью 
устранения указанного недостатка, ПТ ЛСД 
следует рассматривать относительно коорди-
натной системы, в которой обмотки двигателя 
условно взаимно неподвижны. В таком качест-
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ве удобнее всего принять [11] отсчетную сис-
тему C λ

αη [1,3]∀λ∈ , жестко связанную с α -
тым контуром обмотки возбуждения двигателя. 
Инерциальной C λ

αη [1,3]∀λ∈ , в общем случае, 
не является. В то же время, весьма желательно 
[6], чтобы уравнения, описывающие динамику 
электрической подсистемы ЛСД в координатах 

λη [1,3]∀λ∈ , имели тензорный характер. Такие 
уравнения могут быть получены [10], из ра-
венств типа (1), путем замены в них локальных 

производных d
dt

 абсолютными D
dt

, а также 

перехода в этих равенствах к координатам 
λη [1,3]∀λ∈ . По отношению к произвольному 

вектору βη , соотношение между упомянутыми 
производными, как известно, имеет вид [10]: 

 D d e
dt dt

β β ν
βκν κη = η + ⋅ω ⋅η ,  

где ,eβκν κω  – символ Леви-Чивита, а также 
вектор угловой скорости вращения 
C λ
αη [1,3]∀λ∈ . 
После осуществления указанной замены 

производных, соотношения, полученные из (1), 
приобретают тензорный характер. Поэтому,  
в частности, их форма становится инвариант-
ной по отношению к координатам, в которых 
они записаны. Переход же к координатам 

λη [1,3]∀λ∈  выполняется согласно выражени-
ям: 

 [ , , , ];i A B C Mλ λ ρ
ρη = ϑ ⋅ ∀ρ∈ [1,3]λ∈ ,  

где λ
ρϑ  – матрица преобразования координат: 

 [ , , , ]; [1,3]A B C M
i

λ
λ
ρ ρ

∂η
ϑ = ∀ρ∈ λ∈

∂
.  

В свою очередь, выражения для связей вида 

 ( ) [ , , , ]; [1,3]i A B C Mλ λ ρη = η ∀ρ∈ λ∈   

могут быть получены исходя из того, что  
в процессе описываемого координатного пре-
образования [11] одним из его инвариантов яв-
ляются, в частности, амплитудные значения 
токов, протекающих в рассматриваемых конту-
рах. 

С помощью же матрицы 

 ( )Tiρρ λ
λ ρλ

∂
ϑ = = ϑ

∂η
 

 [ , , , ]; [1,3]A B C M∀ρ∈ λ∈ ,  

осуществимо обратное преобразование 

 [ , , , ]; [1,3]i A B C Mρ ρ λ
λ= ϑ ⋅η ∀ ρ∈ λ∈ . (2) 

 
После описанных преобразований, уравне-

ния (1) приобретают вид 

du L e
dt

λ ν
λ λ λαν α

⎛ ⎞= ⋅ η + ⋅ω ⋅η +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

dL e
dt

ς σ
λς ςασ α

⎛ ⎞+ ⋅ η + ⋅ω ⋅η +⎜ ⎟
⎝ ⎠

r λ
λ ⋅η  

 , , , [1,3]∀ λ ν ς σ∈ . (3) 

Таким образом, уравнения (3) имеют посто-
янные коэффициенты, являются тензорными  
и описывают электродинамику ЛСД в коорди-
натах λη [1,3]∀λ∈ . После их (как правило – 
численного) разрешения относительно пере-
менных λη [1,3]∀λ∈  последние с использова-
нием соотношений (2) могут быть преобразо-
ваны в координаты iρ [ , , , ]A B C M∀ ρ∈ , значе-
ния которых определяют реальные токи в кон-
турах двигателя. 

Магнитная цепь ЛСД предполагается нена-
сыщенной [9]. Поэтому она может считаться 
условно-линейной подсистемой и, следова-
тельно, к ней применим принцип аддитивности. 
Исходя из этого, результирующее поле фазы 
якорной обмотки двигателя в любой точке гео-
метрического пространства χΟΞ [1,3]∀χ∈ ,  
в котором реально движется моутер относи-
тельно статора, может описываться как сумма 
полей, создаваемых в этой точке отдельными 
катушками такой фазы: 

 ; 1q qB e eκ κ
α ακΒ = ⋅ =  

 [1, ], [1,3]pn q∀κ∈ ∈ , (4) 

где pn  – число прямоугольных катушек [3], 
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включенных в каждую из фаз якоря; 
,q qBα ακΒ [1, ]; [1,3]pn q∀κ∈ ∈  – пространствен-

ные компоненты индукции поля, создаваемого 
всей обмоткой фазы α  якоря, а также ее от-
дельными катушками в рассматриваемой точке 
этого пространства. 

В свою очередь, значения величин 

qBακ [1, ];pn∀κ∈ [1,3]q∈  определимы соглас-
но выражениям [2]: 

*

1 4
Bακ

ι
= − ×

⋅π
 

 {
'
2 0

'

'
1 0

' ' '
12 1 12 3( , , ) ( , , )

x l d

x l

F k F k
ϕ = − −

ϕ = −

⎡ ⎤× ϕ η + ϕ η −⎣ ⎦  

2 0'
2 0

'

'
1 0

1 0

' ' '
12 2 12 4( , , ) ( , , ) ;

x l d

x l

z h

z h

F k F k
ψ = + +

ψ = +

η = −

η = +

⎫⎡ ⎤− ψ η + ψ η ⎬⎣ ⎦ ⎭
 

*

2 4
Bακ

ι
= − ×

⋅π
 

 {
'
2 0

'
1 0

12 1 12 4( , , ) ( , , )
x l d

x l

F k F k
ϕ = + +

ψ = +

⎡ ⎤× ϕ η + ϕ η −⎣ ⎦  

2 0
2 0

1 0
1 0

12 2 12 3( , , ) ( , , ) ;
y a d

y a

z h

z h

F k F k
ψ = + +

ψ = +

η = −

η = +

⎫⎡ ⎤− ψ η + ψ η ⎬⎣ ⎦ ⎭
 

{ } 2 0

1 0
12 ( , , )

z h

z h
F k

η = −

η = +
ϕ η =  

 
2

2 2 2( )
karctg

k

⎧ ⋅ϕ−η⎪= η⋅ −⎨
η⋅ + ϕ + ϕ +η⎪⎩

 

2 0

1 0

2 2 2 2

2 ;
2 2

z h

z h

k k kar sh ar sh
k

η = −

η = +

⎫+ ϕ + ⋅ϕ ⎪−ϕ⋅ − ⋅ ⎬
ϕ +η + ⋅η ⎪⎭

 
*

3 4
Bακ

ι
= − ×

⋅π
 

 { 2 0

1 0

0 0
3 1 3 4( , , ) ( , , )

y a d

y a

f k f k
ϕ = − −

ϕ = −

⎡ ⎤× ϕ η + ϕ η −⎣ ⎦  

2 0

1 0

0 0
3 2 3 3( , , ) ( , , )

y a d

y a

f k f k
ψ = + +

ψ = +

⎡ ⎤− ψ η + ψ η +⎣ ⎦  

 
'
2 0

' '

'
1 0

' '
31 1 31 3( , , ) ( , , )

x l d

x l

f k f k
ϕ = − −

ϕ = −

⎡ ⎤+ ϕ η + ϕ η −⎣ ⎦  

2 0'
2 0

'

'
1 0

1 0

' ' '
31 2 31 4( , , ) ( , , )

x l d

x l

z h

z h

f k f k
ψ = + +

ψ = +

η = −

η = +

⎫⎡ ⎤− ψ η + ψ η ⎬⎣ ⎦ ⎭
 

 [1, ]pn∀ κ∈ ; 

31 2 2
( , , ) kf k ar sh +ϕ

ϕ η = −η⋅ +
ϕ +η

 

2 2 2

( )
( )

karctg
k

+ ϕ ⋅η
+ϕ⋅

ϕ⋅ + ϕ + ϕ +η
; 

32 2 2

2( , , ) 2
2

kf k ar sh
k
+ ⋅ϕ

ϕ η = ⋅η⋅ −
+ ⋅η

 

2 2 2

( 2 )
( )

kk arctg
k k

+ ⋅ϕ ⋅η
− ⋅

⋅ + ϕ + ϕ +η
; 

 0
3 31 32( , , ) ( , , ) ( , , )f k f k f kϕ η = ϕ η + ϕ η ; 

 '
1 1 0 0[( ) ( )];k k y a x l= − = − − −  

 '
2 2 0 0[( ) ( )];k k y a x l= − = + − +  

 '
3 3 0 0[( ) ( )];k k y a x l= = − + + −  

 '
4 4 0 0[( ) ( )]k k y a x l= = − − + + , (5) 

где *ι  – плотность тока на единицу площади 
сечения обмотки катушки; 2 ,h d⋅  – высота  
и толщина ее обмотки; 2 , 2l a⋅ ⋅  – размеры ее 
же внутреннего пространства; 0 0 0, ,x y z  – коор-
динаты точки пространства, в которой описы-
вается поле. 

В выражениях (5), кроме того: 

 * ( 1)0,5 ( )i w h d −ι = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , (6) 

где w  – число витков катушки. 
Далее, в (6), вместо i , последовательно под-

ставляются значения фазовых токов якоря 
iρ [ , , ]A B C∀ ρ∈  и, согласно (5) и (4), находятся 
компоненты qρΒ [ , , ],A B C∀ρ∈ [1,3]q∈  индук-
ции поля, создаваемого каждым из них. 
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Пространство системы [1,3]χΟΞ ∀χ∈  –  
евклидово. Поэтому мгновенное значение мо-
дуля вектора полной индукции поля, создавае-
мого током ρ -ой фазы якоря, может быть оп-
ределено выражением 

 (2) q
q eρ ρΒ = Β ⋅ ; 1qe =  

 [ , , ], [1,3]A B C q∀ρ∈ ∈ .  

Каждое из значений αΒ  пропорционально 
порождающему его iα , изменяющемуся коси-
нусоидально. Поэтому индукция полного поля 
якоря в целом изменяется [11] согласно закону 

 max1,5 exp( )res j tΒ = ⋅Β ⋅ − ⋅ω⋅ ; 

 (2) 1j = − ,  

где max,Β ω  – амплитуда и частота изменения 
индукции поля одного из токов 
iρ [ , , ]A B C∀ ρ∈ . 
Результат исследования, верифицирующий 

его корректность. На основании синтезиро-
ванной ММ ПТ ЛСД МЛП была построена со-
ответствующая компьютерная модель.  
В качестве примера результатов функциониро-
вания последней, на рис. 1 приведена получен-
ная осциллограмма силы тяги двигателя в ре-
жиме разгона МЛП. Анализ этого результата 
свидетельствует о работоспособности моделей, 
а поэтому – об их пригодности, после верифи-
кации и необходимой адаптации к нуждам кон-
кретных практических задач, к использованию 
в процессе исследований динамики МЛП, ос-
нащенных ЛСД. 

 
Рис. 1. Сила тяги ЛСД МЛП 

Fig. 1. Tractive effort of LSM MLT 

Научная новизна и практическая 
значимость 

Научная новизна исследования усматрива-
ется в приоритетности создания интегративной 
холистической парадигмы, ассимилирующей 
преимущества теорий электрических цепей  
и магнитного поля, а также соответствующей 
версии модели РТ двигателя. 

Практическая значимость создания указан-
ных парадигмы и модели состоит, очевидно,  
в возможности существенного повышения эф-
фективности динамических исследований 
МЛП, на фоне неповышения их ресурсоемко-
сти, при использовании в их процессе создан-
ных парадигмы и модели. 

Выводы 

Создана версия ММ ПТ ЛСД МЛП, ассими-
лирующая достоинства версий модели, создан-
ных в рамках автономных парадигм теорий це-
пей и поля, но свободная от недостатков таких 
версий. Этим исчерпывающе решена задача 
настоящей части исследования. 
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МОДЕЛЬ ПРОЦЕСУ РЕАЛІЗАЦІЇ ТЯГОВОЇ СИЛИ ДВИГУНА 
МАГНІТОЛЕВІТУЮЧОГО ПОЇЗДА 

Мета. Реалізація тяги (РТ) двигуном магнітолевітуючого поїзда (МЛП) відбувається у процесі перетво-
рення електричної енергії, що подається, в кінетичну при взаємодії магнітних полів індуктора і якоря. Вихо-
дячи з цього, метою дослідження є одержання коректного опису такого енергоперетворення. Методика. На 
сучасному етапі основним і найбільш універсальним інструментом аналізу й синтезу процесів та систем є їх 
математичне й, зокрема, комп’ютерне моделювання. У той же час, радикальні переваги цього інструмента 
роблять ще більш важливою прецизійність вибору конкретної методики проведення дослідження. Особливу 
актуальність це має стосовно настільки великих і складних систем, якими є МЛП. Із цієї причини у роботі 
особлива увага приділена аргументованому обґрунтуванню вибору селективних особливостей дослідницької 
парадигми. Результати. Результати аналізу існуючих версій моделі процесу РТ свідчать про те, що кожна  
з них, поряд із перевагами, має й істотні недоліки. У зв’язку з цим, одним із основних результатів цього 
дослідження стала побудова математичної моделі зазначеного процесу, що зберігає переваги згаданих 
версій, але вільної від їх недоліків. У роботі аргументовано обґрунтована раціональність застосування (для 
цілей дослідження РТ двигуна поїзда) інтегративної холістичної парадигми, що асимілює переваги теорій 
електричних ланцюгів і магнітного поля. Наукова новизна. Пріоритетність створення такої парадигми,  
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а також відповідної версії моделі РТ становлять наукову новизну дослідження. Практична значимість. 
Основним проявом практичної значимості роботи є можливість, у випадку використання її результатів, 
істотного підвищення ефективності динамічних досліджень МЛП при одночасному непідвищенні їх 
ресурсоємності. 

Ключові слова: магнітолевітуючий поїзд; лінійний синхронний двигун; реалізація тяги; інтегративна па-
радигма дослідження; математична модель 
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IMPLEMENTATION MODEL OF MOTOR TRACTION FORCE  
OF MAGLEV TRAIN 

Purpose. Traction force implementation (TFI) by the motor of magnetic levitation train (MLT) occurs in the 
process of electric-to-kinetic energy transformation at interaction of inductor and armature magnetic fields. Ac-
cordingly, the aim of this study is to obtain a correct description of such energy transformation. Methodology. At 
the present stage, a mathematical and, in particular, computer simulation is the main and most universal tool for 
analysis and synthesis of processes and systems. At the same time, radical advantages of this tool make the preci-
sion of selection of a particular research methodology even more important. It is especially important for such  
a large and complex system as MLT. Therefore the special attention in the work is given to the rationale for choos-
ing the research paradigm selective features. Findings. The analysis results of existing TFI process model versions 
indicate that each of them has both advantages and disadvantages. Therefore, one of the main results of this study 
was the creation of a mathematical model for such process that would preserve the advantages of previous versions, 
but would be free from their disadvantages. The work provides rationale for application (for the purposes of research 
of train motor TFI) of the integrative holistic paradigm, which assimilates the advantages of the theory of electric 
circuit and magnetic field. Originality. The priority of creation of such paradigm and corresponding version of FI 
model constitute the originality of the research. Practical value. The main manifestation of practical value of this 
research in the opportunity, in case of use of its results, for significant increase in efficiency of MLT dynamic stud-
ies, on the condition that their generalized costs will not rise. 

Keywords: magnetic levitation (maglev) train; linear synchronous motor; traction force implementation; integra-
tive research paradigm; mathematical model 
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