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1rrasy0nel Say1 Kiimesinin Rasyonel ve Ger¢ek Say1 Kiimeleriyle Olan
Hiskisine Yonelik Ogrenme Giig:liikleri1

Yusuf Emre Ercire?, Serkan Narl® ve Esra Aksoy*

Oz: Bu caligmada irrasyonel say1 kiimesi ile rasyonel ve gergek say1 kiimelerinin iliskilerine yonelik 6grencilerin
6grenme giicliiklerini arastirmak amaglanmistir. Bu amagla agik uglu sorulardan olusan “irrasyonel Say1 Kavram
Testi’ gelistirilmistir. Gelistirilen veri toplama arac1 8.sinifta 6grenim goren 58 Ogrenciye ve 9.simifta dgrenim
goren 50 6grenciye uygulanmistir. Farkli kademelerden maksimum ¢esitlilik 6rneklemesi ile segilen 5’er 6grenci
ile yar1 yapilandirilmus goriisme yapilmistir. Ogrencilerin her iki kademede de gergek say1 kiimesi ile diger say
kiimelerinin arasindaki iliskiyi anlamada giicliik yasadiklar1 goriilmiistiir. Ogrencilerde irrasyonel sayilarimin
tamaminin gergek say1 olamayabilecegi diisiincesi ile bir sayinin hem rasyonel hem de irrasyonel olabilecegi
diistincesi mevcuttur. Bu yanlis diigiincelere sahip 6grenci oraninin 8.simiflarda 9.siniflara gore daha fazla oldugu
gorilmistiir.
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Abstract: The aim of this study is to investigate students’ difficulties about the relation between irrational
number set, rational number set and real number set. For this purpose, ‘Irrational Number Concept Test” which
was composed of open-ended questions has been developed. The Data collection instrument was applied to 58
students in grade 8 and 50 students in grade 9. Semi-structured interviews with ten students who were selected
from different levels with the maximum diversity sampling were conducted. In each grade, it was found that
students had difficulties in understanding the relationship between real number set and other number sets. There
have been some thoughts such as “all of the irrational numbers are not real numbers’ and ‘a number can be both
rational and irrational’. It is found that the rate of students that have these wrong thoughts in 8th grades is more
than those in 9th grades.
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1. Giris

Matematik 6grenme siirecinde hata ve kavram yanilgisi terimleri, bireylerin karsi
Ozmantar, 2009). Uygulamadan kaynaklanan yanlis cevaplar hata olarak
degerlendirilebilir. Hata, hem uzman hem de deneyimsiz kisiler tarafindan dikkatsizlik
sonucu yapilabilir. Kolay bir sekilde ortaya c¢ikarilir ve hemen diizeltilebilir. Kavram
yanilgisi ise basit hatadan ¢ok sistemli bir sekilde insan1 hataya tegvik eden algi bigimidir
(Zembat, 2008). Birey yaptigi hatay1 ufak bir uyari ile fark edip diizeltebilir. Oysa kavram
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yanilgisina sahip birey uyarildigi zaman genelde 6nce kendini savunmaya gecer. Kisi ikna
olmadig takdirde kavram yanilgisindan vazgegmez.

Matematikte s6z konusu giicliiklerin yasandigi kavramlardan biri irrasyonel sayi
kavramidir. Bu kavram, tarihi gelisiminde matematik¢ilerin de anlamlandirmakta
zorluklar yasadiklar1 bir kavramdir (Sertéz, 2002). Matematigin bazi nesneleri (tanimlari,
yontemleri, ispatlart vs.), matematigi lireten matematikgileri bile tatmin etmiyorsa sdz
konusu nesneler, dgrenciler i¢in de biiyiik sorunlar ve 6grenme giigliikleri dogurabilir
(Erdogan, 2009). Kavramsal bilgi sadece kavrami tanimak veya kavramin tanimini ve
adin1 bilmek degildir. Kavramsal bilgide kavramlar arasindaki iliskinin kurulmasi
gerekmektedir. Kavram bilgisi ¢ok cesitli ve farkli kavramlarin iligkileriyle birbirlerine
zincirleme baglidir (Adigiizel, 2013). Matematik, konular1 gii¢lii bir sirali yapiya sahip
oldugundan dolay1r herhangi bir kavram onun 6n sarti durumundaki diger kavramlar
kazandirilmadan tam olarak verilemez (Altun, 1998). Irrasyonel sayilar tanimlanmadan
rasyonel sayilardan reel sayilara gegmek miimkiin degildir. Ciinki irrasyoneller sistemin
bir pargasidir, onlar olmadan sistem tamamlanmaz (Courant & Robbins, 1941/1978). Bu
nedenle de 6n sart durumunda olan irrasyonel sayr kavramimin iyi Ogrenilmesi ve
ogrencilerin 6grenme giicliiklerinin tespit edilmesi ve giderilmesi olduk¢a 6nemlidir
(Tatar, Okur ve Tuna; 2008).

1.1. irrasyonel sayilarin 6grenilmesi ile ilgili gii¢liikler

8. sinifa kadar sayilari, rasyonel sayilardan ibaret sanan Ogrenciler, bu diizeyde
irrasyonel sayilar ve gercek sayilar olmak tizere, iki yeni say:r kiimesiyle daha
tanigmaktadir. Bu sayr kiimeleri, Milli Egitim Bakanligt (MEB, 2013a) ortaokul
matematik 6gretim programinda, 8.smifta “Sayilar ve Islemler” 6grenme alaninda yer
alan, “gercek sayilar tanir, rasyonel ve irrasyonel sayilarla iliskilendirir” kazanimiyla yer
almaktadir. Bu say1 kiimeleri tekrar Milli Egitim Bakanligt (MEB, 2013b) ortadgretim
matematik dgretim programinda, 9.sinifta “irrasyonel sayilar ve gercek sayilar kiimesini
agiklar” kazammui ile karsimiza ¢ikmaktadir Irrasyonel sayilarin matematiksel tanimi
Dedekind kesimi veya Cauchy dizileri kullanilarak formal olarak yapilabilir. Ancak
dgrencilere, “Irrasyonel sayilar, a ve b tam say1 ve b#0 olmak sartiyla a/b seklinde oranli
yazilamayan sayilardir.” tanimi yapilabilir. Rasyonel sayilardan yola ¢ikarak, “Rasyonel
olmayan gercek sayilara irrasyonel sayilar denir” seklinde de tanim yapilabilir. Her bir
gercek sayinin gercel say1 ekseninde bir noktaya karsilik geldigi diisiiniildiigiinde ondalik
gosterimden yola ¢ikarak, “Ondalik kismi devretmeyen gergek sayilara irrasyonel sayilar
denir” seklinde de irrasyonel sayilar ifade edilebilir (Zazkis, 2005).

Irrasyonel say1 kavrami matematigin en temel kavramlarindan biridir. Fakat 6grenciler
tarafindan anlasilmasi zor olabilen, 6grenme giicliiklerine, yanilgilara olduk¢a agik bir
kavramdir. Trrasyonel say1 kavranu, dogasi1 geregi zordur ancak rasyonel say1 sisteminden
reel say1 sistemine say1 kavraminmi yapilandirmak (reconstruction) ig¢in irrasyonel sayilari
anlamak gereklidir. Irrasyonel sayilarin anlagilmasi ile ilgili ¢alismalar daha gok ispat,
limit ve sonsuzluk iizerine yapilan yayinlarda goriilebilmekte, dogrudan irrasyonel say1
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kavramina odaklanan egitim calismalarina ise daha az rastlanmaktadir (Sirotic & Zazkis,
2007a). Calismalar incelendiginde, sasirtict bigimde, irrasyonel sayilari kavramada
ogretmenlerde de ogrencilere benzer giigliikler yasandigi goriilmektedir. Irrasyonel
sayilarin okullarda nasil oOgretildigi ve Ogrencilerin ne anladiklar1 {izerine yapilan
arastirmalardan biri olan Fischbein, Jehiam ve Cohen’in (1995) ¢aligmasinda tarihsel ve
psikolojik 6n bilgilere dayanarak irrasyonel sayilarin dgrenilmesinin dniinde iki engel
oldugu gosterilmistir: oransizlik ve sayillamazlik. Ayrica, katilimcilarda sezgisel
zorluklarin  6grenmeyi giiglestirdigi sonucuna ulagmislardir. Temel sorunun ise
katilimcilarin herhangi bir saymin irrasyonel ya da rasyonel oldugunu anlayamamalar1 ve
bu iki kiimeden birine sayiy1 yerlestirememeleri oldugu ifade edilmistir. Irrasyonel
sayilarin Ogrenilmesinde var olan engellere rasyonel sayilarimin tam o6grenilmemesi,
Fishbein ve arkadaslarinin (1995) belirttigi sezgisel giigliikler gibi farkli argiimanlar
gosterilebilir. Voskoglou ve Kosyvas (2011) ise irrasyonel sayilart 6grenmedeki en temel
engelin kendi temsillerinden kaynaklandigini iddia etmistir. Lise dgrencileri ve miihendis
adaylart ile yapmus olduklari bu calismada semiyotik temsillerin giigliikklere neden
oldugunu goéstermislerdir.

Peled ve Hershkovitz (1999) ise yaptiklari ¢alismada Fischbein ve arkadaglarinin
(1995) aksine Ogretmen adaylarmnin irrasyonel sayilarin karakteristiklerini ve tanimini
bildiklerini belirtmis, irrasyonel sayiya ait kavram yanilgilarinin daha ¢ok limit siireci ile
ilgili oldugunu rapor etmislerdir. Yine bu g¢alismada 6gretmen adaylariin irrasyonel
sayilarla iligkili olan problem durumlarinda bu tanimlar1 esnek bir sekilde kullanamadigt
konuyla alakali temsiller aras1 baglantilar1 kuramadiklar1 goriilmiistiir. Ornegin 6gretmen
adaylart bir irrasyonel saymin ayni zamanda reel sayi oldugunu sdyleyebilmelerine
ragmen bu sayinin sayt dogrusu iizerinde bir yeri oldugunu diisiinemedikleri belirtilmistir.

Zazkis ve Sirotic (2004) PME’de yayinlannmus bildirilerinde, dgretmen adaylarinin
irrasyonel sayilart anlamlandirmalarinda temsil bigimlerinin etkisini incelemis ve
sonuglarin1  yaymlamuslardir. Ogretme pratigi olarak temsillerin {izerinde daha fazla
durulmasi gerektigi ve temsillerin kullanimindan dogacak sonuglarin incelenmesinin
faydali olacagr soylenmistir. Ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin irrasyonel sayilara
iliskin anlayiglarini, say1 kiimelerinin zenginligi ve derinligi, reel say1 dogrusuna rasyonel
ve irrasyonel sayilarin yerlestirilmesi ve bu iki sayi kiimesi arasindaki islemler
baglaminda ele alan (Sirotic & Zazkis, 2007a; Giiven, Cekmez & Karatag, 2011) ve
ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin irrasyonel sayilarin say1 dogrusunda gosterimine
odaklanan (Sirotic & Zazkis, 2007b) ¢aligmalara da rastlanmaktadir. Bunlardan biri olan
Sirotic ve Zazkis (2007a) caligmasinda ortaokul matematik &gretmen adaylarinin
irrasyonel sayilara iligkin anlayislart ele alimmustir. Calisma 46 Ogretmen aday: ile
gerceklestirilmis ve katilimcilarin rasyonel ve irrasyonel sayi kiimeleri arasindaki
iligkilere dair bilgilerinin c¢esitli boyutlar1 incelenmigtir. Calismalarinda 3 konu ele
almmaktadir: Sayilarin zenginligi ve derinligi, reel say1 dogrusuna rasyonel ve irrasyonel
sayilarin yerlestirilmesi ve bu iki sayr kiimesi arasindaki islemler. Caligmaya katilan
O0gretmen adaylariin ¢ogunun irrasyonel sayilara iliskin ¢ok sinirl bilgiye sahip olduklar:
ve irrasyonel sayilar1 tanimlama, rasyonel ve irrasyonel say1 kiimeleri arasindaki islemler
ile ilgili kavram yanilgilarina sahip olduklari belirtilmistir. Arbour (2012), fen fakiiltesi
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Ogrencileriyle yapmis oldugu calismada reel, irrasyonel ve rasyonel sayilarin
anlagilirligint arasgtirmistir. Bu sayilarin arasindaki iligkilerin anlasilirligina yonelik de
farkli boyutlardan inceleme yapmuslardir. Calismada, c¢esitli sayilar vererek bunlarin
rasyonel, irrasyonel veya gergek sayr olup olmadigi; irrasyonel sayilarin tamaminin
gercek say1 olup olmadigi, irrasyonel ve rasyonel say1 kiimelerinin kesisimlerinin bos
kiime olup olmadigi ve iki sayr kiimesinden alinan elemanlarla yapilan islemlerin
sonuglarinin hangi kiimeye ait olduguna yonelik sorular sorulmustur.

Adigiizel (2013), caligmasinda 8.sinif 6grencileri ve matematik 6gretmen adaylarinin
irrasyonel sayillar konusundaki bilgilerini ve kavram yanilgilarii belirlemeyi
amacglamistir. Ogrencilerin ve matematik dgretmen adaylarmin bircogunun irrasyonel
sayilarla ilgili bilgi eksikliklerinin oldugu belirtilmistir. Ayrica rasyonel ve irrasyonel
sayilarin arasindaki iliskiyi anlamada giicliiklerin yasandigi, bir saymin irrasyonel
oldugunun bilinmesine ragmen bu saymin rasyonel de olabilecegine iliskin yanilgilarin
oldugu ifade edilmistir.

Yapilan ¢alismalar gostermektedir ki her kademede irrasyonel sayilarin ve dolayisiyla
da iligkili oldugu ger¢ek sayilar ve rasyonel sayilarin 6grenilmesine yonelik c¢esitli
giicliikler yasanmaktadir. Bu gii¢liikler farkli arastirmalarda farkli yonlerden ele alinmis
ve ortaya konulmaya calisilmistir. Irrasyonel sayr kiimesinin rasyonel ve gercek say1
kiimeleriyle olan iligkisine yonelik giicliikkler de bu yonlerden biridir. Yapilan
calismalarda sayr kiimelerinin iligkileri farkli boyutlardan ele alinarak incelenmistir.
Irrasyonel sayilarla ilgili yapilmis calismalar gz Oniine alindiginda arastirmalarin
bir¢ogunda verilen bir sayinin hangi kiimeye veya kiimelere ait oldugu sorularina yer
verildigi ancak dogrudan irrasyonel sayi kiimesi-rasyonel sayir kiimesi, gergek say1
kiimesi-irrasyonel sayr kiimesi iliskisine yonelik sorgulamalarin ¢ok az caligmada
yapildigt goriilmiistiir. Bu c¢aligmalardan olan Arbour (2012) ve Adigiizel (2013)’deki
sorulardan da yararlanarak bu caligmada irrasyonel say1 kiimesinin rasyonel ve gergek
say1 kiimeleriyle olan iliskisine yonelik 6grenme giicliikleri bir boyuttan arastirilmis ve
sorulan sorular ozelinde ele alinmistir. Calismanin amaci irrasyonel sayr kiimesinin
rasyonel ve gergek sayr kiimeleriyle iliskisine yonelik Ogrencilerin olasi 6grenme
giicliiklerini arastirmaktir. Ancak rasyonel sayi-gercek say1 kiimeleri arasindaki iliskinin
anlagilabilmesinin irrasyonel say1 kavraminin 6grenilmesini etkileyebilecegi diisiiniilerek
bu iki say1 kiimesinin iligkisi ile ilgili de sorgulama yapilmustir.

2. Yontem

Bu caligma yiiksek lisans tez ¢alismasinin bir pargast olup nitel tiirde betimsel bir
arastirmadir. Ayrica drnek olay (case study) niteligi tasimaktadir. Karmagik, 6zel ve ilging
bir olgunun, durumun kendi kosullar igerisinde incelenmesi s6z konusu olan ¢aligmalar
ornek olay calismalaridir (S6nmez ve Alacapinar, 2011). Bu ¢aligmada irrasyonel say1
kiimesinin diger say1 kiimeleriyle iligskisine yonelik giicliikler; dgrencilerden toplanan
yazil1 ve sozlil veriler 15181nda arastirilmistir.
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2.1 Calisma grubu

Ogretim programlari incelendiginde, irrasyonel sayilara yonelik kazanimlarin 8. ve 9.
siif diizeylerinde yer aldigi goriilmiis ve verilerde gesitlilik saglanmasi amaciyla bu iki
farkli kademedeki grenciler ile calisilmustir. Arastirma Izmir’de biri devlet biri &zel
olmak iizere iki ortaokulun 8. sinifinda 6grenim goren 58 Sgrenci ve bir devlet lisesindeki
9.smifta d6grenim goéren 50 Sgrenci ile yiiriitlilmiistir. Arastirmanin yiriitiildigi 6zel
ortaokul merkezi sinavlarda Izmir’de iist siralarda yer alan bir okuldur. Bu okuldan 25
ogrenci se¢ilmistir. 33 6grencinin se¢ildigi devlet ortaokulu ise merkezi siavlarda alt
siralarda yer almaktadir. 9.simif Ogrencilerinin segildigi devlet lisesi merkezi sinavla
Ogrenci alan basarili bir Anadolu Lisesidir. Calismaya katilan tiim 6grencilere agik uglu
sorulardan olusan “Irrasyonel Sayr Kavram Testi” uygulanmistir. Testin ilk asamasinda,
Ogrencilere rasyonel sayi, irrasyonel sayr ve gercek sayr denildiginde akillarina neler
geldigi ve bu kavramlarin tanimlart sorulmus ayrica her birinden 5’er tane sayr Ornegi
vermeleri istenmistir. Ogrencilerin tanimlarla ilgili sorulara vermis olduklari yanitlar
incelenmis ve bu yanitlara gére Ggrenciler, “irrasyonel sayir tanimini bilmeyip dogru
ornekler veren 6grenciler, gecerli bir tanim yaptig1 halde yanlig 6rnekler veren grenciler,
tanim1 ondalik temsile bagli olarak yapip Orneklerde de ondalik temsilden yararlanan
ogrenciler veya tamimi karekokli temsile dayali yapip ornekleri de karekoklii yapan
ogrenciler” gibi g¢esitli kategorilere ayrilmistir. Bu kategorilere gére maksimum ¢esitleme
orneklemesiyle segilen beser 8.sinif ve 9.sinif 6grencisiyle yart yapilandirilmig gériismeler
yapilmistir.

2.2 Veri toplama araclari

Aragtirmada kullanilmak iizere genel olarak agik uglu sorulardan olusan “irrasyonel
Say1 Kavram Testi” gelistirilmistir. Bu test, Sirotic ve Zazkis’in (2007a); Fischbein ve
arkadaglarinin (1995); Kara ve Delice’nin (2012) calismalarindan da yararlanilarak
olusturulmus ve ayrica daha derinlemesine ve cesitli bilgi edinmek amaciyla yeni
sorularla zenginlestirilmistir. Dokuz gorevden olusan bu kavram testinde 6grencilerin say1
kiimelerini tanimlamada, say1 kiimelerinin birbirleriyle olan iliskilerini kavramada, verilen
bir sayiy1 siniflamada, © sayisinin degerini belirlemede, irrasyonel sayilarin ondalik ve
koklii gosterimlerinde, irrasyonel sayilarin yogunluklarin1 kavramada ve irrasyonel
sayilardaki toplama-¢arpma islemlerinde yasadiklari giicliikleri ortaya ¢ikarmak amaciyla
sorular hazirlanmigtir. Uzman goriisii alinarak sorularin irrasyonel sayilarla ilgili
giicliikleri belirlemede kapsam gecerliliginin uygun oldugu belirlenmistir. Pilot ¢alisma
yapilmis ve Olgek iki bolime ayrilarak son haline getirilmistir. Bu bolimlerin ayri
zamanlarda uygulanmasina karar verilmistir. Boylece hem &grencilerin  sikilip
yorulmalarini engellemeye hem de 6grencilerin cevaplarinda diger sorulardan yola ¢ikarak
diisiincelerini  degistirmelerinin  6niine gecilmeye c¢alisilmistir. Olgek uygulanirken
Ogrencilere her bir sorunun cevabimi agiklayarak yazmalar1 gerektigi belirtilmistir. Bu
calismada ise say1 kiimelerinin birbirleriyle olan iligkisini incelemeye yonelik olan
bolimde yer alan dort soruya odaklanilmigtir. Bu sorular testteki orijinal madde
numaralari ile Sekil 1’deki gibidir.
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1.d) Hem irrasyonel hem de rasyonel olan sayi var midir? Agiklayiniz.
1.e) Rasyonel sayilarin tamami gergek sayt midir? Agiklayiniz.
1.f) Her irrasyonel sayi gergek sayr midir?
Aciklayiniz.
7) Yandaki semada noktali yerlere uygun sayi
kiimelerini yaziniz:
Dogal Sayilar, Rasyonel Sayilar, Tam Sayilar,
Gergek Sayilar, irrasyonel Sayilar

Sekil 1. Ornek test maddeleri

1d sorusunda 6grencilerin rasyonel ve irrasyonel sayilarin ayrik kiimeler olduklarini
bilip bilmediklerini, le sorusunda Ogrencilerin rasyonel sayilarin gercek sayilarin alt
kiimesi oldugu bilgilerine sahip olup olmadiklarini, aymi sekilde 1f sorusunda irrasyonel
sayilarin gercek sayilarla olan alt kiime iligkisine yonelik 6grencilerin anlayislarini
o0grenmek amaglanmistir. Venn gsemasi sorusunda ise dogal sayilar, rasyonel sayilar, tam
sayilar, irrasyonel sayilar ve gergek sayilar kiimeleri arasindaki iligkilerin gorsel olarak
soruda verilen semada 6grenciler tarafindan gosterilmesi istenmistir. Ayrica, dgrencilerin
bu sayi kiimeleri hakkindaki kavramsal bilgileri, bu kiimeler arasinda kuracaklar iligkileri
etkileyebileceginden bu kavramlara yonelik tanimlarin soruldugu oOlgegin bir bagka
boliimii ile ilgili veriler de bulgularda sunulmustur.

Gorlismeler igin ise her ogrencinin verdigi yanita gore ona sorulacak sorular
degisebileceginden 6grencilere yonelik bir goriigme formu olusturulmamis onun yerine
gbriismede 6grencinin doldurmus oldugu Irrasyonel Sayr Kavram Testi kullanilmistir.
Gorlismeyi milli egitimde 6gretmen olarak gérev yapan bir lisansiistii dgrencisi yapmis
olup goriismenin amact dgrencilere agiklanmigtir.

2.3 Kodlama siireci

Kavram testinden elde edilen yazili veriler icerik analizine tabi tutulmus ve yamitlara
gore siiflandirma yapilmistir. Biri lisansiistii 6grencisi digeri dgretim {iyesi olan iki
matematik egitimcisi tarafindan analiz edilen bu verilerde uyum yiizdesi %84 olarak
bulunmustur. Birden fazla aragtirmacinin birlikte ¢alistigi durumlarda, ayni veri seti
kodlanir ve ortaya ¢ikan kodlarin benzerlikleri ve farkliliklart sayisal olarak
karsilastirilarak en az %70 diizeyinde bir giivenirlik yiizdesine ulasmak gerekmektedir
(Yildirim ve Simsek, 2011, s. 233). Yapilan goriismelerde ise veriler uzman incelemesi
oncesi katilimcilarin teyidine sunulmustur. Arastirmada elde edilen verilerin ve bunlara
iligkin aragtirmacinin ulastigi sonuglarin ve yorumlarin veri kaynaklar1 (katilimcilar) ile
teyit edilmesinde yarar vardir (Yildirim ve Simsek, 2011, s. 268). Veriler frekans ve
yiizdeler ile birlikte tablolar kullanilarak bulgularda sunulmustur.

3. Bulgular

frrasyonel say1 kiimesinin diger say1 kiimeleri ile aralarindaki iliskileri anlamada
yasanilan 6grenci giicliiklerini belirlemek amaciyla toplanan veriler ve sorular 1s1ginda
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arastirmanin bulgular1 bu bolimde sunulmaktadir.

Say1 kiimeleri arasindaki iliskilerin

anlagilmasinda bu say1 kiimeleri ile ilgili kavramsal bilgilerin de dnemli olabilecegi
diistiniildiiginden &ncelikle &grencilerin say1 kiimelerinin tanimlarina ydnelik yanitlar

sunulmustur.

3.1. Say1 kiimelerinin tamimlarina iliskin bulgular

Ogrencilere irrasyonel sayi, rasyonel say1 ve gercek sayl tanimlar1 sorulmus ve
verdikleri yanitlar kategorilere ayrilmigtir. Tanimlamalara iligkin yanitlar Tablo 1°de

sunulmustur.

Tablo 1. Say1 kiimelerinin tanimlarina iligkin 6grenci yanitlari

Yanitlar 8.sif f (%) 9.s1mif f (%)
a/b seklinde ifade edilebilen
sayilar, Kesirli sekilde 34 (58,62) 31 (62)
gosterilebilen sayilar
Kokten digar1 ¢ikabilen, kokten
Ra;zzlnel kurtulabilen sayilar 8 (13,79) 10/(20)
Ondalik kismi sinirli veya devirli 10 (17,24) 102)
olan sayilar
Irrasyonel olmayan sayilar 5(8,62) 3(6)
Diger Tanimlar (Yanls) 12 (20,69) 12 (24)
a/b seklinde yazilamayan 21 (36,12) 12 (24)
sayilardir
Rasyonel olmayan sayilardir 10 (17,24) 19 (38)
Ondalik kism1 sonsuz ve
Irrasyonel _diizensiz olan sayilardir 7(12,04) 74
Sayi Karekokten kurtulamayan 10 (17,24) 12 (24)
sayilardir
Gergek olmayan sayilar 4 (6,88) 3 (6)
Ondalik kismi sonsuz olan sayilar 2 (3,44) 2(4)
Diger Tanimlar (Yanlis) 13 (22,36) 5 (10)
Tiim sayilardir - Biitiin sayilardir 24 (41,38) 11 (22)
Irrasyonel ve Rasyonel sayilarin
birlesimidir 8 (13,79) 35(70)
Say1 dogrusunu dolduran 4 (6,90) 102)
Gercek sayilardir
San Gergek sayilar tam sayilardir 6 (10,34) 1(2)
v Kendisinden baskasina
e 3(517) -
boliinemeyen sayilardir
Irrasyonel olmayan sayilardir 2 (3,45) 1(2)
Diger Tanimlar (Yanlis) 4 (6,90) 1(2)

Tanim vermeyenler

7 (12,07)
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Tablo 1°de goriildiigii gibi her iki simf diizeyinde de Ogrencilerin ¢ogu rasyonel
sayilar1 a/b temsilinden yola ¢ikarak tanimlamaktadir. Bazi 6grenciler rasyonel sayilari
“karekokten kurtulamayan sayilar” olarak tanimlarken bazilari ise ondalik temsilden yola
¢ikarak rasyonel sayilari tanimlamigtir.

[rrasyonel say1y1 tammlarken 8.smif dgrencileri daha ¢ok “a/b seklinde yazilamayan
sayilar” ifadesini kullanirken 9.simif 6grencileri ise “rasyonel olmayan sayilar” ifadesini
kullanmigtir. Baz1 &grencilerin irrasyonel sayilart gercek olmayan sayilar seklinde ifade
ettigi gortlmiistiir. Bazilar1 ise ondalik sayilarda kesir kismi sonsuza giden sayilari
irrasyonel say1 olarak tanimlamistir.

Gergek sayilar1 tamimlarken ise iki sinif diizeyinde farklilik gdze ¢arpmaktadir. 9.sinif
ogrencileri kiimelerin birlesiminden yola ¢ikarken 8.sinif 6grencileri daha ¢ok “biitiin
sayilar” seklinde tanimlama yapmustir. Gergek sayilarin tam sayilar oldugu, asal sayilarla
karigtirilabildigi  ve irrasyonel olmayan sayilar seklinde diisliniilebildigi verilen
cevaplardan gorilmistiir.

3.2. Irrasyonel ve rasyonel sayi iliskisine dair bulgular

Ogrencilere “Hem irrasyonel hem de rasyonel olan say: var midw? Aciklayiniz”
sorusu sorulmus ve aralarindaki ayriklik iliskisini bilip bilmedikleri sorgulanmistir.
Rasyonel olmayan sayilarin irrasyonel oldugunu belirten, ondalik kisimdan veya a/b
seklinde yazimdan yola ¢ikarak hem irrasyonel hem de rasyonel bir saymin olamayacagin
belirten 6grenciler “dogru bir agiklamayla yoktur” kategorisinde degerlendirilmistir. Bu
baglamda, Tablo 2’de bu soruya iliskin verilen 6grenci yanitlarmin dagilimi
goriilmektedir.

Tablo 2.“Hem irrasyonel hem de rasyonel olan say1 var midir?”” sorusuna iliskin 6grenci
yanitlarinin dagilimi

Yamitlar 8.smif f (%) 9.s1nif f (%)
Dogru bir
agiklamayla 14 (%24,14) 32 (%64)
yoktur
Yoktur  Sadece yoktur 32 (%55,17) 7 (%14)
Yanhis bir
agiklamayla 2 (% 3,43) 3 (%6)
yoktur
Yoktur Toplam 48 (%82,74) 42 (%84)
Vardir 9 (%15,52) 3 (%6)

Yanit Yok/Kararsizim,

varsa da ben bilmiyorum 1 (%1.72) 5 (%10)
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Bulgulara bakildiginda 8.smif 6grencilerinin %83 tiniin, 9.smuf Ogrencilerinin de
%84 linlin irrasyonel ve rasyonel say1 kiimelerinin kesisimlerinin bos kiime oldugu yani
her iki say1r kiimesine de dahil bir eleman olamayacagi algisina sahip oldugu
goriilmektedir. “Yoktur” diyen Ogrencilerden 5’inin rasyonel sayilarin irrasyonel
sayilardan ayrik oldugunu ifade ederken hem irrasyonel hem de rasyonel olan saymin
bulunamayacagini yanlis gerekgelendirmelerle acikladiklar: goriilmiistiir. Bu 5 6grencinin
gerekcelendirmeleri Tablo 3’deki gibi kategorilere ayrilabilir.

Tablo 3. “Hem irrasyonel hem rasyonel olan say1 yoktur” diyen 5 Ogrencinin yanlig
gerekeelendirmeleri

Gerekeeler Frekans
Rasyonel sayilarin ondalik kismi sonlu, irrasyonel sayilarin 2
sonsuzdur
Rasyonel sayilar gercek sayidir, irrasyonel sayilar gercek 2
say1 degildir
Irrasyonel sayilar say1 dogrusunda yoktur, rasyonel sayilar 1
ise vardir

Bu dgrencilerden bazilarinin agiklamalari su sekildedir:

e Bir saymin sayi dogrusunda yeri ya vardir ya yoktur. Bu nedenle sayt ya
irrasyoneldir ya da rasyoneldir. Ikisi birden olamaz. (irrasyoneller sayi
dogrusunda yoktur seklindeki 6grenci diigiincesi)

e Bir sayimin ondalik kismi ya sonludur ya da sonsuza gidiyordur. Bu nedenle ikisi
birden olamaz.(Rasyonel sayilarin ondalik kismu sonludur seklindeki 6grenci
diistincesi)

e Hayw, yoktur. Ciinkii rasyonel sayilar gergek sayilardw, irrasyonel sayilar ise
gercek sayr degildir. (Irrasyonel sayilarm gercek sayr olmadigi seklindeki
ogrenci diisiincesi)

Ogrencilerin  agiklamalar1 gdz oniine alindiginda tanimlamalarda  yasanilan
giicliiklerin ve kavramsal bilgi eksikliklerinin iki kiime arasindaki iligkileri anlamada
etkili oldugu goriilmektedir. Ozellikle irrasyonel sayilar1 gercek olmayan sayi, rasyonel
sayilar gergek say1 seklinde diislinen 6grenciler hem rasyonel hem irrasyonel sayinin bu
nedenle olamayacagini belirtmistir.

iki sinif diizeyinde toplam 12 &grenci hem rasyonel hem de irrasyonel say1 olan bir
sayimnin bulunabilecegini belirttigi goriilmiistiir. Bu 6grencileri yanilgiya gotiiren sebepler
Tablo 4’de gosterildigi gibi kategorilestirilmistir.
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Tablo 4. “Hem rasyonel hem irrasyonel say1 vardir” diyen 6grencilerin yanilgi sebepleri

Yamlgiya Gotiiren Sebepler Frekans

Ondalik kismi diizensiz olup da sonlu olan sayilar 3
(3,14567 gibi)

Icleri tam kare olan karekoklii sayilar

(V16) gibi

a/b seklinde yazilan karekoklii sayilar

(\E)gibi 2

7 sayist ve rasyonel yaklasimlari 2

Diger

2

Tablo 4’de yer alan kategoriler oOgrencilerin yapmis olduklart agiklamalarla
orneklendirilebilir. 8. smif diizeyinde 9 6grenci “vardir” yanitin1 vermistir. “Bir 6rnek
gosteremiyorum ama bir say1 vardir muhtemelen” yanitt ve buna benzer agiklamalar
yapilmigtir. 3 6grencinin ondalik acilima odaklandigi ve ondalik kismi diizensiz ancak
sonlu olan sayilarin hem rasyonel hem de irrasyonel say1 olacagini belirttigi goriilmiistiir.
“Diger” kategorisinde belirtilen bir baska 6grenci olan O1 ile yapilan yar1 yapilandirilmis
goriismede su diyalog gerceklesmistir:

O1I: Sifir sayisim 0/5 yazarsak rasyonel olur ama 5/0 yazarsak irrasyonel olur.

A: 5/0 irrasyonel midir?

OI: Rasyonel saymin taniminda paydanin 0 olmamasi gerektigi yaziliydi. 5/0
rasyonel olamayacagina gore irrasyoneldir.

A: 5/0 sifira mu esittir?

O1I: Evet baska neye esit olacak ki?

Goruldigi gibi 6grenci rasyonel saymnin tanimindaki b ifadesinin 0 olmamasi
gerektiginden yola ¢ikarak paydasi 0 olan sayilarin irrasyonel oldugu ve o sayilarin 0’a
esit olacagl yanilgisiyla da 0’in hem rasyonel hem de irrasyonel oldugu yanilgisina
diismiistiir.

9.siniflarda ise “evet vardir” diyen 3 6grencinin agiklamalari da su sekildedir:

Evet vardwr, mesela © sayist hem irrasyoneldir hem de rasyonel sekilde
vazilabiliyor.(n sayisinin degeri ile ilgili yanlis 6grenci diisiincesi)
Evet bence tam kare olan koklii ifadeler hem rasyonel hem de irrasyoneldir. 16
gibi.(K6k semboliiniin irrasyonel yaptigina dair 6grenci diisiincesi)

Evet kesir seklinde yazilan irrasyonel sayilar vardir mesela \E Bu sayt kok

disina ¢tkmaz, aymi zamanda da rasyoneldir.(alb ifadesinin her zaman rasyonel
say1 belirttigine dair 6grenci diigiincesi)
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Ogrenciler sayilarin temsiline bagh olarak siniflandirmada giigliikler yasadig
diisiiniilebilir. Ogrenciler say1 kiimelerini tanimlarken temsillere gore farkli ifadelerde
bulunmuslardi. irrasyonel sayilar1 karekok temsilinden yararlanarak —tamimlayan
ogrencilerde karekok isaretinin irrasyonel say1 yaptigi diigiincesi olusabilir. Ancak kdkiin
i¢i tam kare oldugu zaman saymin kokten kurtulabildigini de g6z Oniine alinip irrasyonel
olan sayinin ayn1 zamanda rasyonel say1 olabilecegi de diigiiniilmiis olabilir. Ayn1 sekilde
rasyonel sayiy1 a/b seklinde yazilabilen sayilar olarak tanimlayan dgrencilerde bu a ve
b’nin kokli olmasi durumunda saymin hem rasyonel hem de irrasyonel olabilecegi
diisiincesi olugabilir. Baz1 dgrenciler bu soruda kararsiz kalmiglardir. “Mutlaka bir istisna
vardir ama ben bilmiyorum.” diislincesi yaygindir.

Iki sinif diizeyi karsilagtirildiginda 8.simifa giden dgrencilerin sadece %24 {iniin dogru
bir aciklamayla ‘yoktur’ dedikleri 9.sinifa giden &grencilerde ise bu oranin %64 oldugu
goriilmektedir.

3.3. Rasyonel say1 ve gercek say iliskisine dair bulgular

Rasyonel say1 ve gergek sayilar arasindaki alt kiime iligkisini bilip bilmediklerini
anlayabilmek amaciyla Ogrencilere “Rasyonel sayilarin tamami gergek sayr mudir?
Agiklaymiz”  sorusu sorulmustur. “Rasyonel sayilar gercek sayilarin alt kiimesidir”,
“gercek sayilar rasyonel sayilari kapsar”, “gercek sayilar irrasyonel ve rasyonel sayilarin
birlesimidir” seklindeki cevaplar “dogru bir agiklamayla, evet” Kkategorisinde

degerlendirilmistir. Bu soruya iligkin bulgular Tablo 5’de verilmistir.

Tablo 5. “Rasyonel sayilarin tamami gergcek sayr mudir?” sorusuna iligkin 6grenci
yanitlarinin dagilimi

Yanitlar 8.smnif f (%) 9.smif f (%)
Dogru bir
agiklamayla 26 (%44,82) 43 (%86)

evet diyenler
Sadece evet

Evet  gercek sayidwr 20 (%34,48) 4 (%8)
diyenler
Yanhis bir
agiklamayla 2 (% 3,43) 1(%2)
evet diyenler
Evet Toplam 48 (%82,74) 48 (%96)
Hayir, bazilar gercektir 10 (%17,24) 2% 4)

Tablo 5’e¢ bakildiginda 8.simmif 6grencilerinin %83 liniin, 9.simif 6grencilerinin ise
%96’s1n1n rasyonel sayilarin ayn1 zamanda gercek say1 oldugunu diisiindiigii soylenebilir.
Ancak iki smif diizeyinden toplamda 3 6grenci ‘evet’ yanitin1 vermelerine ragmen yanlis
aciklamalarda bulunmusglardir. Bu 3 6grenci de rasyonel sayilar gergek sayilarla es deger
gormiis veya gergek sayilarin rasyonel sayilarin i¢cinde oldugunu belirtmislerdir.
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iki sinif diizeyinde ‘hayir’ diyen 12 6grenci mevcuttur. Bu 6grencilerin yanitlar1 Tablo
6’da kategorilendirilmistir.

Tablo 6. “Rasyonel sayilarin tamami gergek say1 degildir” diyen 6grencilerin yanitlart

Yanitlar Frekans
Gergek say1 olmayan istisnalar muhtemelen vardir 3
Bir rasyonel saymin gercek say1 olmasi i¢in bazi 6zelliklere 2
sahip olmasi gerekir
Gergek sayilarm i¢inde irrasyoneller de vardir. Hepsi 4
rasyonel degildir (Tersten Anlayanlar)
Diger 3

Gortildugii gibi 3 6grenci “Rasyonel sayilarin tamami gercek say1 degildir, aralarinda
gercek olmayanlar da olabilir. Ornek gdsteremiyorum > yanitina benzer yanitlar vermistir.
Soruyu “Gergek sayilarin tamami rasyonel sayr midir?” seklinde anlayip yanlis cevap
veren 4 6grenci bulunmaktadir. Ayrica 1 6grenci bir rasyonel sayinin gergek say1 olmasi
icin tam say1 olmasi gerektigini belirtirken bir basgkasi a/b seklinde yazilmas: gerektigini
belirtmistir.

“Diger” kategorisinde yer alan goriisme yapilan 8.smif Ogrencilerinden O2 her
rasyonel sayinin ger¢ek say1r olmayacagini belirtmistir. Bir 6rnek istendiginde ise 23/17
sayisint gostermistir (Bu say1 6lgekte yer alan sayilardan biridir). “23/17 rasyonel bir
sayidir ¢iinkii kesirli yazilmigtir. Ancak 23’i 17°ye boldiigiimde sayinin sonu gelmiyor ve
ondalik kismi devretmeden ilerliyor. Bu da irrasyonelligin bir gdstergesidir. Bu nedenle
bu say1 gercek olamaz.” yanitini vermistir.

iki siif diizeyinde de benzer yanilgilara sahip 6grenciler mevcuttur. O2 ile yapilan
goriismeden de anlagilacagr gibi 6grencilerin rasyonel sayinin sonlu veya devirli ondalik
sekilde yazilamadigi durumlar olabilecegini ve Oyle bir durumda gergek say1
olmayacagini diigiinebildikleri gériilmiistiir.

3.4. Irrasyonel Say1-Gercek Sayi iligkisine Dair Bulgular

Ogrencilere “Her irrasyonel say1 gercek sayr nudir?” sorusu sorularak irrasyonel
sayilar ve gercek sayilar arasindaki alt kiime iliskisi ile ilgili farkindaliklarinin ortaya
konulmasi amaglanmugtir. “Irrasyonel sayilar gercek sayilarm alt kiimesidir”, “gercek
sayilar irrasyonel sayilar1 kapsar”, “gercek sayilar irrasyonel ve rasyonel sayilarin
birlesimidir” seklindeki cevaplar “dogru bir agiklamayla, evet” kategorisinde
degerlendirilmistir. Bir 6grenci de “Irrasyonel sayilarin tamami say1 dogrusu iizerindedir.
Bu nedenle gergek sayilardir” yanitt vermis bu agiklama da dogru kabul edilmistir. Bu

soruya iliskin 6grenci cevaplarinin dagilimi Tablo 7°de verilmistir.
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Tablo 7. “Her irrasyonel say1 ger¢ek sayr midir?” sorusuna iligkin 6grenci yanitlarinin
dagilim

Yanitlar 8.smf (%) 9.s1mif f (%)

Dogru bir

agiklamayla 20(%33,48) 43 (%86)
Evet evet diyenler

Sadece evet

ger¢ek sayidir 15 (%25,86) 2 (%4)

diyenler
Evet Toplam 35 (%60,34) 45 (%90)
Kararsi1z/Olabilir - 1(%2)
Hayir 23 (%39,65) 4 (%8)

Tablo incelendiginde 8.siiflarda rasyonel sayi-gercek sayi iliskisinde dogru cevap
verenlerin oranmin %83 iken irrasyonel sayi-gercek sayi iliskisinde dogru cevap
verenlerin oraninin %60°a diistiigii goriilmektedir. iki simf diizeyi karsilastirildiginda ise
9.smuf 6grencilerinin 8.sinif dgrencilere gore daha yiiksek oranda dogru cevap verdikleri
goriilmektedir. 9.simuf 6grencilerde ‘hayir’ diyenler az olmasina karsin 8.sinif 6grencilerin
%40°1 “Hayir, her irrasyonel say1 gergek say1 degildir.” yanitim1 vermiglerdir. Bu soruya
“Hayir” yanmitin1 veren toplamda 27 6grencinin aciklamalar1 Tablo 8’de verildigi gibi
kategorilestirilebilir.

Tablo 8. “Her irrasyonel say1 gergek sayi degildir” diyen Ogrencilerin yanitlarinin
dagilim

Yanitlar Frekans

Irrasyonel Sayilar = Gercek Olmayan Say1 7

Ondalik kism1 sonsuz olan sayilar gercek say1 degildir

Gergek sayilar negatif olamaz, irrasyonellerde negatif de vardir

7 sayis1 irrasyonel ancak gercek degil

Gergek sayilarin i¢inde rasyoneller de vardir. Hepsi irrasyonel
degildir (Tersten Anlayanlar)

Diger Agiklamalar

AN NN

Aciklama Yapmayanlar

Ogrencilerin verdikleri yazili yamtlardan bazilari sunlardir:

s Gergek sayilar, rasyonel say1 demektir. Irrasyonel sayt da rasyonel olmayan sayi
demek olduguna gore irrasyonel sayilarin  hicbiri gercek degildir.(Gergek
say1=Rasyonel say1 seklindeki 6grenci diislincesi)

»  Gergek sayilarin bazilar irrasyoneldir. Hepsi degildir. (Soruyu tersten anlayan
ogrenciler)
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* Ondalik kasminda sonu belli olmayan sayilar gergek sayi olamazlar.(Sonsuz ondalik
acilima sahip sayilarin gergek say1 olamayacagi seklindeki 6grenci diistincesi)

* Bazi irrasyonel sayilar sayt dogrusunda gosterilmezler, bu nedenle gergek sayi
degillerdir.(Say1 dogrusunda gosterilemeyen irrasyonel sayilarin oldugu seklindeki
Ogrenci diigiincesi)

o Gergek sayilar kesirli yazilmalidir. Ancak irrasyonel sayilar kesirli yazilamazlar.
(Gergek sayilarin kesirli olmasi gerektigi seklindeki 6grenci diigiincesi)

* Gergek sayilarda negatif sayr olmaz, ama irrasyonel sayilarin negatifleri de
vardir.(Gergek sayilarin pozitif olmasi gerektigi seklindeki 6grenci diistincesi)

Yanitlarin her biri bir yanilgiya isaret etmektedir. Gergek sayilarin rasyonel sayilarla
veya pozitif sayilarla aym oldugu yanilgilarina sahip Ogrenciler bulunmaktadir.
Ogrencilerin gercek sayr tamimlamalarinda da benzer ifadeler bulunmaktadir. Gergek
sayilar1 tam say1 ve irrasyonel sayiy1 gercek olmayan sayi1 seklinde tanimlayan dgrenciler
distiniildiigiinde bu sayr kiimeleri arasindaki iligkilerin anlagilmasinda giigliiklerin
yasanmasi dogal karsilanabilir. Bir saymnin ondalik kismiyla ilgili de yanilgilar s6z
konusudur. Saymin ondalik kisminin sonsuz olmasi sayinin gercek bir sayr olmadigi
algisina gotiirmiis olabilir. Ayrica ondalik kismi sonsuz olan sayilarin say1 dogrusunda
tam bir karsiliginin olmadigi bu nedenle gergek say1 olmadigr diisiincesinde olan dgrenci
de mevcuttur.

Goriisme  yapilan  9.simf  &grencilerinden O3  gercek sayilarin  tammini
hatirlayamadigint ama n sayisinin irrasyonel say1 oldugu halde gergek sayi olmadigin
diisiindiigiinii sdylemistir. O3’e gercek say1 tanimi soruldugunda iki kiimenin birlesimine
gercek say1 dendigini belirtmis ve 7 sayisinin irrasyonel oldugunu ifade etmistir. Verdigi
yamitla geligkinin farkina varan O3 “Emin olmamakla birlikte 7 sayisinin da gercek say1
oldugunu diistiniiyorum.” seklinde fikrini degistirmistir.

3.5. Say1 Kiimelerinin Venn Semasinda Yerlestirilmesine iliskin Bulgular

Bu ¢alismada 6grencilere Venn semasi verilmis dgrencilerden sayr kiimelerini uygun
bosluklara yerlestirmeleri istenmistir. Ozellikle irrasyonel say1 kiimesini dogru yerlestirip
yerlestirmedikleri incelenmistir. Irrasyonel say1 kiimesini dogru yerlestiren 6grencilerden
gercek sayi, rasyonel sayi, tam sayr ve dogal sayr kiimelerinin yerlerini hatali belirten
ogrencilerin sayilari da hatali kiime sayisina gore belirtilmistir. Bu soruya iliskin bulgular
Tablo 9°da verilmistir.
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Tablo 9. Venn semasina say1 kiimelerini yerlestirmede yapilan hata sayisina gore 6grenci
dagilim

Yanitlar 8.Smif f (%) 9.5mif f (%)
Tamamen Dogru 37 (%63,79) 49 (%98)
Irrasyonel Say1 " 0 -
Kiimesi Dogru, 2 kiime hatali 4 (%6,90)
Digerlerinde 3 kiime hatali 2 (%3,45) 1 (%2)
Hatalilar 4 kiime hatal1 7 (%12,07) -
Irrasyonel Say1 Kiimesi Dogru,
Digerlerinde Hatali Olanlar 13 (%22,41) 1 (%2)
Toplami
Irrasyonel Say1 Kiimesi Yanls 8 (%13,80) -

Tabloya bakildiginda 8.sinif 6grencilerinin %64 iinlin, 9.sinif dgrencilerinin ise 1’1
hari¢ tamaminin say1 kiimelerini Venn semasina dogru yerlestirdigi gériilmektedir. 8.sinif
ogrencilerinin %?22’si irrasyonel sayr kiimesini dogru yerlestirmistir ancakdiger say1
kiimelerini yerlestirmede hatalar yapmislardir. Goriisme yapilan 8.simif grencilerinden
O2 rasyonel say1 ve tam say1 arasindaki farki anlayamadigim gériisme sirasinda fark etmis
ve Venn semasini yanlis tamamlamistir. O/ de rasyonel sayilari tam sayilarin alt kiimesi
olarak belirtmistir. “Tam say1 olup da rasyonel olmayan bir say1 6rnegi verir misin?”
sorusuna ise “-\3 tam sayidir giinkii negatif sayilar tam sayidir. Ama rasyonel say
degildir ciinkii kokten ¢ikmaz. irrasyonel sayidir.” yanitini vermistir.

9.simnif dgrencilerinde bundan onceki sorularda yer alan gergek sayi-irrasyonel sayi,
gercek sayi-rasyonel say1 ve rasyonel sayi-irrasyonel say1 iligkilerinde giicliik ¢ekenlerin
sayisinin daha fazla oldugu dikkat ¢ekmektedir. Ancak bu gii¢lik ¢eken 6grencilerin
durumu Venn semasi sorusuna yansimamistir. Venn semasinin ders kitaplarinda da yer
almasi1 6grenciyi mantigini incelemeden ezberlemeye yoneltmis olabilir.

Ogrencilerin tiim say1 kiimelerinin iliskisini gdz 6niine alarak tamamladiklar1 Venn
semasi gorevine bakildiginda iki simf diizeyi arasinda ciddi diizeyde fark oldugu
goriilmektedir. 8.smiflarin %64’ Venn semasini dogru bir sekilde tamamlarken
9.smiflarda bu oran %98’dir. Tiim bunlar goz Oniine alindiginda say1 kiimelerinin
birbirleriyle olan iliskisini kavramada 9.siniflarin 8.siniflara gore daha iyi oldugu ve daha
az 0grencinin yanilgilara sahip oldugu sdylenebilir. Bu farkliligin 6nemli bir nedeni olarak
9.siniflarda “Kiimeler” konusunun “Gerg¢ek Sayilar” konusundan once islenmis oldugu
diisiiniilebilir. Orneklemdeki 8.simf dgrencileri ise “Kiimeler” konusunu 2009 gretim
programina gore 6.sinif diizeyinde gormiislerdir.

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu caligmada irrasyonel sayi-rasyonel sayi iligkisi ve gergek sayilarin diger sayi
kiimeleriyle olan iligkilerine yonelik 6grenci giigliikleri ortaya konulmaya c¢aligilmustir.
Hem 8. hem de 9. simif 6grencilerinin biiyiik ¢cogunlugu hem rasyonel hem de irrasyonel
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bir sayinin olmadig1 diislincesinde oldugu goriilmiistiir. Ancak dogru yanitina acgiklama
getirebilen 6grenciler 8.sinifta diisiik bir oranda kalmistir. Ogrencilerin vermis olduklar
hatali yanitlara ve bunlarin nedenlerine baktigimizda ¢esitli yanilgilar géze ¢arpmaktadir.
Adigiizel (2013) yapmus oldugu ¢alismada 8.sinif 6grencilerinde ve 6gretmen adaylarinda
irrasyonel sayilar1 rasyonel sayilarm alt kiimesi olarak diisiinenlerin oldugu gibi
bazilarinin rasyonel sayilar irrasyonel sayilarin alt kiimesi olarak diigiindiiklerini ortaya
koymustur. Calisma, Ogrencilerin ve matematik Ogretmen adaylarinin birgogunun
irrasyonel sayilarla ilgili bilgi eksikliklerinin oldugunu gdstermistir. Ayrica dgrencilerin
yarist verilen sayilarin irrasyonel olup olmadigint dogru belirlemis ancak irrasyonel olan
sayinin rasyonel olmadigini bu 6grencilerden yaklasik yarisi ifade etmistir. Bu ¢alismada
bu iki kiimeyi birbirlerinin alt kiimesi seklinde ifade eden bir 6grenci yanitina rastlanmasa
da bazi sayilarin her iki kiimeye de ait oldugunu ifade eden 6grenciler olmustur. Arbour
(2012) calismasinda ise verilen sayilari higbir 6grenci hem rasyonel hem irrasyonel
seklinde simflamazken “Iki kiimenin kesisimi bos kiime midir?” sorusuna katilimcilarin
yarisinin dogru cevabi verebildikleri goriillmiistir.

n sayisinin degeri ile ilgili 6grencilerde 6nemli sayilabilecek bir yanilginin oldugu
sOylenebilir. “Hem rasyonel hem irrasyonel olan say1 var midir?” sorusuna “Evet vardir,
mesela 7 sayisi hem irrasyoneldir hem de rasyonel sekilde yazilabiliyor.” seklinde cevap
veren Ogrenciler bulunmaktadir. Dolayisiyla, © sayisinin rasyonel yaklagimlarina (22/7
veya 3,14 gibi) esit oldugu diisiincesinin var olabildigi ve bu nedenle bu sayinin hem
rasyonel hem de irrasyonel olarak diisiiniilebildigi gortilmiistiir. Gliven ve arkadaslarinin
(2011) 6gretmen adaylari ile yaptig1 calismada ve Arbour’un (2012) iiniversite 6grencileri
ile ilgili yaptig1 ¢aligmalarinda da benzer bulgulara rastlanmistir. © sayisinin irrasyonelligi
konusunda yanilgilarin oldugu 3,14 rasyonel yaklasiminin sik kullanilmasinin kafalar
karigtirdigt ifade edilmistir. Bu caligmalarda m sayisinin 3,14 yazilabildigi igin rasyonel
oldugunu iddia eden katilimeilar oldugu gibi Adigiizel (2013) ¢alismasinda 22/7 sayisinin
7 sayisina esit oldugunu diigiinerek 22/7’yi irrasyonel sayr olarak goren 6grencilerin
oldugunu ifade etmistir. Goriildiigii gibi ortaokul veya lise Ogrencilerinin yani sira
iiniversite dgrencileri dahi 7 sayisinin rasyonel yaklagimindan yola ¢ikarak yanilgilara
sahip olabilmektedir. Koklii tam kare sayilar da ayni © sayisi gibi hem rasyonel hem de
irrasyonel oldugu diisiiniilebilen sayilardir. Calismada 6grencilerin igleri tam kare olan
koklii sayilart hem irrasyonel hem de rasyonel sayi olarak diigiinebildigi ortaya
konmustur. Arbour (2012) tam kare olan koklii sayilarin, 6grencilerde hem irrasyonel hem
de rasyonel olan say1 imaj1 yaratabildigini belirtmistir. Ciinkii ona gore dgrenciler kokli

temsili irrasyonel sayilarin belirteci olarak gérmektedir. Bu ¢aligmadaki \/é sayisiin a/b

seklinde ifade edilebildigi i¢in rasyonel ancak koklii oldugu icin ayn1 zamanda irrasyonel
oldugu diisiincesine sahip 6grenci de gbz oOniine alindiginda Arbour’un (2012) ifadesi
desteklenmektedir. Rasyonel sayi-irrasyonel sayi iligskisinde yasanan giigliiklerin rasyonel
say1 kavramindaki bilgi eksikliginden de kaynaklanabildigi diisiiniilebilir. Ozellikle sifirmn
kesirli bigimde yaziliminda yapilan hatalar, 6grencilerde onun hem rasyonel hem de
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irrasyonel olabilecegi algis1 yaratabilmektedir. Rasyonel sayinin tanimda yer alan a/b
ifadesindeki b’nin sifir olmama sart1 yanlis yorumlanabilmektedir. 5/0 gibi bir ifadenin
rasyonel say1 olmadigi bilincinde olan &grenciler rasyonel olmayan sayilarin irrasyonel
olacagi disiincesinden hareketle sayiy1r irrasyonel olarak smiflama  yoluna
gidebilmektedir.

9.smiflarn tamamma  yakimi  dogru  cevaplamasma  karsin  8.siniflarda
azimsanamayacak oranda yanlis yapan 6grencilerin oldugu gercek say1 kiimesinin diger
say1 kiimeleriyle olan iliskisi konusunda da cesitli yamlgilar s6z konusudur. Irrasyonel
olmayan sayilara gercek sayi denildigi, ondalik kismi sonsuza giden bir saymin gercek
say1l olamayacagi, gergek sayilarin kesirli yazilabilmesi gerektigi gibi diislinceler bazi
yanilgilardandir. Fischbein ve arkadaslari (1995) yapmis olduklar1 ¢alismada 9.sinif ve
10.smiflarin  ¢ogunun ‘gergek sayr’ kavrami ile ilgili bilgisizliklerinin oldugunu
belirtmistir. Bircok 6grencinin 34,2727... gibi verilen bazi rasyonel sayilarin gergek say1
olmadigimni belirttikleri goriilmiistiir. Verilen bir rasyonel sayiya rasyonel say1 diyenlerin
orani ile gergek say1 diyenlerin oranlart arasinda uyusmazliklar oldugu goriilmiistiir. Ayni
sekilde verilen irrasyonel sayiya irrasyonel say1 diyenler ile gergek say1 diyenlerin oranlari
arasinda da uyusmazhklarin oldugu gériilmiistiir. 7 ve 3V8 sayilarina irrasyonel say1 diyen
fakat gercek say1 olmadigini diisinen 9.sinif 6grencileri ve bunlarin yani sira 6gretmen
adaylarmin bulundugu ifade edilmistir. Giliven ve arkadaslari (2011) c¢aligmasinda da
L.sinif 6gretmen adaylarinda 2,077... ve 3,14 sayilarina rasyonel say1 diyenlerin oraninin
gercek say1 diyenlerin oranindan fazla oldugu goriilmiistiir. Arbour (2012) caligmasinda
ise irrasyonel sayilarmin tamaminin ger¢ek sayr olup olmadigr sorulmus katilimeilarin
yaklagik yarisinin dogru cevabi verebildigi; 0,123456... gibi ondalik sayilart ve m sayisini
irrasyonel olarak goren ancak gergek sayi olmadigimi diisiinen 6grencilerin ¢ogunlukta
oldugu goriilmiistiir.

Bu calismada goriisme yapilan dgrencilerden 02, 23/17 sayisimin rasyonelligi hatta
gercekligi konusunda kararsizliga diigsmiistiir. 23/17 =1,35294... sayisinin a/b seklinde
yazilabildigi i¢in rasyonel oldugunu ancak ondalik agiliminin diizensiz devam ettigini ve
sonu gelmedigini bu nedenle de irrasyonel gibi oldugunu disiinmiistiir. Bu diisiince
Ogrenciyi bir rasyonel saymin ondalik agilimi irrasyonelmis gibi devam ediyorsa bu
saymnin gercek say1 olamayacag1 yanilgisina gotiirmiistiir. Ogrenci saymin rasyonel oldugu
halde gercek olmadigi diisiincesinde oldugunu belirtmistir. Kara ve Delice’nin (2012)
yapmus olduklar1 ¢alismada da 23/17 sayisimi 9.simif &grencilerinin yaridan fazlasinin
irrasyonel olarak belirttikleri goriilmiistiir. Zazkis ve Sirotic (2004) ve Zazkis (2005)
caligmalarinda 53/83 sayist i¢in benzer yanilgilar ortaya koymuslardir. Caligmalarinda
O0gretmen adaylarinin dahi saymin ondalik kismina bakip irrasyonellige karar
verebildikleri goriilmiistiir. Voskoglou ve Kosyvas (2011) calismalarinda 144/233
sayisinin 232 basamaga sahip oldugunu 6gretmenlerin sonsuz ondalik basamaga sahipmis
gibi goriinen bu tiir sayilar konusunda bilgi sahibi olmalarim1 ve bunlar1 6grencilerine
aktarmalar gerektigini belirtmislerdir.

Calismada, “Baz1 irrasyonel sayilar say1 dogrusunda gosterilmezler, bu nedenle gergek
say1 degillerdir.” yanilgisina sahip Ogrencilerin oldugu goriilmiistiir. Benzer sekilde
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Sirotic ve Zazkis (2007b) ¢alismalarinda da irrasyonel sayilarin say1r dogrusu iizerinde
yerinin bulunmadigini belirten 6gretmen adaylarinin oldugunu ortaya koymuslardi. Peled
ve Hershkovitz (1999) yapmis olduklart ¢alismada da 2. ve 3. simifta okuyan 6gretmenlik
sertifikas1 alan iiniversite 6grencilerinin bir kismimin /5 , 7 gibi irrasyonel sayilarin reel
say1 ekseninde bulunmadigim disiindiikleri bulgusuna ulagmuslardir. Kara ve Delice
(2012) ¢alismast da 9.sinif 6grencilerinin ve lise 6gretmen adaylariin yariya yakinmin
V5 sayisimn say1 dogrusunda yerinin bulunamayacagmi belirttiklerini gostermektedir.
Goriildugi gibi irrasyonel sayilarin reel say1 ekseni iizerindeki yeri ile ilgili 6grencilerde
bilgi eksiklikleri veya yanilgilar bulunabilmektedir.

Say1 kiimeleri arasindaki iliskiye genel olarak bakildiginda Venn semas: ile
gosterimde 9.siniflarin tamamina yakini hatasiz bir yerlestirme yapmisken, 8.siniflarda
%36 gibi bir hata yapma orami vardir. Bunun nedeni olarak kiimeler konusunun
ortaokulda 6.smifta islenmesi 9.simiflarda ise ger¢ek sayilardan Once islenmesi
gosterilebilir. Kara ve Delice (2012) ¢aligmalarinda Venn semasiyla say1 kiimelerinin
iligkisini gdstermelerini 6grencilerden istemis ve lise diizeyinde 6grencilerin %87’sinin
yanlis ¢izim yaptigim goérmiiglerdir. Bu aragtirmada ise Ogrencilere ¢izim
yaptirilmamasina karsin Venn semasini doldurmadaki dogruluk orani oldukga yiiksektir.
Adigiizel (2013) calismasindaki 8.siif 6grencilerinin ¢ogunda rasyonel sayi, irrasyonel
say1, reel say1 ve tamsayilarin hangi sayilar oldugu konusunda eksikliklerin oldugunu
ifade etmis ancak say1 kiimeleri arasindaki iligki ile ilgili sorulardaki basarilarinin %50’ ye
yakin oldugunu belirtmistir. Bu durumdan kiimeler arasi iligkilerin Venn semasi ile
gosterilmis olmasinin etkili olabilecegi yorumunda bulunmuslardir. Sayr kiimeleri
arasindaki iligkilerin daha iyi anlagilmasi i¢in kiime kavraminin da 6grencide olugmasi
gerektigi soylenebilir. Ancak yeni matematik dgretim programina gore kiimeler konusu
ortaokuldan tamamen kaldirilmigtir. Ogretmenlerle yapilan gériismelerde tamamimin Venn
semasindan yararlanarak sayir kiimesindeki iligkileri gosterdikleri anlasilmistir. Bu goz
oniine alindiginda kiimeler konusunun kaldirilmasimin &gretim siirecini de etkileyecegi
sOylenebilir.

5. Oneriler
Aragtirmanin bulgularindan yola ¢ikilarak su dnerilerde bulunulabilir:

Irrasyonel say1 ve gercek say1 kavrami verilmeden &nce rasyonel say1 kavramyla ilgili
ogrencilerin 6n bilgileri kontrol edilmelidir. Ciinkii rasyonel sayr kavramiyla ilgili
yanilgilar irrasyonel sayilara da yansimaktadir.

Rasyonel saymin tanimi a/b temsilinden yararlanilarak verilse de ondalik temsil ve a/b
temsili arasindaki baglantiya énem verilmelidir. Her a/b rasyonel sayisinin bir ondalik
acilimi oldugu ve her ondalik agilimla ifade edilmis rasyonel saymnin a/b seklinde ifade
edilebilecegi orneklerle gosterilebilir. Boylece 6grenci a’y1 b’ye bdlmeden de saymin
ondalik agilimmin ya devirli olacagini ya da sonlu olacagimi diislinebilir. Aym sekilde
devirli bir say1 verildiginde de onun a/b sekline yazilabilen bir rasyonel say1 oldugunu
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kavrayabilir. Bu dikkat edilmesi gereken baglanti irrasyonel say1r kavramiyla ilgili
yanilgilar1 da azaltacaktir.

Once ondalik temsilden yararlanilarak irrasyonel saymin verilmesi daha sonra say1
kiimelerinin birlesiminden gercek sayilarin verilmesi yapilabilecek bir dgretim sirasidir.
Ama Once say1 dogrusu ve gercek sayilarin verilmesi daha sonra bu dogru tizerinde
rasyonel olmayan sayilarin da oldugu hissi yaratilarak irrasyonel sayilara gegis yapilmasi
da baska bir dgretim yontemi olarak goriilebilir. Gergek say1 ile diger say1 kiimeleri
arasindaki iligkilerin hangi yontemle daha iyi anlasilabilecegi arastirilabilir.

Gergek say1 kavrami ve tanimi lizerinde durulmalidir. a/0 ifadesinin bir ondalik agilimi
olamayacagindan yola ¢ikilarak ne rasyonel ne irrasyonel say1 oldugu yani gercek say1
olmadig1 vurgulanmalidir. Ciinkii a/0 seklindeki bir ifadeyi irrasyonel say1 olarak diigiinen
ogrenciler vardir.

Say1 kiimelerinin iliskileri gosterilirken Venn semasinin dnemi biiyliktiir. Venn
semasint daha dogru g¢izebilen 9.smiflarin sayr kiimelerinin iligkisine yonelik diger
sorularda da bu semayi diisiinerek dogru yanitlar vermeleri Venn semasinin yararli
oldugunu gostermektedir. Bu nedenle oOgretmenler gorsel olarak Venn semasini
kullanmasi Onerilebilir. Ayrica kiimeler konusunun ortaokuldan kaldirilmasinin say1
kiimelerinin anlagilmasini da zorlagtiracagi disiiniilebilir. “Kiimeler” konusunun sayi
kiimeleri arasindaki iliskinin anlasilirlig1 tizerine etkisi arastirilabilir.

Ondalik bir saymin ondalik kismi ka¢ basamak olursa olsun bir yerde bitiyorsa (0
olarak devrediyorsa) rasyonel sayir olacagi hatirlatilmalidir. Cilinkidi bu tiir yanilgilar
goriilebilmektedir. Hatta sayinin yiizlerce basamak sonra devretmeye baglayabilecegi de
belirtilmelidir. 144/233 sayist 232 basamak sonra devretmeye baglamaktadir.
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Learning Difficulties about the Relationship between Irrational
Number Set with Rational or Real Number Sets

Extended Abstract

The concept of irrational number is one of the main concepts in mathematics. However it is
a concept which may be difficult to understand by students, rather it may be lead to learning
difficulties and misconceptions. This concept is inherently difficult, but it is essential to
understand the irrational numbers for the extension and reconstruction of the concept of
number from the system of rational numbers to the system of real numbers (Sirotic &
Zazkis, 2007a). The mathematical definition of irrational numbers can be made by using
Dedekind cut and Cauchy series. But, a definition can be made for the students as in the
following; “A rational number is a number that can be represented as a/b, where a is an
integer and b is a nonzero integer, and an irrational number is a number that cannot be
represented as a ration of integers.”” The other equivalent definition for an irrational number
refers to infinite nonrepeating decimal representation. That is, “a number whose decimal is
nonrecurring and continue to infinite (Zazkis, 2005).

The terms of “mistake” and “misconception” have been used to define the learning
difficulties in the learning process (Bingdlbali & Ozmantar, 2009). The wrong answers
related to practices may be interpreted as mistakes. Mistakes may be made by both experts
and novices because of carelessness. However, misconception is a form of perception that
leads an individual to make mistakes systematically (Zembat, 2008). In mathematics, one of
the concepts that students have difficulties is the concept of irrational numbers. In literature
many researchers indicated that students studying different grade levels had difficulties with
this concept (Fischbein, Jehiam & Cohen, 1995; Sirotic & Zazkis, 2007b; Zazkis & Sirotic,
2004).

The aim of this study is to investigate eighth-grade and ninth-grade students’ difficulties
about the relation between irrational numbers and other number sets. This study, which is
some part of a larger thesis, is a qualitative descriptive research. Learning difficulties on
this subject at two grade levels were compared. For this purpose, data collection tool which
consists of two sections has been developed. Developed data collection instrument was
applied to 58 students in grade 8 and 50 students in grade 9. Semi-structured interviews
with ten students who were selected from different levels with the maximum diversity
sampling were conducted. Content analysis was used.

According to findings, it was found that students had difficulties in understanding the
relationship between real number set and other number sets. There have been some
misconceptions such as ‘all of the irrational numbers are not real numbers’ and ‘a number
can be both rational and irrational’. Results revealed that there is an important
misconception about . Some students thought that m is both rational and irrational. Giiven,
Cekmez and Karatas (2011) and Arbour (2012) reached similar results and stated that the
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frequent use of  as 3,14 confuses the student. In addition, while almost all of 9th grade
students answered the questions about the relationship between real numbers and the other
number sets correctly, it was seen that 8th grade students had various misconceptions on
this subject such as “numbers which are not irrational are called real numbers” or “real
numbers must be written in fractions”. Fischbein and his colleagues (1995) stated in their
study that the majority of 9th and 10th grade students are lack of knowledge about the
concept of ‘real numbers’.

It was observed that some students answered the questions correctly but the explanations
for the answer wrong. For example, although a large majority of both 8th grade and 9th
grade students confirmed that there is no number which is both rational and irrational, the
ratio of 8th grade students who were able to make a correct explanation for that is too low.
Similarly, Adigiizel (2013) mentioned some students who thought that rational numbers set
is a subset of the irrational numbers or vice versa. In addition, the root of perfect square
numbers was considered as both rational and irrational by some students. According to
Arbour (2012), students consider the representation of root as a signal for irrational
numbers.

It was seen that most of the students identified numbers like 34,2727... not to be real
numbers. Besides, there was an incompatibility between the ratio of students who defined
the given number as a rational number, and the ratio of students who defined the same
number as a real number. Similar incompatibility was seen for an irrational number. Giiven,
Cekmez and Karatas (2011) reached similar results for prospective teachers. They found
that the ratio of the prospective teachers who defined 2,077... and 3,14 as rational numbers,
was higher than the ratio of the prospective teachers who considered these numbers as real.
According to findings, there were students who considered that “some irrational numbers
cannot be represented on number line so they are not real numbers”. Similarly, Sirotic and
Zazkis (2007b), who conducted a study with prospective teachers, reached similar results.
Because, some prospective teachers stated that irrational numbers have no place in number
line.

Consequently, based on these results, it may be put forward that the main difficulties about
the relationship between rational and irrational numbers result from lack of knowledge
about rational numbers. So before teaching irrational and real numbers, students’
knowledge about rational numbers should be reviewed carefully.
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