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Rezime:

Singularni sistemi predstavijeni su u matematickom smishy kombinacijom diferencijalnih i algebarskih
Jednatina, pri demu ove druge predsiavijaju ogranicenje koje apste resenje mora da zadovolji u svakom tre-
nutky, Primera singularnih sistema ima skore u svim granama nawke i tehnike. Javljaju se cesto u elektro-
magnetnim kolima, dinamici robota i savremenih letelica, optimizacionim problemima { kao graniéni sludaj
singularno-perturbovanih sistema. Osnovea dinamicka analiza ove klase sistema u vremenskom domenn
podrazumeva ispitivanje stabilnosti kako sa pozicija Liapunova take i sa pocicija stabilnosti na konacnom
vremenskom intervalu. Mimo taga od posebne je vaZnosti | ofuvanje ove vaine osobine sistema i u prisustvu
razlicitih perturbacija kako bi se i u krajnje nepredvidijivim uslovima obezbedilo kvalitetno ponatanje siste-
ma. Ova sloZena problematika danas je predmet oblast upravijanja poznatijom pod nazivem teorija robu-
Finosti,

Klfudne reci: linearni sistemi, singularni sistenti, stabilnost u smisiu Liapunova, stabilnost na konadnom vre-
menskom intervalu, robustnost stabilnosti

ANALYSIS OF STABILTY ROBUSTNESS FOR LINEAR TIME INVARIANT
SINGULAR CONTROL SYSTEMS

Summary:

Singular systems are those the dynamics of which is governed by a mixture of algebraic and differen-
tial equations. In that sense the algebraic equations represent the constraints to the solution of the differen-
_ tial part. These systems are also known as descriptor, semi-state and generalized systems. They apear as a li-
near appraximation of systems models, or linear svstem models in many applications swch as electrical net-
waorks, aivcrafl dynamics, newtral delay systems, large-scale systems, inerconnected systems, econamics, op-
timization problems, feedback svstems, robotics, etc. The basic dynamic analysis in time domain is devoted to
the question af stability in the sense of Lyapunov as well as in the sense of finite time stability. Besides that, it
is of particular interest to maintain the systems characteristics under the action of undesirable perturbations
This question is in the connection with the problems treated well by the modern concept of stability robust-
ness within the area of control engineering.

Key words! linear systems, singular systems, stabilty in the sense of Lyapunov, finite time stability, robus-
iness.

Uvod ¢ine stanja, a samim tim i onemogucava nji-
hovo refavanje uobidajenim metodama koje
se koriste za refavanje ,normalnih” sistema.

U tom smislu, algebarske jednaine

Singulami sistemi predstavljaju dina-
micke sisteme opisane kombinacijom alge-

barskih i diferencijalnih jednadina, $to ne do-
zvoljava njihovo predstavljanje u klasié-
nom obliku vektorske diferencijalne jedna-

predstavljaju ograni¢enje nametnuto rede-
nju odnosno re3avanju dela sistema koji sa-
dr#i diferencijalne jednatine.
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Kompleksna priroda singularnih siste-
ma prouzrokuje mnoge poteskoée u njiho-
vom analitickom i numeric¢kom prouava-
nju a koje se ne javljuju kada su u pitanju
tzv. normalni sistemi. U tom smislu od po-
sebne su vaZnosti pitanja postojanja i je-
dinstvenosti refenja, konzistentnih pocel-
nih uslova i impulsnog ponasanja. Neka od
ovih pitanja bi¢e najpre razmotrena, a radi
Sto boljeg razumevanja suStinskih proble-
ma koji su predmet izlaganja u ovom radu.

Pregled najnovijih rezultata i iscrpan
uvid u do sada publikovane radove moZe
se na¢t u sledeé¢im referencama: Bajic
(1992), Campbell (1980, 1982), Lewis
(1986, 1987), Debeljkovic at el (1996a,
1996bh, 1998) i u dva tematska broja éaso-
pisa Circuits.

Primeri singulamih sistema u tehnici
su veoma brojni. U tom smislu od poseb-
nog je interesa rad Stevens (1984) koji u
dinamici projektila prepoznaje, modelira,
simulira i analizira posebnu klasu singular-
nih sistema, proisteklih iz strukturnih ogra-
nienja razmatranog objekta automatskog
upravljanja namenjenog vojnim potrebama.

Preliminarna razmatranja

Matematicki opis ovih sistema u pro-
storu stanja izgleda ovako:

Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t),
x, (1) = Cx(1),

x(1,)=x,

(1)

gde je matrica £ u nekom smislu obave-
zno singularna, x(1)e R"  vektor stanja,
u(r)e R™ vektor upravljanja. Konstantne
matrice A, B,C su odgovarajuéih dimen-
zija.

Ako je matriéni par (sE — A) regu-
laran, tj. ukoliko je:

det(sE-Ay=20,5e £ (2)

tada redenja sistema, datog jed. (1), postoje
1 jedinstvena su, a ukoliko su im pridruZeni
konzistentni pocetni uslovi, ona su glatka
(ne sadrze impulse) i mogu se dobiti u za-
tvorenom obliku.

Resenje ,normalnog” sistema jedna-
¢ina moZe se odrediti kako u slobodnom
tako i u prinudnom radnom reZimu, za pro-
izvoljne pocetne uslove. Zbog singularnog
karaktera razmatranog sistema diferencijal-
nih jednacina, svi moguci pocetni uslovi ni-
su prihvatljivi. Oni pocetni uslovi koji su
prihvatljivi nazivaju se konzistentnim.

Osnovno obeleZje konzistentnih po-
cetnih uslova je da oni generisu glatka re-
enja, a ako se razmatranom sistemu jedna-
ina pridruZe nekonzistentni uslovi, javice
se impulsno ponasanje na pogetku njihove
integracije.

Skup svih vektora x, koji obrazuju

potprostor konzistentnih potetnih uslova, u
oznaci W, , moZe se odrediti na osnovu sle-
decih rezultata.

Osnovno geometrijsko orude u karak-
terizaciji potprostora konzistentnih podet-
nih uslova je sekvenca potprostor, odrede-
na sa:

Wn — Rn ¥
" _ (3)

We=4" (EW), j20, @
gde A7'(-) predstavlja inverzni lik () pod
dejstvom operatora 4.

Lema 1. Sekvenca potprostora {i,
W, W, ...} formirana je tako da zadovolja-
va:

Wy W|:'W1:JW5:J... [5}
Stavise, moZe se napisati:
NA)CW,, V20, (6)

pri &emu postoji nenegativan ceo broj
k = 0, takav da je:
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Wer =Wy, )
tako da vazi:
Wei=W, Vjz1. (8)

Ako je k* najmanji nenegativni ceo
broj koji zadovoljava prethodnu jednainu,
tada je:

W nN(E)= {0}, k=2k*, (9)
pod uslovom da je (AE — 4) invertibilno, za
neko 4 € R [26].

Dokaz. Otigledno je da je W, < W,,

pa pretpostavimo da je W, ¢ W.,. Uo&imo
da vazi:
W =A"EW, cAEW, =W, (10)
pa je time matematitkom indukcijom do-
kazana jed. (5). U ovim razmatranjima
E'i A su linearni operatori koji preslikavaju
prostor X u visedimenzionalni realni, vek-
torski prostor X". anaz da vazi jed. (6) je
trivijalan, poto je ™'V o N(4) za bilo koji
lineami vektorski prostor ' — X'= R". Posto-
Jjanje broja & koji zadovoljava jed. (8) sledi iz
strukture niza datog jed. (5), kao i &injenice
da je prostor X konatne dimenzije.

Da bi se dokazalo da vazi izraz dat
jed. (9), potrebno je samo dokazati da on
vazi za k = k*, posto je Wy = Wi, k = k*,
zbog jed. (7-8). lzabraée se A e R takvo
da je (AE — A4) invertibilno. Neka je:

E=(AE-AY'E, A=(AE-A)'4. (11)
Uoéimo da vazi;
(AE-A)=1, (12)

tesu £ i A komutativne, tj. AE = EA.
Usvojimo nesingularnu modalnu ma-
tricu M, tako da je:

E:M[g” G}M",
3. Hf 0 (13)
J‘-I:MI: QB_ ]M_I,

0 AN-=T

gde je Oy nesingularna matrica, a N nilpo-
tentna matrica.

Primetimo da je (AN — I) nesingular-
na. Otigledno je N(E)=N(E), pa je do-
voljno pokazati da je:

W,. AR(E)=0. (14)
PokaZimo sada da je:
W,.=A EW,.. (15)

Iz jed. (7-8) sledi da je Wi=A4"' EW,.,

pa sledi AW,. < EW,.. MnoZenjem sa le-

ve strane sa (AE-A4)"' dobija se
AW,. C EW,., dakle W,. c A" EW,. . Ako
je dalje xe AEW,., onda je Ax = E‘qz‘a
neko q e W,., odakle imamo 4x = Eq. Da-
lje sledi da je xe 47 EW,. =W,., to po-

vlati da je A~ Elﬁ. c W,.. pa je time tvr-

denje dato jed. (15) dokazano.
Pretpostavimo da je

xelW.nm H{E‘]. Moie se pisati:

Ax=Ey", y"ew,.. (16)

Jednostavnim izraCunavanjem dobija
se EAx = AEx=0=E"y" | tako da je:

Ax=Ey" EyV =0, yVew,.. (7

Dokazimo sada 1ndukcunm da, za
svaki broj j = 1, postoji y? takvo da je:

AJx:E;}'m, .E'"lj"t‘” ='[|, Y 3] eW.. [IE]
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Tvrdenje dato jed. (18) je taéno za
= | usled jed. (17), pa pretpostavimo
da je tatno i za j. MoZe se pisati:

;Iy‘-” = EyU  ylish eW,. (19)
pa, koristeci jed. (18), sledi:
4:1’:11]= AE'y) = B! gy = 20)
= Ereiyte),

Uotimo da je:
0=AMEx=EV'x=E"0 @)

¢ime je induktivna hipoteza potvrdena.

Da bismo zavriili dokaz leme, pretpo-
stavimo da je N" = 0 i usvojimo j = v u
jed. {(18). lz matriénih reprezentacija datih
jed. (13), sledi da E"*'y" =0 implicira

E*y™ =0, pa je zbog toga:

A'x=0Ex=0 (22)

Kako su Oy i (AN — I) nesingularne,
jedino moguce reienje je x = 0, §to potvr-
duje uslov jed. (14), a time i jed. (9), 5to se
i trazilo.

Teorema 1. Pod uslovima Leme |1, xg
je konzistentni pocetni uslov za sistem u
slobodnom radnom rezimu, dat jed. (1),
ako 1 samo ako je xp € Wi Stavide,
Xy generie jedinstveno relenje x(f) &€ Wi,
t=0.

Dokaz. Neophodnost. ako refenje po-
stoji, ono je jedinstveno ukoliko je
{AE — A) invertibilno za neko A € R. Pret-
postavimo da xg generlﬁe glatko I‘¢§¢I'I_|¢
x(f) € X, pa tada Ex'" = Ax povladi da je:

w,,x"(0) e W,. (23)

Pokazace se da je za svako p = 0,

x(ew, ,,0<j<p.

(24)

Ovo je ofigledno tatno za p= 0, 1, ta-
ko da se tvrdenje dato jed. (24) dokazuje
indukcijom. Pretpostavimo da jed. (24) va-
2 za m.-ku P 2 0. Uotimo da vazi
Ex¥* V= gx® , pa je zbog toga:

x\"D(0) & W,.x'"(0) € W, "W, =W,

(25)

Po&to vazi i Ex¥' = Ax” " ima se da

je:

X" e W, NW,. (26)
Sli¢no se pokazuje da je:

x0)eW,, ,0Sj<p+l, (27)

i induktivna hipoteza je dokazana. Ono 3to
Je ovde bitno je da je x(0) € W, za svako
p 2 0, pa sledi da je x(0) € W, §to doka-
zuje neophodnost.

Dovolinost:  pretpostavimo  da je
x(0) = x € Wp i_uoéimo da je
AW = EWi. Ako j Je W bazisna matrica
za W., moZemo pisati:

AW =EWA , (28)

za ncku (jedinstveno definisanu jed. (9))
kvadratnu matricu A, dimenzije jednake
dimenziji Wi.. Neka je x, = Wz, i re§imo
jednaéinu:

2(1)=Az(1), z(0)=z,. (29)

Vektorska funkcija x(f)=Wa(r) e
eW,,, tz0 je realna, analititka i zadovo-
ljava poetni uslov x(0) = xy. Ona je jedin-
stveno refenje jed. (1), za slobodni radni
rezim, poito je:
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Ex(t)— Ax(1) = EWa(t) - AWz(t) =

= EW (i)~ Az(1)) =0, (>0, (30)
Ovim je dokaz teoreme zavrien.
Potprostor  konzistentnih  pocetnih

uslova, sistem u slobodnom radnom rezi-
mu, moze se odrediti prevodenjem pola-
zZnog sistema na njegovu normalnu kano-
nicku formu:

X, (=4, X, (A4, X, (6), (31)

0=A, X, (1)+4 , X, (0). (32)

Tada algebarski deo sistema u potpu-
nosti defini3e taj prostor, odnosno:

0=A,X,,+4 X, , (33)
ili, u ekvivalentnoj notaciji:
W, =N([4, 4]). (34)

Rekapitulacija osnovnih rezultata

Rezultati vezani za analizu robustno-
sti stabilnosti pojedinih sistema obiéno su
osnovani na nekim ranije izvedenim rezul-
tatima ili prilazima. Zbog toga ¢e biti
izloZeni neki od rezultata neophodni za bo-
lje razumevanje osnovnih doprinosa ovoga
rada, bez ograniéenja na regularnost singu-
larnog sistema. To znaéi da nije neophod-
no da uslov dat jed. (2) bude ispunjen.

U prvom delu izlaganja traZe se uslo-
vi koji garantuju osobinu priviadenja za
sva ili samo jedan podskup kretanja singu-
larnog sistema u prostoru stanja, $to u
osnovi odgovara prilazu koji se neguje u
ljapunovskom konceptu stabilnosti. Samim
tim bi¢e omogucena 1 procena ,,slabog® do-
mena privlatenja, odnosno skupa pocetnih
stanja sistema koja generiu resenja sa po-
menutom osobinom.

Za ove potrebe posmatra se singularni
sistem opisan jed. (31-32), koji je nastao
primenom linearne nesingularme matriéne
transformacije na polazni sistem u slobod-
nom radnom rezimu, dat jed. (1). Samim
tim vazi:

I o0 A 4,
ET = . AT= ;

0 0 A, A,
gde je x(1) = [x| () x5 (N]" € R" dekom-
ponovani vektor stanja pri éemu je

(35)

xi (DeR™, x] () eR™ prin=n,+n,.

Matrice 4,, =1,2....4, su odgovarajucih
dimenzija. Dalje je :

det(ET) = detEdetT = 0, (36)

pri éemu je detT'# 0.

Uslov regulamosti, dat jed. (2), za sistem
u obliku jed. (31-32), transformise se u;

det(c] — A))det(=4s=4; (cI-4,) "' 4:) 20
i (37)
(i

det Aydet((c] —4))-A:4]'45) =20, (38)

pod uslovom da je matrica A, nesingularna.
Oznatimo sa ¢, skup svih vektora

konzistentnih pocetnih uslova singularnog

sistema datog jed. (4142). Sa M € R"

oznadimo linearnu visestrukost odredenu
jed. (33) kao:

M= {x(NeR": 0=A;x, (f) + 4x: (1)}.
(39)

Za sistem dat jed. (31-32), u op-
Stem sludaju @, < M, pa u tom smi-
slu vektor konzistentnih poletnih uslova
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X = [x]; x1;]" mora da zadovolji Asxie +

A ;x4 =0, ili u ekvivalentnoj notaciji:

X €, © M= R([4; 4i)). (40)
Medutim, ako se pokaze da je zadovo-
lien uslov ranga, dat jednatinom:

rang[4; A;] =rang A, (41)

tada je otigledno da je

p, = M=N([4: A4])[2] i izraunavanje
@, ne zahteva nikakva dopunska izratuna-
vanja, sem svodenja singularog sistema,
datog jed. (1), na svoj kanonicki oblik dat
jed. (31-32), [18, 19].

Posto je transformacija data jed. (1)
nesingularna, konvergentnost relenja obe
jednaéine je ekvivalentan problem. [sto va-
Zi i za osobinu ogranienosti redenja ovog
sistema.

Definisaée se slab domen privlaéenja
nultog redenja x(¢) = 0 jed. (31-32) kao:

A
D= {x,eR, x,e M, 3Ix(t,x,),

!im [Ix(t, x )|l = 0. (42)

Koristi se termin ,slab” zbog toga §to
resenja jed. (31-32) ne moraju biti jedin-
stvena, tako da za svako x,e W, mogu
postojati reSenja koja ne konvergiraju pre-
ma ishodiitu. Koristice se Ljapunovljeva
direktna metoda za odredivanje procene
D, skupa D (D.c D) Pri tome se ne zah-
teva ispunjenje uslova regularnosti.

Za sistem opisan jed. (31-32), kvazi-
ljapunovska funkcija moZe biti izabrana kao:

Vx(0)=x, (NPx, (1),

P=pP'>0,PeR"™ (43)

Totalni izvod funkcije ¥ duZ reSenja
x(r) sistema datog jed. (31-32) je:

V(x(t)= x| (OPx,()+ x| (OPX (D)
= (x| (DA + x5 (D43)Px, (1) +
+x] (OP(A, x, (1) + 4, %, (1)
=x (AT P+ PA)x,(6)+
+x| (OPA , x, (O)+x (DA} Px, (1).
(44)

Ako je V (x(1) negativno odredena
funkcija, onda za svako xo € M, ima se da
l[xsl-> 0, kada t—> oo, Da bi

lim [|x; (0| 0, (45)

potrebno je uspostaviti odgovarajucu vezu
izmedu kovektora x; (f) i x; (1).
Pretpostavimo da je uslov ranga:

rang[4; Ay =rang A;=r<m, (46)
zadovoljen, $to na osnovu ranije izloZenog
povlagi @,=R([4, 4,]). Poslediéno, tada
postoji matrica L koja zadovoljava sledecu
matri¢nu jednadinu [28]:

0=A;+ A L, (47)

gde je 0 nula matrica iste dimenzije kao
i matrica 4 ,.

Na osnovu jed. (46) i jed. (47), ukoli-
ko refenja sistema datog jed. (31-32) po-
stoje, tada postoje i resenja x(f) Cije su
komponente povezane na sledeci nadin:

(48)

Uzimajuéi v obzir uslov ranga, jed.
(46), sledi da je R([L~1, D)< N([4; 4i)).

x: (1) = Lx; (1), VteR.
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Da bi se to pokazalo, usvaja se proizvoljno
x* e N([L-1 ]t x*= Lx*,

gde je L bilo koja matrica koja zadovoljava
jed. (47). MnoZeti sa desne strane jed. (47)
vektorom x,*, uz koridéenje jed. (46), lako
se dobija:

0= Asx)*{1) + Ay Lx* (1)

=4 x* (1) + A xx*(1), (49)

§to pokazuje da x*eN([4; 4.]). Prema to-
me N((L—1, 1)< N([4: 4.

Procena slabog domena priviaienja
data je sa:

D ={x(NeR": x(eR([L -1, D}cD

(50)
Iz jed. (44) i jed. (48) dobija se:

V(x(t) = x| (0((A, + A4, L)' P

+ P(A, + 4, L)) x, (1), (51)

koja je negativno odredena funkcija u od-
nosu na x, (f) ako je:
QTP+ PQ=-G, Q=A\+A:L, (52)
gde je G realna, simetriéna, pozitivno odre-
dena matrica. Sada se moZe izneti rezultat;
Teorema 2. Neka je zadovoljen uslov
ranga, dat jed. (46). Tada je procena, D,,
potencijalnog (slabog) domena privlaéenja
D nultog refenja datog singularnog sistema
odredena jed. (50), pod uslovom da je ma-
trica L bilo koje redenje jed. (47), a Q = A4,
+ A L Hurvicova matrica. Stavise, D, nije
jednoélan skup, tako da postoje redenja si-
stema datog jed. (31-32), razli¢ita od nul-
tog reSenja, koja teze (konvergiraju) prema
ishodistu faznog prostora kada vreme neo-
graniteno raste ({— <),

Dokaz. Na osnovu uslova ranga, jed-
nacina (46), sledi da je:

@, = N([4: 4d]). (33)
lzaberimo sada takvo x, da:
x,€ N((L-1T, )). (54)

Otigledno je da je xp vektor konzi-
stentnih pocetnih uslova u trenutku

t=1g, s obzirom da je:

H([L"IH,]EN([& A =9,. (35)

Jasno je sada da relenja x(r, xp) siste-
ma datog jed. (31-32) koja polaze iz tatke
Xppostoje. Bududidaje Q2 =4, + A, L Hur-
vicova matrica, onda, prema poznatim re-
zultatima Ljapunovljeve matriéne teorije,
postoji jedinstvena simetri¢na, pozitivno
odredena matrica P, koja zadovoljava jed.
(52). Prema tome, F{x()), definisana jed.
(43), pozitivno je odredena funkcija u od-
nosu na x; (f) i njen totalni izvod duz rese-
nja jed. (31-32) ograni¢en jed. (43) je ne-
gativno odreden tako da:

lim [|x, (1) 0, (56)

sve dok:

xge N ([ L-1, D). (57)

Jed. (48) obezbeduje i:
lim [[x; (9] = lim [[Lx, (1] <

< ||L|| .!LT [lx; (5] = 0. (38)

Posto W([ L - 1, ) nije jedno&lan skup,

tada postoje refenja sistema datog jed.
(31-32) sa pogetnim vektorom x, # 0 € R”
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koja teZe ishodistu faznog prostora kada

+— 0, Prema tome, D, ima viie od jednog
elementa $to dokazuje Teoremu.

Izneti rezultati omoguéavaju da se is-
pita osobina privlaenja nultog ravnote-
Inog stanja linearnih kako regularnih, tako
i iregularnih singularnih sistema, pod
uslovom da su ispunjeni zahtevi koje na-
mece jed. (46), a $to je od posebne vaino-
sti za kasnija ispitivanja osobine robustno-
sti razmatranog sistema.

Razmatraju se linearni singularni si-
stemi u slobodnom radnom reZimu, opisani
svojom vektorskom jednatinom stanja, jed.
(1) a definisani na vremenskom intervalu
r={ty, fo + T}, gde veli¢ina T moZe da bu-
de pozitivan realan broj, ili simbol +o, ta-
ko da se stabilnost na kona¢nom vremen-
skom intervalu i prakti¢na stabilnost sled-
stveno, mogu razmatrati jednovremeno. Ja-
snojeda re R.

Skupovi od interesa Sy, koji se kori-
ste kao granice do kojih doseZu moguce
trajektorije sistema su vremenski nepro-
menljivi. Sta viSe, za njih se pretpostavlja
da su otvoreni, povezani i ograniceni, tako
da vaZi:

S, ={x()eR"||x() |} < p, Yx(r)eW,\{0}}
(59)

ili:
o) = O eR" I x(D3<p}  (60)
ili:

Si(p) ={x(eR"|Ix () F<p}.

k=12, 6D

gde je O realna, simetri¢na, pozitivno odre-
dena matrica a W potprostor konzistentnih
podetnih uslova.

Sa §, oznacen je skup svih poéetnih
stanja sistema x(f) = X, a sa Sy skup
svih dozvoljenih stanja sistema na razma-
tranom vremenskom intervalu, tako da je
Sg = Sﬂ.

Definicije stabilnosti

Definicija 1. Sistem, dat jed. (1) je sta-
bilan na konaénom vremenskom intervalu
u odnosu na {r, & f, O} ako i samo ako
postoji xo € W, koji zadovoljava uslov:

lixollg < @, (62)
povlatdi da je:
Ix(nllg<B, Vier, [21,22] (63)

Definicija 2. Redenja sistema, datog
Jednacinama (31 i 32) su prakticno stabil-
na u odnosu na {r, a, &, By, B, B T} ako

i samo ako postoji xo € W([4; 44]), koji
zadovoljava uslove:

Ixol’ <y, lxpll* <a,, (64)
povlaéi da je:

Ix(O)ll< B, Yeer, B, +p, <p,[4)(65)

Glavni rezultati

U teoriji automatskog upravljanja od
posebne je vaZnosti ouvanje odredenih
osobina sistema i u prisustvu izvesnih per-
turbacija u modelu sistema koje mogu na-
stati iz vife razloga. Tu se prvenstveno mi-
sli na netaCnosti prisutne u matemati¢kom
modelu procesa, a proistekle iz nemogué-
nosti da se isti , savrieno” izmodeliraju, za-
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tim usled uticaja spoljadnjih dejstava koji-
ma se znacajno menja dinamika sistema,
nedovoljno taénog prikupljanja podataka
o merenim veli¢inama, nepravilnog rada
pojedinih komponenti upravljatkog siste-
ma i tome sliéno.

Dinamiéko ponaganje sistema u prisu-
stvu ,malili” perturbacija (odstupanja) raz-
matra feorija osetljivosti.

Problematikom o¢uvanja odredenih
osobina sistema u prisustvu velikih pertur-
bacija, kao i njihovom neosetljivoséu na te
promene, bavi se reorija robusmosti.

Za savremene sisteme automatskog
upravljanja, i sisteme uopéte, od posebne je
vaznosti ofuvati osobine stabilnosti, upra-
vljivosti, osmotrivosti, itd. Prema tome,
osobinu robustnosti ne treba uvek vezivati
za stabilnost, jer je ona interesantna i kada
su neke druge osobine sistema u pitanju.

Robustnost, pored svog teorijskog,
ima i veliki praktiCan znataj. Naime, kod
znatnog broja komponenti sistema odrede-
ne vrednosti njihovih parametara nisu do-
voljno taéno poznate, ali se znaju granice u
kojima se te vrednosti mogu kretati. Sa-
mim tim, od velikog je interesa poznavati i
utvrditi u kojoj meri i u kojim granicama
se menja dinamitko ponaanje razmatra-
nog sistemna, kada nedovoljno taéno proce-
njeni parametri uzimaju svoje ekstremne
vrednosti.

Znatajne razlike postoje u primeni
koncepta robusinosti na jednostruko preno-
sne 1 vilestruko prenosne sisteme. O tim
problemima, kao i 0 moguéim merama za
kvantifikaciju robustnosti, 0 domenima u
kojima se pomenuti koncept moZe prime-
njivati, kao i o nizu drugih, veoma znaéaj-
nih pitanja, zainteresovani se mogu upo-
znati iz navedene literature.

Za potrebe proutavanja robustnosti
ljapunovske stabilnosti razmatra se linearni
singularni sistem opisan izrazom:

Ey(1)= Ay(t)+ £, (y(1)), (66)

gde £, (y(1)) predstavlja vektor perturbacija.

Koriste¢i linearnu nesingularnu tran-
sformaciju, sistem dat jed. (66), moZe se
svesti na oblik:

X, ()= Ax, ()+ Ax, (0 + 1, (x(0),  (67)

0= Ayx, () + A,x, (1) + T,(x(0)), (68)

koji ofigledno odgovara normalnoj kano-
nickoj formi, pri Eemu je:

£,(v(0) = 1,(Tx(0)) = f(x(1)) = [::E’;Eﬂ

(69)
Pored toga, uvodi se i sledeéa pretpostav-
ka.

Pretpostavka 1. Vektor perturbacija
zadovoljava sledeci uslov:

f,(x(0)) =0, f{::[:}):[rf'{:m} n”’]r.

(70)
tako da se moZe napisati:
6 (x(0) =1, Lﬂﬂ}
: (71)

X, (1)
=1 |:L;-| (f}jn =1, (x, (),

pod pretpostavkom da je matrica L bar jed-
no redenje jednadine (47).

Teorema 3. Neka su Pretpostavka 1 i
Jjed. (46) zadovoljene. Tada netrivijalna re-
Senja sistema, datog jed. (67—68) tezZe isho-
distu faznog prostora kada r — +oo, ako je
ispunjen uslov:

L £ .

_ 9. (G)
IxIl ~ "' o

72
Py (72)

ITII'J(
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gde je P jedinstvena, realna, simetriéna
i pozitivno odredena matrica, koja predsta-
vlja resenje sledece Ljapunovljeve matrié-
ne jednadine:

(A, + A,L) P+ P(A, + A,L) = -2G,
(73)

gde je G proizvoljna realna, simetri¢na, po-
zitivno odredena matrica, a o([-]) i
Omad [-]) predstavljaju singularme vrednosti
matrice [-].

Dokaz. Neka

Vix(@)=x](t) P x(t), (74)

bude agregaciona funkcija za dati sistem.
Valja zapaziti da V' {1,{1‘ }:I >0 zaWx(N=0
i V(x,(1) = o, kada [x(t)]] - <. Da bi
sistem, dat jed. (67-68), posedovao svoj-
stvo privlatenja nultog ravnoteZnog stanja,
potrebno je da ¥(x(1)) < 0.

Diferencirajuci jed. (74) po vremenu,
a duz redenja razmatranog sistema, dobija
€.

V (x,(0) =x{ (1) Px, () +x] (1) P, (1)
=x{ ()((4, + 4. L) P+P(4, + 4, L))x, (1)
+2f" (x, (1)) Px, (1)

=x] (1)(=2G +2uP)x, (1), (75)
s obzirom da je:
£(x,(0) <, %, (). (76)

Prema tome, funkcija ¥(x, (1)) je Lja-
punovljeva funkcija za dati sistem. Sistem
poseduje osobinu privlaienja ako je zado-
voljena slededa matriéna nejednadina;

=20 +2u,P <0, (77

Sto je moguce zadovoljiti ako je:

2""I'I:"?rna:l: (P) < ZGI.r|1|r| (G)’ {TS}

¢ime se zavriava i dokaz ove feoreme.

Teorema 4. Pretpostavimo da vektor-
ska funkcija f(x{f]) ispunjava uslove date
Pretpostavkom | i da je istovremeno zado-
voljen i uslov ranga, dat jed. (46). Tada ne-
trivijalna reSenja sistema, datog jed. (67—
68) tefe ishodiStu faznog prostora kada 1
—» +o0, ako je ispunjen uslov:

- Ul'rlcin (Gi‘)

[E(ES] i 1 (79)
O, (G P)

Ix

gde je P jedinstvena, realna, simetrina i
pozitivno odredena matrica, koja predsta-
vlja resenje sledece Ljapunovljeve matrié-
ne jednadine:

(4, + AIL)}' P+ P(A + A,L)=-2G,
(80)
Dokaz. Neka:

V(x() = x| (1)Px(1), (81)

bude agregaciona funkcija za dati sistem.
Koristeci istu metodologiju kao u prethod-
nom slu€aju, dobija se:

?{1,} = —21{61&1 +2x, Pf(x) (82)

Meka je ispunjen uslov, dat jed. (79).
Tada je:
G (G P £, (0] 20, (G| x, |
(83)
jer je na osnovu Pretpostavke 1:

o l=Ife] (84)
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Ako se iskoriste sledece nejednakosti:

| G'%Pr,zﬂgum{s‘ip}]| 6] 6
4 1

lo*x, |20, GHx | (86)

| povezu sa nejed. (83), dobija se:

IG'%H, ” < | Gx, ‘ , (87)

odnosno:

(G PEY (G '*x,} < (G'x,) (G7x,)

(88)
ili:
f/ Px, < x/Gx,, (89)
i konaéno:
-2x, Gx, + Ex:rPf,[I) =0. (90)

Na osnovu prethodnog rezultata lako
se konstatuje da je funkcija V(x, ) pozitiv-
no odredena u odnosu na x; a njen totalni
izvod duz redenja sistema je, ogigledno ne-
gativno odreden, tako da se moze pisati:

lim| x,¢, x,) | > 0
za IQEN([L—I,& ])
Imajuci u vidu linearnu zavisnost iz-

medu kovektora stanja, jed. (48), moZe se
konstatovati:

(91)

| x:0630) =] Lx,(.x0) | <
<L) | x (%) | (92)

Sto dovodi i do sledeeg konacnog za-
kljucka:

lim| x,(¢, x,) | = 0
za anN(l:L—I,,J :D

&ime je zavrien trazeni dokaz [23].

Kada je u pitanju stabilnost na konaé-
nom vremenskom intervalu, moguce je dati
sledeéa dva rezultata,

Teorema 5. Sistem dat jed. (16.1) je
stabilan na konaénom vremenskom intervalu
u odnosu na {r, & £, 0}, a < f, ako su is-
punjeni sledeéi uslovi:

(93)

(AM) +24)t <in(Dy,
&
Ie, (vo) < all Byl = comst.,  (95)

(94)

gde je:

B x' (OMx(e): x(1)e W, \ {0},
MM"’"“’“"{ ' (NE"PEx(f)=1]’

(96)

a

M=A"PE+E"PA (97)

Dokaz. Ako se agregaciona funkcija
usvoji kao:

V(v())=y" (DE"PE y(), (98)

tada ona predstavlja pozitivno odredenu
kvadratnu formu na {W, \{0}} ako je ma-
trica P= P> 0.

Diferencirajuéi ¥(y(1)) duZ kretanja
sistema, datog jed. (66), dobija se:

V(y(0) =y (X A" PE + ET PA)Y(1)

+2y" (OE' PS, (y(1)),
(99)
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odnosno, koristeci jed. (96) i jed. (97), do-
bija se:
V{y) < (AM) + 20 (y(0).  (100)

Integraljenjem prethodne nejednadi-
ne, dobija se:

V(y(n) <V (y,)etmamr, (101

a koristeci €injenicu da je ||y, El%. < el jed.
(94), nije tesko pokazati da vazi:

Y (DQy(1) =y E"PEY(1)= |ly(llg < B,

(102)
Sto je i trebalo pokazati.

Teorema 6. Neka su Pretpostavka | i
jed. (46) zadovoljene. Tada su netrivijalna
redenja sistema, datog jed. (67-68), stabil-
na na konaénom vremenskom intervalu u
odnosu na {7, a, &, k. I}, a< G, ako su
ispunjeni sledeéi uslovi:

z{ﬁ[Aj} + y}; < [nﬂ‘ (103)
o
B,
L <= 104
| L B (104)
[MENG) ESTENGY (105)

gde je matrica 4, definisana sa:

=-;-((A + ALY + (A, + 4,L))
(106)
Dokaz. Dokaz se zbog svoje preo-

bimnosti izostavlja a u celosti se moke naéi
u Debeljkovié et al. (1986b).

Za dalja razmatranja robustnosti, od
interesa je opis linearnog singularnog siste-
ma u obliku:

Ex(1) = Ax(r)+ £, (1, x(1)), (107)

gde matrice £ i 4 zadovoljavaju neki od
dovoljnih uslova koji obezbeduju stabil-
nost na kenacnom vremenskom intervalu,
Melinearna, nestacionama funkcija predsta-
vlja najopstiji oblik perturbacija koje delu-
Jju na sistem, a ukljucuje i netaénost mode-
Ilran_]a tako da se eksplicitan izraz za
£,[()]' ne moZe dati. Zbog toga je realno
pretpostaviti da su bar poznate neke mogu-
¢e granice vektora perturbacija i njihovo
odredivanje predstavlja osnovni zadatak
ovog odeljka, i to tako da nominalni sistem
zadrzZi zahtevane osobine stabilnosti.

U posebnom sludaju, sistem, dat jed.
(92), moze se predstaviti u sledeéoj formi:

Ex(1) = Ax(t) + Fx(t), (108)

gde E, A, F € R""", a Fx(r) predstavlja
perturbacioni vektor.

Koristeci linearnu, nesingularnu tran-
sformaciju sistem, dat jed. (108), moZe se

prevesti u svoju normalnu kanonitku for-
mu:

X, (1) = Ax, () + Ax, () +
+Ex, (1) + F,x,(1), (109)

0= 4;x,(0)+ 4%, (D), (110)

gde 1(:}:[x,"'{r} x;.“}]r ne mora obave-

zno da predstavlja stvarni vektor stanja si-
stema. U ovom slufaju vektori Fix;(¢)
i Fax3(1) predstavljaju perturbacije modela.
Matrice F, i F> ne moraju biti poznate u
potpunosti, a za ova razmatranja je dovolj-

Fr0)=0,vr
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no poznavati granice njihovih normi. Da bi
se pojednostavila naredna izlaganja, usvaja
se sledeca pretpostavka.

Pretpostavka 2. Neka matrica L zado-
voljava jed. (47) i neka g, i = 1, 2, 3 budu
takvi pozitivni brojevi da:

& lls&, |5 llse, IL e, (111)

Neka sa H bude definisana matrica;

H=(A +AL P+P(A +AL)+el
1 2 "
(112)

gde:

£=2A(P)g, +£,8,). (113)
Sada je moguée izloZiti sledeée rezul-
tate.
Teorema 7. Meka su Pretpostavka 2 i
jed. (46) zadovoljene i neka je matrica Q
definisana na slede¢i naéin:

Q=diag|P 0, | (114)

koja je realna, simetri¢na i pozitivno odre-
dena. Tada postoje {7, a, £. O} — praktic-
no stabilna resenja sistema, datog jed.
(109-110), koja zadovoljavaju jed. (45),
ako je ispunjen sledeéi uslov:

p

e <In=—,
o

Yier, (115)

gde a, f e Ri u= A(HY/A(P) kada je
A(H) = 0, ili p = A(HYA(P), kada je
A(H) = 0, gde je matrica H definisana jed.
(112 = 113), a L zadovoljava jed. (47). Sta-
vise, ako je A(H) < 0, tj. ako je matrica H
negativno poluodredena, tada je 7= [0,+=)
i moguce je usvojiti &= 4.

Ako je A(Z) = 0, tada je
r=[0, T], T <+, a da bi se obezbedilo
da T'=0, mora da bude o < /.

Dokaz. Jedina razlika u odnosu na do-
kaze prethodnih rezultata je Cinjenica da
izbor agregacione funkcije sada treba izvr-
Siti na sledeci nacin:

V(x(0) =x{ () (A + 4,L)" P+ P(4, + 4,L))x,(1)
=x[(O((F, + FLY P+ P(F, + F,L))x,(0).
(116)

Koristeci sada Prefpostavku 2, dobija se:
x[ (O((F + FLY P+ P(R + FL))x, (1) =
=2x] ()P(F, + F,L)x, (1)
< 20PN A1+ 11 FIH LD, @)
< 2A(P)(g, +&,8,)| x, (1)’ =
=ex; (01, x, (7).

(117
Iz prethodne jednagine sledi:

V(x(0) = X[ ()((A, + ALY P+ P(A + A,L))x,(1) +
+ex; (01, x,(0) < x{ (VHx,(0) < ACHD| 5, (DI .

(118)

Preostali deo dokaza identian je veé
izloZzenim postupcima, pa se stoga ovde ne
navodi.

Teorema 8 WNeka su Pretpostavka 2 i
jed. (46) zadovoljene i neka je matrica
Q) definisana jed. (114). Tada postoje {r,
a, f, O} — prakticno stabilna reienja
sistema, datog jed. (109-110), koja zado-
voljavaju jed. (45), ako su ispunjeni sledeci
uslovi:

By

pt < In—
o

ILI*< B,/ B, .

Yt e, (119)

(120)
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Propratni tekst i dokaz ove Teoreme
ni u ¢emu se ne razlikuje od prethodne, s
tom razlikom da umesto matrice Z, treba
uneti matricu F [16].

Teorema 9. Neka je A, = {1, a, A,
B} i neka su zadovoljeni uslovi Teoreme
7. Tada je procena D, potencijalnog dome-
na {7, & M, B} — praktitne stabilnosti si-
stema, datog jed. (109-110), definisana
sledec¢om jednacinom:

D.(a)=
x(eR":
= x{f}E{N([L -1, ) nS(@)nS,(ah / f).[!
(121)

Dokaz. Sledi direktno iz prethodnih Teo-
rema [16].

Numericki primeri

[lustrujmo primenu prethodno izloze-
nih rezultata na konkretnim primerima.

Primer 1. Linearan singularan sistem
sa standardnim perturbacionim &lanom, dat
je svojom kanonitkom vektorskom dife-
rencijalnom jednacinom stanja [23].

Lo 13 Ha
xdr}rwl ﬂl,[} 5

ol 0L uf0 1.
=g O RO

Pretpostavka 1 je zadovoljena, tj.:

£(x()) = [f' {‘“ﬂ

0

:}xz{r]ﬂ}{x{r]]

Zadovoljen je i uslov ranga:

100 1 R
] = P =
TME G 11 Bl

a na osnovu sledece matrine jednacine:

oo W1

odreduje se i nepoznata matrica L.

-1 =1
L=
10
Polazni nominalni singularni sistem je
regularan, 5to se mozZe lako proveriti koris-

éenjem izraza, datog jed. (38).
Usvaja se matrica G = G':

5 5
G =

5 10
a odgovarajuéa matricna Ljapunovljeva
jednatina dobija sledeci oblik:

(S
O I

sa refenjem:
P= SO e F a1
L5

Na osnovu Teoreme 3. za usvojeno G
i odredeno P dobijaju se sledece singularne
vrednosti relevantnih matrica:

& yin (G) = A s (GGT) =191
G ax () =Jlm (GG") =833

pa su granice, pri kojima perturbovani si-
stem zadr#ava svoje osobine, date sa;
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_ S (G)

=0,23.
T e (F)

U primeni Teoreme 4. potrebno je
sratunati vrednosti sledecih matrica:

pa su odgovarajuce singularne vrednosti
matrica date sa:

Cun =1,38 G, =2,69
pa je konatno i

p, =051,

Moze se pokazati da ukoliko se usvoji
G = [ matrica P uzima vrednost:

1 0

=]
Fd =

pa su sledstveno granice dozvoljenih per-
turbacija odredene sa: p, =p,=p=1.

U literaturi je pokazano kako se moze doci
do najvide dozvoljenih granica perturbaci-
ja, §to ovde nije od interesa.
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