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Высокая стоимость выведения 
грузов на космическую орбиту 

объясняется высокой стоимостью ра-
кетных двигателей, сложной системой 
управления, дорогими материалами, 
используемыми в конструкции ракет и 
их двигателей и главным образом их 
одноразовым использованием.

В конце XX века удельная стои-
мость выведения полезной нагрузки 
на низкую орбиту для одноразовых 
и частично многоразовых носителей 
США и Западной Европы составля-
ла, примерно, от 10 000 до 25·000 $/
кг. Для транспортной космической 
системы «Space Shuttle» стоимость 
доставки 1 кг полезной нагрузки 
на околоземную орбиту составляет 
10 416 $/кг (в 2011 г.). Использова-
ние нового поколения одноразовых 
носителей типа «Atlas V», «Delta IV» 
и «Ariane V» должно привести к не-
которому снижению удельной сто-
имости выведения, но, не слишком 
значительному. Вследствие комплек-
са причин удельная стоимость вы-
ведения одноразовыми российскими 
ракетами заметно меньше. Напри-
мер, стоимость выведения носите-
лями «Союз» и «Протон» на самом 
деле составляют 2 400 и 2 100 $/кг 
соответственно. 

Многоразовая космическая систе-
ма предназначена для решения ши-
рокого круга задач в космосе, в том 
числе: 

 • Выведение на околоземную 
орбиту и возврат с орбиты полезных 
различных грузов; 

 • Транспортно-техническое обе-
спечение космических объектов раз-
личного назначения; 

 • Проведение аварийно-спаса-
тельных работ на орбите; 

 • Решение научно-технических 
и технологических экспериментов в 
космосе; 

 • Проведение международного 
контроля за космическим простран-
ством; 

 • Экологический контроль за 
космическим пространством и земной 
поверхностью; 

Создание, следующих друг за дру-
гом, поколений космической техники 
невозможно без умения решать, на-
верное, самое сложное уравнение ма-
тематической физики – кинетическое 
уравнения Больцмана. 

Развитие численных методов в 
динамике разреженных газов связано 
в первую очередь с использованием 
метода прямого статистического мо-
делирования процессов, описываемых 

кинетическим уравнением Больцмана
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Здесь f = f(t, x, y, z, ξx, ξy, ξz) – 
функция распределения молекул по 
времени, координатам и скоростям. 
f, f1, f , f1  - функции распределе-

ния, соответствующие скоростям 
пары частиц до и после столкнове-
ния, 1| | | |g g – относительная 
скорость, b–прицельное расстояние, 
ε – азимутальный угол в плоскости, 
перпендикулярной плоскости стол-
кновения. В практической реализации 
методы прямого статистического мо-
делирования, основанные на подходах 
Бёрда [1] (моделирование динамики 
ансамбля молекул) и Хэвиленда [2] 
(моделирование индивидуальных тра-
екторий молекул), оказались наиболее 
эффективными и их модификации с 
переменным успехом осуществляли 
победное шествие по вычислительной 
аэродинамике. К настоящему времени 
безусловный приоритет в динамике 
разреженного газа принадлежит ме-
тоду Бёрда, модификации которого 
трудами отечественных исследовате-
лей О.М. Белоцерковского, В.Е. Яниц-
кого, М.С. Иванова, В.А. Перепухова, 
А.И. Ерофеева, Ю.И. Хлопкова позво-
лили буквально на порядки повысить 
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эффективность метода. Суть метода 
заключается в том, что эволюция си-
стемы на малом промежутке времени 
Δt→0 расщепляется на два ясных фи-
зических процесса:

1. релаксацию в соответствии с 
оператором столкновений в кинетиче-
ском уравнении

( )f J f
t

∂
=

∂
2. свободномолекулярный перенос

f f
t

ξ
∂

= − ∇
∂

r

Это хорошо известная схема рас-
щепления первого порядка по Δt для 
любого операторного уравнения, 
но в данном случае она подкупает 
тем, что расщепляет динамику та-
кой сложной кинетической системы 
на два ясных физических процесса. 
Функция распределения моделиру-
ется N частицами, которые на пер-
вом этапе в каждой ячейке между 
собой сталкиваются в соответствии 
с частотой столкновения на протя-
жении времени Δt, а на втором, в те-
чение Δt, перелетают на расстояния 

j tξ Δ
r

. Центральным местом в мето-
де нестационарного статистического 
моделирования является процедура 
подсчета столкновений. Пара частиц 
выбирается для столкновения в со-
ответствии с частотой столкновений 
молекул вне зависимости от рассто-
яния между ними в данной ячейке. 
Скорости частиц после столкнове-
ния выбираются в соответствии с 
законами взаимодействия молекул. 
Хотя эффективность метода зави-
сит от довольно многих параметров 
схемы счета (установления, расще-
пления по времени, выхода на ста-
ционарный режим, шага по времени, 
сетки по пространству и т.д.), основ-
ные работы по совершенствованию 
метода посвящены улучшению про-
цедуры столкновений и уменьше-
нию статистической погрешности 
схемы, как основного момента, по-
зволяющего уменьшить количество 
частиц в ячейках и, соответственно, 
уменьшить оперативную память вы-
числительной машины и уменьшить 
время расчёта. Так, в работе [3, 4] 
была предложена модификация про-
цедуры столкновений для одного 

частного случая – максвелловских 
молекул, при которой результаты 
расчета практически не зависят от 
количества частиц в ячейке при их 
изменении от 40 до 6. В многих ра-
ботах предложен общий метод, неза-
висящий от сорта молекул, в котором 
на этапе столкновений подсистема 
частиц в каждой ячейке рассматри-
вается как N-частичная модель Каца 
[5]: 

1 1( , )t
t

ϕ ξ∂
=

∂

r

2 1 2 2 1 2 12 12 2
1 ( , , ) ( , , )N t t g d d

N
ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ σ ξ
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Моделирование столкновения 
сводится к статистической реализа-
ции эволюции не уравнения Боль-
цмана, а модели Каца в течение 
времени Δt. Время столкновения в 
модели Каца рассчитывается в соот-
ветствии со статистикой столкнове-
ния в идеальном газе по схеме Бер-
нулли. Эта схема позволяет исполь-
зовать существенно меньшее число 
частиц в ячейке и более мелкий шаг 
расчетной сетки. Анализ результа-
тов показал, что результаты расчета 
практически не зависят от количе-
ства частиц в ячейке вплоть до 2. 
Дело в том, что уравнение Больцма-
на с необходимостью требует пред-
положения о молекулярном хаосе, 
которое при том количестве частиц в 
ячейке, на которое способны совре-
менные компьютеры, выполняется с 
систематической ошибкой. Уравне-
ние Каца этого не требует и поэтому 
этап столкновения рассчитывается 
как чисто марковский процесс. А с 
другой стороны, при N→∞ имеет ме-
сто полная эквивалентность модели 
Каца и пространственно однородно-
го уравнения Больцмана. Таким об-
разом, разработанный Белоцерков-
ским – Яницким подход [6]: 

- даёт путь построения эффектив-
ных численных схем, обеспечиваю-
щих возможность решения трёхмер-
ных задач аэродинамического обтека-
ния; 

- решает важнейшую методологи-
ческую задачу эквивалентности чис-
ленного метода решению кинетиче-
ского уравнения. 

При разработке метода прямого 
стационарного моделирования – дви-
жения пробных траекторий – Хэви-

ленд вынужден был привлекать урав-
нение Больцмана в следующем итера-
ционном виде:

( )
( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1 1( )
k

k k k kdf f f f f gbdbd d
dx

ξ ε ξ− −′= −∫
Наиболее очевидно связь методов 

Монте-Карло и кинетического уравне-
ния устанавливается для линеаризо-
ванного уравнения в виде [7]

1 1 1( ) ( , )d k K d
dt
ϕ ϕ ξ ξ ξ ϕ ξ= − + ∫

когда для него в соответствии с ядром 
интегрального уравнения строит-
ся процедура Улама-Неймана [8, 3]. 
Уравнение записывается в интеграль-
ном виде:

0( )( )
0 0( , , ) ( , ( )) k t tt x t x t t e ξϕ ξ ϕ ξ − −= − − +

( )( )
1 1 1( , ) ( , ( ), )k tK e x t d dξ τξ ξ ϕ τ ξ τ ξ ξ τ− −+ − −∫

В более удобной записи, соответ-
ствующей фредгольмовскому типу II-
рода, оно будет иметь вид

1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , , , ) ( , )t y t y P t y t y t y dy dtϕ ψ ϕ= + ∫
где y означает фазовое пространство 
(x, ξ). 

Для молекул твердых сфер вид 
ядра этого интегрального уравнения 
был выведен Гильбертом [7]. В без-
размерной форме:

2 2
1 1

2 2
0 1

2

( )2k d gP e g e
g g

ξ ξ ξ
π

− ⎡ ⎤
= − − ×⎢ ⎥

⎣ ⎦
2

2 1
0

1
1k d te ge d

ξ
ξ

π
−× ∫

Решение строится следующим 
образом. Уравнению Фредгольма II-
го рода сопоставляется однородная 
цепь Маркова с начальным распреде-
лением, соответствующим начальной 
функции распределения

[ ] 0( )( )
0 0( , ) , ( ) k t tt y t y t t e ξψ ϕ ξ − −= − −

и матрицей перехода, соответствую-
щей ядру. В этом случае вероятность 
последовательности (t1, y1) → (t2, y2) 
→… (te, ye), состоящей из l рассеяний, 
равна ψ(t1, y1) P(t1, y1→t2, y2)P(t2, y2→t3, 
y3)…�P(te-1, ye-1→te, ye)dt, dy…dte, dye, 
и математическое ожидание некото-
рой случайной величины

1
о( , )

e
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i

X t y
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Будет равно функционалу от реше-
ния исходного уравнения

( , ) [ ]M Xϕ ψ = .

Решение нелинейного кинетиче-
ского уравнения методом стационар-
ного статистического моделирова-
ния фактически проводится методом 
итераций. В каждой k-й итерации 
получается линейное интегральное 
уравнение, которое, в этой итерации 
решается методом Монте-Карло. Так, 
например, для модельного уравнения 
Крука оно имеет вид

( )
( ) ( )( 1) ( 1)0

( )

k
v k dt v k dtk k

n k

ff f e e f d dt
n

ξ
− −+ +∫ ∫= + ∫ .

В каждой итерации вычисляются 
макропараметры, входящие в исходное 
уравнение nk+1, uk+1, fk+1 и vk+1 и после 
этого переходят к следующей итера-
ции. Если метод последовательных 
приближений сходится, то переход от 
одной итерации к другой в конечном 
итоге, приводит к решению кинетиче-
ского уравнения.

Методам традиционного использо-
вания статистического моделирования 
посвящено огромное количество работ, 
поэтому мы ограничимся в основном 
задачами аэродинамики. Как уже от-
мечалось, в практической реализации 

для задач динамики разреженных га-
зов статистические методы оказались 
более эффективными по сравнению с 
регулярными и полурегулярными мето-
дами [9]. Для задач обтекания, как наи-
более существенных в аэродинамике, 
они впервые были успешно применены 
для получения аэродинамических ха-
рактеристик различных, в том числе и 
сложных тел в свободномолекулярном 
и близком к свободномолекулярному 
потоках. На рис. 1 представлены зави-
симости коэффициент сопротивление 
силы Cx от угла атаки α для воздушно-
космического самолета ВКС «Клипер, 
модель ЦАГИ»[10]. 
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Рис.1. Зависимости Cx(α) для ВКС 
«Клипер»


