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Abstract: The correctness of the mixed problem that 

underlies mathematical model of oscillatory system are pro–

ved by using interdisciplinary approaches to modeling of the 

small transverse vibrations in an elastic isotropic non–linear 

medium as an example of oscillations of the membrane. 

Numerical analysis of model is conducted.
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Вступ. Основною проблемою сучасного матема-

тичного моделювання є відповідність математичної мо-

делі реальному об’єкту. Зазвичай стани реальних тех-

нічних об’єктів описуються нелінійними функціональ-

ними залежностями за нелінійних параметрів. Тому під 

час побудови адекватних математичних моделей ці за-

лежності необхідно враховувати. Важливим питанням 

під час розв’язання нелінійних задач є дослідження ко-

ректності розв’язків певних крайових задач. На жаль, 

відомі дотепер методи не дають змоги у загальному 

випадку розв’язати дану проблему. Мова йде, для прик-

ладу, про нелінійні коливання механічних систем. У за-

гальному випадку дослідження коректності розв’язку не-

лінійної задачі є досить складним в математичному пла-

ні завданням. Вирішенню однієї з низки розглянутих ви-

ще задач, а саме задачі про нелінійні поперечні коли-

вання мембрани, присвячена ця робота. 

Якісні властивості розв’язку. Малі поперечні 

коливання плоского пружного ізотропного середови-

ща займають важливе місце в аналізі механічних ко-

ливань при математичному моделюванні широкого 

кола технічних систем – коливання стінок оливних ба-

ків в потужних силових трансформаторах, коливання 

проводів повітряних ліній тощо. Подібного роду про-

цеси описуються рівняннями малих поперечних коли-

вань. Зокрема, у першому випадку мова йде про рів-

няння малих поперечних коливань пружної мембрани 

з урахуванням зовнішньої та внутрішньої дисипації [1, 

2, 3]. На підставі розробленого в [1] інтердисциплінар-

ного методу математичного моделювання запишемо 

модифіковану функцію густини Лагранжа [4]:

DΦPTL −+−= , (1)

деT , P – густини кінетичної та потенціальної енергій 

коливальної системи відповідно,Φ – нелінійна функ-

ція зовнішньої та внутрішньої дисипації енергії, 

0≡D – енергія активних і пасивних сил непотенці-

ального характеру, що діють на систему ззовні. Дета-

льно розписуючи вирази для T , P ,Φ  у формулі (1),

на підставі інтегрального варіаційного принципу Ост-

роградського-Гамільтона отримаємо рівняння малих 

поперечних коливань мембрани під дією нелінійних 

дисипативних сил:
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де 

0>a

,

0≥b

, 

0≥c

– сталі (функції), які характери-

зують фізико-механічні властивості коливальної сис-

теми. Розглядатимемо нелінійні коливання мембрани 

у випадку початкового амплітудного зміщення та ну-

льової початкової швидкості точок мембрани. Крім 

того, будемо розглядати випадок жорстко закріпленої 

по периметру мембрани. Вказані міркування приво-

дять до необхідності розглядати для рівняння (2) в па-

ралелепіпеді

],[ TQ 0×Π=

(Π - прямокутник у площи-

ні
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 з периметром 

l

) змішану задачу з початко-
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та крайовими умовами

0=

Π∂

),,( tyxu , (4) 

де 

Π∂

– межа прямокутника Π .

Змішана задача (2), (3), (4) є задачею для нелі-

нійного еволюційного рівняння третього порядку. Ос-

кільки для цієї задачі не існує жодних аналітичних ме-

тодів знаходження розв’язку, то для її розв’язування 

необхідно застосовувати чисельні методи. Наведемо 

методику якісного дослідження розв’язку в матема-

тичній моделі малих поперечних нелінійних коливань 

мембрани, яка дозволяє отримати результати існу-

вання та єдиності розв’язку задачі (2), (3), (4). Після 

обґрунтування коректності питання вибору того чи ін-

шого чисельного методу є принциповим лише з точки 

зору ефективності самого методу. Зауважимо також, 

що у праці [5] аналогічні питання розглянуто для зада-

чі, яка моделює нелінійні згинні коливання стрижня.
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для довільного ](0,T  і для довільної функції 
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Основний результат якісного дослідження роз-

в’язку наступний: при виконанні умови )(1
00  Hu  

існує єдиний узагальнений розв'язок u  задачі (2), (3), 
(4) в Q . Результат отримано на підставі використання 

методу Гальоркіна та загальних підходів теорії нелі-
нійних крайових задач, (5). 

Отже, тепер можна з впевненістю використо–
вувати рівняння (2), яка в дискретному вигляді запи–
шемо так: 
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Для математичного моделювання вільних нелі-
нійних малих поперечних коливань використаємо ме-
талічну мембрану прямокутної форми, зафіксовану по 
периметру під дією сили на одиницю довжини пери-

метра 
l

N
. Вільні коливання описуються задачею (2), 

(3), (4). Зазначимо, що сталі коефіцієнти у рівнянні (2) 

відповідно дорівнюють: 
l

N
a


 , 

l
b




 , 
l

c



 , 

де   – поверхнева густина матеріалу прямокутної  

мембрани з фіксованим периметром l , 
l

N
 – рівномір-

но розподілена за всією межею мембрани сила,  – 
коефіцієнт зовнішньої, а   – коефіцієнт внутрішньої 

дисипації плоского середовища. Просторову дискре-
тизацію рівняння (6) здійснюємо за методом сіток.  

Результати комп’ютерної симуляції. У якості 
прикладу використано стальну мембрану прямокутної 
форми: довжина – 1 м, ширина – 1 м, товщина – 2 мм з 
густиною матеріалу V  7850 кг/м3. Мембрана отри-

мала збурення прикладеною силою до її центральної 
точки в напрямку розтягу (перпендикулярно до пло-
щини мембрани). Початкові умови для функції змі-

щення в дискретизованих диференціальних рівняннях 
механічного стану (6) розраховувались, виходячи з 
геометричних побудов (в момент комутації натягнута 
мембрана прийняла форму правильної чотирикутної 
піраміди). 

 
Рис. 1. Перехідне переміщення  
центрального вузла мембрани  

На рисунку 1 показано перехідне переміщення 
центрального вузла мембрани на першому етапі 
симуляції. За таких параметрів системи частота ко-
ливань останньої сягає менше 4 Гц.  

 
Рис. 2. Просторове положення  

мембрани в момент часу 0,2t   с 

Рисунок 2 репрезентує просторове положен-
ня мембрани в момент часу 0,2t  с. Аналіз цього 
рисунку потрібно здійснювати паралельно з попе-
реднім, з якого видно, що в досліджуваний момент 
часу мембрана розташована опуклістю вниз. 

Висновок. Представлений у роботі метод 
досліджень коректності розв’язку нелінійних дво-
вимірних просторових задач з успіхом продемон-
стрований під час досліджень нелінійних коливань 
мембрани. За результатами комп’ютерної симуля-
ції можемо стверджувати про достатній ступінь 
адекватності розробленої моделі. Тут власне пока-
зано вплив нелінійного середовища на коливні 
процеси в механічній системі. 
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