
Мат е м ат и ч н е  м о д е л ю в ан н я  д и н ам і ч н и х  п р о ц е с і в  у  
cи л ь н о  н е л і н і й н и х  н е ав т о н о м н и х  м е х ан і ч н и х  с и с т е м ах  

П. Пу к а ч  
Національний університет “Л ьвівськ а п олітех нік а” 
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А к т у а ль н і с т ь  т е м и . По с т а н о в к а  п р о б ле м и . 
Роз р об л ення  еф ек т и вни х  а на л і т и ч ни х  мет од і в,  я к і  
д оз вол я ют ь  оп т и ма л ь ні  і нж енер ні  р і ш ення  з а  р а х у нок  
ви б ор у  п а р а мет р і в к ол и ва л ь ної  си ст еми ,  т і сно з в’ я –
з а не з  п р об л емою п об у д ови  і  д осл і д ж ення  р оз в’ я з к і в 
з ви ч а й ни х  д и ф ер енц і а л ь ни х  р і вня нь ,  щ о оп и су ют ь  
р у х и  мех а ні ч ни х  си ст ем.  Ц ей  ф а к т  ви п л и ва є  з  а на л і з у  
п у б л і к а ц і й ,  я к і  ст осу ют ь ся  а на л і т и ч ни х  д осл і д ж ень  
к ол и ва л ь ни х  п р оц есі в си ст ем і з  з осер ед ж ени ми  ма са –
ми  [1 -4 ]   т а  і н.  У ст а т т і  р оз г л я д а ют ь ся  си ст еми  і з  од –
ни м ст у п енем ві л ь ност і .  В они  п і д д а ют ь ся  д і ї  з б у р ен-
ня .  З б у р ення  вва ж а є т ь ся  т а к и м,  щ о й ог о ма к си ма л ь не 
з на ч ення  є  ма л и м п ор і вня но з  ма к си му мом ві д –
новл ююч ої  си л и .  

Д и н а м і ч н і  я в и щ а  у  с и ль н о  н е лі н і й н и х  с и с –
т е м а х  д и с к р е т н о ї  с т р у к т у р и  з  о д н и м  с т у п е н е м  в і –
ль н о с т і . Роз р об л ено мет од и к у  д осл і д ж ення  р ез о–
на нсни х  к ол и ва нь  си ст ем і з  од ни м ст у п енем ві л ь но–
ст і ,  ві д новл ююч а  си л а  я к и х  а п р ок си му є т ь ся  б л и з ь к и м 
д о ст еп еневог о з а к оном.  У т а к ому  ви п а д к у  д и ф ер ен–
ц і а л ь не р і вня ння ,  я к е оп и су є  вк а з а ні  к ол и ва ння ,  п р ед –
ст а вл я є т ь ся  у  ви г л я д і  
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д е m  – ма са  ма т ер і а л ь ної  т оч к и ;  x  – ї ї  к ор д и на т а  у  
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оп и су є  г ол овну  ч а ст и ну  ві д новл ююч ої  си л и ;  ν,c  – 
д ея к і  ст а л і ;  
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dxxf  – а на л і т и ч на  π2 -п ер і о-
д и ч на  з а  tµθ =  ф у нк ц і я ,  µ -ч а ст от а  з овні ш нь ог о 
п ер і –од и ч ног о з б у р ення ,  я к е д і є  на  си ст ему ;  ε  – 
ма л и й  п а р а мет р ,  я к и й  вк а з у є  на  ма л у  вел и ч и ну  з ов-
ні ш нь ог о п ер і од и ч ног о з б у р ення  т а  нез на ч не ві д х и -
л ення  ві д нов–л ююч ої  си л и  ві д  ст еп еневог о з а к ону .  

Зауваження. Щ од о об меж ень ,  я к і  ст осу ют ь ся  
з на ч ення  п а р а мет р у  ν ,  т о вони  п ов’ я з а ні  і з  си мет –
р и ч ні ст ю ві д носно п оч а т к у  к оор д и на т  ф у нк ц і ї  
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νcxF ,  я к а  оп и су є  ві д новл ююч у  си л у .  Б і л ь ш  з а -
г а л ь не п р ед ст а вл ення  ц і є ї  си л и  у  ви г л я д і  xxcF p

=  
з а вж д и  і з  необ х і д ни м ст еп енем т оч ност і  вд а є т ь ся  
а п р ок си му ва т и  на вед еною ви щ е з а л еж ні ст ю,  т ому  всі  

р ез у л ь т а т и ,  от р и ма ні  ни ж ч е,  мож на  п ер енест и  і  на  
си ст еми  з  т а к ою ві д новл ююч ою си л ою.  
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dxxf  мож е оп и су ва т и  т а к ож  і  

нел і ні й ні  си л и  оп ор у ,  ма к си ма л ь не з на ч ення  я к и х  є  
ма л ою вел и ч и ною у  п ор і вня ння  і з  ма к си ма л ь ни м з на –
ч ення м ві д новл ююч ої  си л и  ( ) 1+

=
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л я є  ви к ор и ст а ння  з а г а л ь ни х  і д ей  мет од і в з б у р ень  д л я  
п об у д ови  р оз в’ я к у  нел і ні й ног о р і вня ння  ( 1 ) .  В і д -
п ові д но д о мет од і в з б у р ень ,  п ер ш  з а  все,  необ х і д но 
оп и са т и  д и на мі ч ни й  п р оц ес нез б у р еної  ( 0=ε )  а б о 
п ор од ж у юч ої  си ст еми ,  я к а  ві д п ові д а є  ( 1 ) .  Ї ї  а на л ог ом 
є  нел і ні й не р і вня ння  
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Я к  п ок а з а но в [5] ,  р оз в’ я з ок  р і вня ння  ( 2 )  

ви р а ж а є т ь ся  з а  д оп омог ою п ер і од и ч ни х  Ateb - 
ф у нк ц і й  у  ви г л я д і  ( )( )ψων ++= taacax ,1,1 ,  д е a - 
а мп л і т у д а ,  ( ) ψω +ta  – ф а з а  к ол и ва нь  нез б у р еног о 
р у х у ,  ( )aω  – “ ч а ст от а ”  к ол и ва нь ,  я к а  д ор і внює  
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=  .  Н а   р и с.  1   п р ед ст а вл ено  з а л еж -

ні ст ь   ч а ст от и  ( )aω   ві д  п а р а мет р і в,  я к і  ви з на ч а ют ь  
д и на мі ч ни й  п р оц ес нез б у р еног о р у х у ,  а   на  р и с.  2  – 
ві д нош ення  п ер і од і в вл а сни х  нел і ні й ни х  д о л і ні й ни х  

0=ν  к ол и ва нь  ві д  а мп л і т у д и  т а  п а р а мет р у  ν ,  т об т о 
 

 
Рис. 1. Залежність частоти власних коливань від амплітуди та 

пар аметр у неліній ності ν   

76



( )
( ) 2

1
1, 1 22/ 1 1 2

2 2

m
a

a c

ν

 Γ Π ν + ν +ν + η = π =ω  π Γ + ν + 
             

    

       Рис. 2. Відношення періоду коливань сильно нелінійної моделі до 
періоду коливань лінійної моделі 

 
Резонансні явища у сильно нелінійних сист е-

м ах д иск р ет ної  ст р ук т ур и.  З у п и ни м о сь те п е р  на  
у м о в а х  р е зо на нсу  у  си л ьно  не л іній ни х  си сте м , в зя в ш и  
за  м о д е л ь р ів ня ння  ( 2 ) . В л а сна  ч а сто та  к о л и в а нь 
си сте м и  в и зна ч а є ться  не  тіл ьк и  ф ізи к о -м е х а ніч ни м и  ї ї  
х а р а к те р и сти к а м и  ( п а р а м е тр а м и  ν,,cm ) , а л е  й  а м п –
л іту д о ю  a . П е р іо д и ч ни й  п р о ц е с не зб у р е но г о  р у х у  
о п и су є ться  п е р іо д и ч ни м и  A t e b -ф у нк ц ія м и . П е р іо д  
Π2  о ста нніх  за  а р г у м е нто м  ( )a tψ = ω  за л е ж и ть в ід  

п а р а м е тр у  не л іній но сті ν , п р и ч о м у  
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У м о в а  р е зо на нсу  тр а нсф о р м у є ться  д о  в и г л я д у  ( )
( )aω
ν

µ
π 1,1 +Π= . П ід  зна ч е ння м  п а р а м е тр у  µ  р о зу -
м іє м о  ч а сто ту  зо в ніш ньо г о  п е р іо д и ч но г о  зб у р е ння .  

Т а к и м  ч и но м , я в и щ е  р е зо на нсу  у  р о зг л я д у -
в а ни х  си сте м а х  м а є  м ісц е  п р и  в и к о на нні та к о ї  у м о в и  

( ) ( )aω
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= . Б е р у ч и  д о  у в а г и  в и г л я д  ф у нк ц ії , 
я к а  о п и су є  в л а сну  ч а сто ту , о тр и м у є м о  зна ч е ння  п а р а –
м е тр у  ∗a , за  я к о г о  м а є  м ісц е  р е зо на нсне  я в и щ е :  
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ck = .  Ре зо на нсне  я в и щ е  у  д о сл ід ж у в а но г о  

к л а су  д и на м іч ни х  си сте м а х  б у д е  м а ти  м ісц е  за  у м о в и , 
к о л и  а м п л іту д а  к о л и в а нь є  б л и зьк о ю  д о  ∗a . Я к щ о  
о ста ння  є  б іл ьш о ю  за  ∗a , то  на я в ні в  р е а л ьни х  
си сте м а х  си л и  о п о р у  п р и зв о д я ть д о  то г о , щ о  з ч а со м  

а м п л іту д а  к о л и в а нь б у д е  зм е нш у в а ти сь д о  в е л и ч и ни  
∗a , а  в  п о д а л ьш о м у  на сту п а є  я в и щ е  р е зо на нсу . Н а  

р и с. 3  п р е д ста в л е на  за л е ж ність р е зо на нсно ї  а м п л іту д и  
в ід  п а р а м е тр ів , я к і х а р а к те р и зу ю ть ф ізи к о -м е х а ніч ні 
в л а сти в о сті си сте м и  та  ч а сто ту  в и м у ш у ю ч о г о  зб у –
р е ння .  

           
Рис.  3 .  За л е ж н і ст ь  а м п л і т у д и р е з о н а н су  в і д  п а р а м е т р і в  ν  т а   

/z k= µ  д л я  в ип а д к у  0µ >     

Висновки. І з п о д а ни х  та  інш и х  о тр и м а ни х  
г р а ф іч ни х  за л е ж но сте й  в и п л и в а є , щ о  д л я  « м ’ я к и х »  
си сте м  ( 01 <<− ν ) :  р е зо на нсне  я в и щ е  м о ж л и в е  у  
в и п а д к у , к о л и  ч а сто та  в л а сни х  к о л и в а нь л іній но г о  
а на л о г у  си сте м и  є  м е нш о ю  за  ч а сто ту  в и м у ш у ю ч о ї  
си л и ;  із на б л и ж е ння м  п а р а м е тр у  ν  д о   – 1   а м п л іту д а  
р е зо на нсу  ∗a стр ім к о  зр о ста є . Щ о  сто су є ться  « ж о р стк и х »  
си сте м  ( 0>ν ) , то :  р е зо на нсне  я в и щ е  м о ж л и в е  у  
в и п а д к у , к о л и  ч а сто та  л іній но г о  а на л о г у  си сте м и  є  
б іл ьш о ю  за  ч а сто ту  в и м у ш у ю ч о ї  си л и ;  д л я  б іл ьш и х  
зна ч е нь п а р а м е тр у  не л іній но сті си сте м и  та  ч а сто ти  
в и м у ш у ю ч о ї  си л и  а м п л іту д а  р е зо на нсу  є  б іл ьш о ю . 
О д но ч а сно  о тр и м а ні р е зу л ьта ти  д о зв о л я ю ть ств е р -
д ж у в а ти :  я к щ о  у  к о нсе р в а ти в ній  си сте м і в ід б у в а ю ть-
ся  к о л и в а ння  з а м п л іту д о ю , м е нш о ю  за  ∗a , то  о б м е -
ж е но ї  в е л и ч и ни  п е р іо д и ч ні си л и  д о в іл ьно ї  ч а сто ти  не  
зм о ж у ть в и к л и к а ти  у  ній  р е зо на нсни х  к о л и в а нь. 
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