
 
 

Fig. 4.  Mechanical characteristic of SRM in trolleybus electric drive 
 

T h e  c alc u lat io n s  r e s u lt s  b y  k n o w n  t e c h n iq u e s  w h ic h  
u s e d f o r   t o   dy n am ic  c h ar ac t e r is t ic s  c alc u lat io n  o f  D C  T E  an d 
w h ic h  b as e d o n  a g iv e n  m e c h an ic al c h ar ac t e r is t ic s  o f  dr iv e  
m o t o r   s h o w n ,  t h at  t h e  e le c t r ic  dr iv e ,  b as e d o n  de s ig n e d S R M  
p r o v ide s  o n  a h o r iz o n t al s e c t io n  t r o lle y ' s  s p e e d t ill u p   9 0  k m  /  h  
( 8 5  k m  /  h  f o r  t r o lle y  w it h  D C  T E  t y p e  K R 4 3 8 9 ) . T h e  p o w e r  
de v e lo p e d b y  S R M  p e r  w e ig h t  u n it ,  is  ab o u t  7  k W t  /  h o u r ,  an d 
t h e  an g le  at  w h ic h  t h e  t r o lle y  c an  m o v e  u p  w it h o u t  ac c e le r at io n  
w it h  s p e e d o f  2 5  k m  /  h o u r  is  1 1 .2 ° . I t  is  m e e t  t o  m o de r n  f o r e ig n  
an d do m e s t ic  t r o lle y b u s . 
         C o n c l u s i o n s .  
    A  s w it c h e d r e lu c t an c e  m o t o r  w it h  c ap ac it y  s t o r ag e  f o r  t h e  
t r o lle y  w h e e l' s  dr iv e ,  c h ar ac t e r is t ic s  o f  w h ic h  allo w  it  t o  
c o m p e t e  w it h  c o lle c t o r  t r ac t io n  m o t o r s ,   f o r  im p r o v e d r e liab ilit y   
an d lo w e r  t h e  v o lu m e  o f  t h e  ac t iv e  p ar t . T h e  e le c t r ic  dr iv e  b as e d 
o n  t h e  de v e lo p e d S R M  p r o v ide s  h ig h  dy n am ic  p e r f o r m an c e  in  

 c o m p ar is o n  w it h  t r o lle y  e le c t r ic  s u b s t at io n  at  t h e  D C  T E .  
          S t r u c t u r ally  s w it c h e d r e lu c t an c e  m o t o r  w it h  C B E  is  
s im ilar  an d r e liab ly  as  F D  A D . T h e  n at u r al m e c h an ic al 
c h ar ac t e r is t ic  o f  t h e  S R M  do e s  n o t  r e q u ir e  addit io n al f o r m at io n  
an d e le c t r o n ic  c o m p o n e n t s  f o r  b o t h  dr iv e s  ar e  alm o s t  ide n t ic al,  
s o  S R M  w it h  C B E  c an  b e  r e c o m m e n de d f o r  ap p lic at io n  in  
e le c t r ic  t r o lle y  w h e e ls . 
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До питання про природу кінетичних властивостей              
провідних кристалів та ї х діаг ностика 

Д . ф . -м . н . ,  пр о ф .  Я .  Б у д ж а к  
На ц і о н а л ь н и й  у н і ве р с и т е т  « Л ь ві вс ь к а  п о л і т е х н і к а »  

 
      Ab s t r a c t .  .I n  t h is  ar t ic le  t h e  m e t h o d o f  t h e  an aly s e s  
o f  t h e  e x p e r im e n t al dat a o f  c r y s t al’ s  k in e t ic  p r o p e r t ie s  is  
de s c r ib e d t o  f in d o u t  t h e ir  n at u r e . 
       K e y  w o r d s :  c r y s t al’ s  k in e t ic  p r o p e r t ie s . 

В с т у п 
Конц ентр ац ія  носії в  з ар я дів  n ,  ел ек тр оп р о–

в ідність  к р и стал ів  σ ,  к оеф іц іє нт еф ек та Х ол л а R ,  к ое–
ф іц іє нт еф ек та З ееб ек а α ,  к оеф іц іє нт еф ек та Н ер нста–
Е ттінг сг ауз ена N ,  др ей ф ов а р ух л и в ість DU  носії в  з а–
р я дів  в  к р и стал і,  та х ол л ів сь к а р ух л и в ість  HU  – ц е ду–
ж е в аж л и в і в л асти в ості нап ів п р ов ідни к ов и х  к р и стал ів ,  
б о п р ак ти чно часто ц і в л аств ості б ез –п осер еднь о 
в и з начаю ть  п р ак ти чне з начення  нап ів п р о–в ідни к ов ог о 
к р и стал а у в и р об ни ц тв і ни з к и  п р и л адів  тв ер дотіл ої  
ел ек тр онік и . Кр ім  тог о ц і в л асти в ості часто в и к ор и с–
тов ую ть ся  в  анал із ах  ек сп ер и м ентал ь ни х  дани х  р із ни х  

к інети чни х  в л асти в остей  к р и стал ів  з  м етою  в и –я снення  
ї х  п р и р оди .Ц е дуж е в аж л и в а з адача,  б о в она п ов ’ я з ана 
з  п р об л ем ою  п р ог ноз ув ання  нап ів п р ов ідни к ов и х  к р и с–
тал ів  із  з адани м и  в л асти в остя м и  в  п р о–ц есах  ї х  тех но–
л ог ічног о си нтез у. 

Е л е м е н т и  т е о р і ї  
В  к інети чній  теор ії  к р и стал ів  [ 1 –5 ] ,  я к а ґр ун–

тує ть ся  на м етодах  стати сти чни х  ансам б л ів  із  з м інною  
к іл ь к істю  части нок  і к ор и стую чи сь  в ел и к и м  к аноніч-
ни м  р оз п оділ ом  Г іб б са дл я  нер ів нов аж ни х  ансам б л ів ,  
п ок аз ано,  щ о дл я  із отр оп ни х  к р и стал ів ,  в  ум ов ах  
сл аб к ог о м аг нітног о п ол я ,  аб о  й ог о в ідсутності,  ї х  к і–
нети чні в л асти в ості , , , ,H DR U Uσ α  та к онц ентр ац ія  
носії в  з ар я дів  n  в  к р и стал ах  оп и сую ть ся  так и м и  з аг а–
л ь ни м и  ф ор м ул ам и :  

( , ) (0,0, , )n T J T• •µ = µ                    ( 1 )  
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    (7 )  

В ц и х  ф о р м у л ах  k - п о с т і й на Б о л ь ц м ана,  e - 
аб с о л ю т на в е л и ч и на з ар яд а е л е к т р о на,  )1( ±=z - 
з нак  з ар яд а,  к р і м  т о г о  д л я з р у ч но с т і  з ап и с і в  к і не т и ч -
ни х  (і нт е г р ал і в )  ф у нк ц і о нал і в  ),,,( TjiJ •µ  в и к р и с -
т ане   т ак е  п о з нач е ння:  

0

0

( , , , ) ( ) ( )
i

j fJ i j T u G dk T
∞

• ∂ε   µ = ε ε − ε   ∂ε   ∫      (8 )  

В ц ь о м у  ф у нк ц і о нал і  )(εu - р о з м і р на ф у нк ц і я 
р о з с і ю в ання з  р о з м і р ні с т ю  р у х л и в о с т і . Во на о п и с у є  
в п л и в  п р о ц е с і в  р о з с і ю в ання но с і ї в  з ар яд і в  в  к р и с т ал і  
на д е ф е к т ах  к р и с т ал і ч но ї  г р ат к и  на й о г о  к і не т и ч ні  
в л ас т и в о с т і . Ф у нк ц і я )(εG ,  як а т е ж  є  с к л ад о в о ю  ф у -
нк ц і о нал а,  о п и с у є  з аг ал ь ну  к і л ь к і с т ь  е не р г е т и ч ни х  
р і в ні в  в  д о з в о л е ні й   з о ні  е не р г і ї  в  і нт е р в ал і  ε÷0 ,  в о -
на о п и с у є т ь с я т ак о ю  з аг ал ь но ю  ф о р м у л о ю :  

3
0 ( )

2( ) ( )p p

dSG dh p
ε

ε

  ε = ε ∇ ε ∫ ∫
�

��                     (9 )  

В ц і й  ф о р м у л і  h  – п о с т і й на П л анк а,  а п о в е р х -
не в и й  і нт е г р ал  б е р е т ь с я п о  е не р г е т и ч ні й  п о в е р х ні ,  як а 
з ад ає т ь с я з ак о но м  д и с п е р с і ї  ( )p pε = ε�

� но с і ї в  з ар яд і в . 
Ф у нк ц і о нал  т ак о ж  з ал е ж и т ь  і  в і д  в і д о м о ї  ф у нк ц і ї  Ф е -
р м і -Д і р ак а 0 0 ( )f f k T

•ε= − µ ,  як а м ає  з ал е ж ні с т ь  в і д  
п р и в е д е но г о  х і м і ч но г о  п о т е нц і ал а •µ  т а т е м п е р ат у р и  
к р и с т ал а. 

А нал і з  з аг ал ь ни х  ф о р м у л  в л ас т и в о с т е й  к р и с т а-
л а (1 ) -(7 )  п о к аз у є  ,  щ о  в с і  в о ни  о п и с у ю т ь с я ф у нк ц і о -
нал о м  (8 )  з  р і з ни м и  п о к аз ни к ам и  i т а j . З аг ал ь ни й  

м ат е м ат и ч ни й  анал і з  ц ь о г о  ф у нк ц і о нал а [ 6 ]  п о к аз ав ,  
щ о  в і н в і д п о в і д ає  т ак о м у  в і д но ш е нню :  

2(0,1, , ) (0,2, , )
(0,0, , ) (0,0, , )
J T J T
J T J T

• •

• •

 µ µ≤ µ µ     

Т о б т о  

2
(0,0, , ) (0,2, , )( , ) 1(0,1 , , )R

J T J Tf T J T
• •

•

•

µ µµ = ≥µ   

Ц я ф у нк ц і я в х о д и т ь  в  с к л ад  ф о р м у л и  к о е ф і ц і є нт а Х о -
л л а (2 )  і  наз и в ає т ь с я ф ак т о р о м  р о с і ю в ання Х о л л а. Ц е й  
ф ак т о р  д о р і в ню є  о д и ни ц і ,  к о л и  ( )u ε  не  з ал е ж и т ь  в і д  
е не р г і ї  ε ,  аб о  к о л и  но с і ї  з ар яд у  с и л ь но  в и р о д ж е ні ,  
т о б т о  к о л и  4•µ > + . 

Ф ак т о р  р о з с с і ю в аня ( , )Rf T•µ м ає  т ак о ж  і  ф і з и -
ч ни й  з м і с т .Д і й с но  м ає м о  

2

2 2

2 2
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В ц і й  ф о р м у л і  к у т о в и м и  д у ж к ам и  п о з нач е нні  с е р е д нє  
с т ат и с т и ч не  з нач е ння д р е й ф о в о ї  р у х л и в о с т і  но с і ї в  з а-
р яд і в  

(0,1, , ); , ( , )(0,0, , ) D
J Tu T U T
J T

•
• •
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µµ = = µ
µ

 

т а с е р е д нє  с т ат и с т и ч не  з нач е ння к в ад р ат а р у х л и в о с т і   
2 ; ,u T•µ . О т ж е ,  з г і д но  і з  п р ав и л ам и  ал г е б р и  с т ат и с -

т и ч ни х  р о з р ах у нк і в ,  в і д но ш е ння  
2

2

; ,
1

; ,
u T

u T

•

•

µ
≥

µ
 

з ав ж д и  б і л ь ш е ,  аб о  д о р і в ню є  о д и ни ц і . 
Я к щ о  у  ф о р м у л і  (8 )  п е р е й т и  д о  б е з р о з м і р но ї  

з м і нно ї  і нт е г р у в ання з а ф о р м у л о ю  x
k T
ε

= ,  т о  т о д і  
з г і д но  з  ф о р м у л о ю  (2 )  д л я е л е к т р о п р о в і д но с т і  к р и с т а-
л а )(Tσ  о д е р ж у є м о  т ак е  р і в няння:  

0

0

( ) ( )(0 , 1 , , ) ( , ) ( )f xkT TJ T G xkT T u xkT d xx e
∞

• ∂ σ µ = − = ∂ ∫  

В ц ь о м у  р і в нянні  д л я з р у ч но с т і   з ап и с і в  у в е д е -
м о  т ак е  п о з нач е ня:  
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Т о д і  і нт е г р ал ь не  р і в няння  е л е к т р о п р о в і д но с т і  (І Р Е )  
наб у в ає  т ак о г о  в и г л яд у :  

0

( )( , ) ( ) TK x k T T u x k T d x
e

∞
σ

=∫   
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Для кристалів з відомим законом дисперсії пі-
дінтег раль на ф у нкц ія )(xkTK  відома, її в математи-
ц і називаю ть  ядром інтег раль ног о інтег раль ног о рів-
няння, а ф у нкц ія розсію вання ( )u xkT – невідома. 

В  рівнянні І Р Е  ф у нкц ія ( )Tσ –ц е відома експе-
рименталь но визначена ф у нкц ія температу ри. Т ому  
для визначення невідомої ф у нкц ії ( )u xkT необ х ідно 
використати інтег раль не рівняння електропровідності 
( І Р Е ) , яке в математичних  аналізах  називаю ть  інтег -
раль ним рівнянням Ф редг оль ма перш ог о роду  ( І Р Ф ) . 

Ф у нкц іональ ний  аналіз інтег раль них   рівнянь  
типу  І Р Ф   показу є , щ о їх   розв’ язок є  ду ж е    нестій -
ким відносно зб у рень  ф у нкц ії ( )Tσ .Т ому  такі рівнян-
ня відносять ся до класу   некоректно поставлених  за-
дач. В  зв’ язку  з ц им, таке рівняння не має  аналітично-
г о розв’ язку  і створю є  великі тру дності  в практичних  
використаннях , в яких  необ х ідно використову вати рі-
зні г роміздкі числові  методи для для й ог о наб лиж е-
ног о розв’ язку  [ 7 ] . 

О дним із таких  методів є  метод квадрату р. В  
ц ь ому  методі інтег рал рівняння  заміню є ть ся квадра-
ту рною  ф орму лою  Л апласа [ 8 ] :  

00

( , ) ( ) ( , ) ( )
N

j j j
j

K xkT T u xkT dx A K X kT T u X kT
∞

=

≈∑∫ , 

( )j ju X kT u= . 

В  ц ій  ф орму лі jA – ваг ові множ ники, jX –
ву зли  квадрату рної ф орму ли Л апласа  для N  член-
ног о  наб лиж ення. Т оді рівняння електропровідності 
Ф редг оль ма заміню є ть ся системою  ліній них  алг еб ри-
чних   рівнянь  ( С Л А Р )  

0

( )( , ) , 0 , 1 , 2 , . . . . . . .
N

i
j j i i j

j

TA K X k T T u i N
e=

σ
≈ =∑  

Для зру чності записів С Л А Р  у ведемо таке скорочене 
позначеня для її коеф іц іє нтів:  

, 2
( )

2 c o s h 2 2

j j i
j i

j i

A G X kT
M

X •

⋅ ⋅=   µ⋅ −     
 

Т оді має мо:  
0

0, 0 0 1 , 0 1 , 0

0, 0 1 , 1 ,

( ). . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( ). . . .

N N

N
N N N N N

TM u M u M u
e

TM u M u M u
e

σ
⋅ + ⋅ + + ⋅ =

σ
⋅ + ⋅ + + ⋅ =

 

Р озв’ язком ц іє ї С Л А Р  є  N – компонентний  ве-
ктор u записаний  у  виг ляді одно стовпчикової N–
компонентної матриц і. Ц ей  розв’ язок опису є ть ся та-
кою  заг аль ною  ф орму лою :  

1u M
e

−
σ =   
�

 

В  ц ій  ф орму лі 1M −  об ернена матриц я до мат-
риц і M , яка складена із коеф іц іє нтів С Л А Р   

,j iM , а 

множ ина значень  електропровідностей  0 1 2, , ,....., Nσ σ σ σ  
від значень  температу ри 0 1 2, , ,......, NT T T T  записана у  
виг ляді N– компонентног о вектора σ� . 

В  кристалах  з ву зь кими заб ороненими зонами 
енерг ії GE , як  правило, закони дисперсії електронів і 
дірок опису ю ть ся непараб олічною  зоною  К ей на. Т ому  
в таких  кристалах  величина  G ( X k T )  має  таке значеня:  

3/ 23/ 2

2
28( ) 13

i i
j i j j

g

mm kT kTG X kT X X
Eh

•    π  ⋅ = +     π     
 

де m – маса віль ног о електрона, а •m – відносна еф е-
ктивна маса електрона аб о дірки в кристалі, h – по-
стій на П ланка. 

В  зв’ язку  з ц им заг аль ний  розв’ ок  С Л А Р  для 
таких  кристалів опису є ть ся такою  ф орму лою :   

1u M S−

= ⋅
�  

У  ц ій  ф орму лі множ ина експерименталь них  величин 
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2
2

3
8

)(





⋅

=
•

h
kTmm

TS
i

i
i

π

π

σ  

від значень  температу ри 0 1, , ,....., NT T T T  записана у  
векторній  ф ормі у  виг ляді одностовпчикової матриц і 
S, а компоненти матриц і М  маю ть  таке значення:  

2

2/3

,

22
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

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





 −⋅





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


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E
kTXA

M
µ
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П риведений  аналіз показу є  щ о, інтег раль не рі-
вняння електропровідності ( І Р Е ) , яке в математичних  
аналізах  називаю ть  інтег раль ним рівнянням Ф редг о-
ль ма перш ог о роду  ( І Р Ф )  мож е б у ти розв’ язане за до-
помог ою  С Л А Р  наб лиж ено, але при ц ь ому  повинні 
б у ти відомі електропровідність  кристала ( )Tσ , при-
ведений  х імічний  потенц іал носіїв стру му  в кристалі 
•µ , та їх  відносна еф ективна маса m• . К рім тог о, в 

даному  аналізі передб ачалось , щ о ф у нкц ія розсію ван-
ня ( )u xkT  залеж ить  лиш е від енерг ії носіїв зарядів і 
не залеж ить  від температу ри, а таке припу щ ення не-
у зг одж у є ть ся із законами кінетичної теорії кристалів. 

Р озг лянемо тепер властивості ( 1 -7 )  для ізотро-
пних   кристалів із заком дисперсії для носіїв зарядів  

)(pp εε = , де 222
zyx pppp ++=  

– моду ль  квазіімпу ль са носія заряда, який  допу скає  
таке представлення:  

( )p p= ε              ( 1 0 а)  
В  ц ь ому  випадку  відомо, щ о 

3
3

8( ) ( )3G ph
π

ε = ε ,  ( 1 1 )  
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а квантово- м е х ані чні  р оз р ах у нки  з ас ві д чу ю ть, щ о д л я  
важ л и ви х  м е х ані з м і в р оз с і ю вання  ф у нкц і я  р оз с і ю ван-
ня  )(εu оп и с у є тьс я  такою  ф ор м у л ою  [ 9 ,10 ] :  

2
( ) ( 2 3 )( ) ( )r r du U T p dp

−
 εε =               (12)  

В  ц і й  ф ор м у л і  ( ) ( )rU T – ві д ом а д л я  конкр е тно-
г о м е х ані з м у  р оз с і ю вання  те м п е р ату р на ф у нкц і я , а r  
наз и ває тьс я  п оказ ни ком  р оз с і ю вання  і  м ає  такі  з на-
че ння :  

0r =  д л я  р оз с і ю вання  нос і ї в з ар я д і в на аку с -
ти чни х  ф ононах  і  на точкови х  д е ф е ктах  кр и с тал і чної  
г р атки ; 

1r =  д л я  р оз с і ю вання  на оп ти чни х  ф ононах  
п р и  те м п е р ату р і  кр и с тал а ви щ і й  ві д  те м п е р ату р и  Д е -
б ая  θ ; 

2r =  д л я  р оз с і ю вання  на і онах  д ом і ш кови х  
атом і в кр и с тал і чної  г р атки . 

Д л я  с кл ад ног о з м і ш аног о р оз с і ю вання , кол и  
од ночас но і с ну ю ть м е х ані з м и  р оз с і ю вання  з  р і з ни м и  
п оказ ни кам и  р оз с і ю вання   1 2, ,... nr r r  з аг ал ьна ф у нкц і я  
р оз с і ю вання  ви з начає тьс я  такою  з аг ал ьною  ф ор м у -
л ою :  

1 2

1 1 1 1, , . . . .( ) ( ) ( )nu u r u r u r
=                   (13 )  

З ас тос у є м о те п е р  ал г ор и тм і чні  ф ор м у л и  (1-7 )  
д л я  р оз р ах у нкі в кі не ти чни х  вл ас ти вос те й  і з отр оп ни х  
кр и с тал і в з  ву з ьки м и  з аб ор оне ни м и  з онам и  е не р г і ї  

GE . 
В  таки х  кр и с тал ах , я к п р ави л о, з акони  д и с п е р -

с і ї  е л е ктр оні в і  д і р ок оп и с у ю тьс я  не п ар аб ол і чною  з о-
ною  К е й на    

2 2

2 G

p
Em m •
ε

= ε +
, 

тоб то 
2 (1 )

G

p mm E
• ε

= ε +                       (14 )  

д е  m – м ас а ві л ьног о е л е ктр она, а •m – ві д  нос на 
е ф е кти вна м ас а е л е ктр она аб о д і р ки  в кр и с тал і . 

Д л я  з акону  д и с п е р с і ї  (14 )  і  акту ал ьни х  м е х ані -
з м і в р оз с і ю вання , я кі  ви з начаю тьс я  п оказ ни ком  р оз -
с і ю вання  r , ф у нкц і онал  (8 ) , вр ах ову ю чи  ф ор м у л и  
(11)  і  (12) ,  м ає  таке  з наче ння :  

 ( )( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )r j
CJ i j T U T N T I i j T• •µ = µ         (15 )  

д е  ви кор и с тані  такі  п оз наче ння :  
3/ 2

2
8 2( ) 3C

mm kTN T
h

• π=  π                   (15 а)  

)()( TU r  - р оз м і р на ф у нкц і я  те м п е р ату р и  з  р оз м і р ні с -
тю  р у х л и вос ті , вона оп и с у ю тьс я  такою  ф ор м у л ою :  

( )
( ) )2/1()2/5(

)( ),2(),1(),0(1)(
−−•×

×


 ++=
rr

IOA
r

Tm

rUrUrU
T

TU δδδ  (15 б )  

д е  AU , OU  , IU  – р оз м і р ні  конс танти  кр и с тал а, я кі  з а-
л е ж ать ві д  п р и р од и  кр и с тал а та ві д  п р и р од и  м е х ані з -
м і в р з с і ю ваня  нос і ї в с тр у м у  на д е ф е ктах  кр и с тал і чної  
г р атки , а ( , )m nδ – ц е  ві д ом а ф у нкц і я  К р оне кке р а, во-
на м ає  такі  з наче ння :  ( , )m nδ = 1, я кщ о  m n= , 
( , )m nδ = 0 , я кщ о m n≠ ; 

б е з р оз м і р ни й  ф у нкц і онал  ( , , , )I i j T•µ  м ає  таке  з на-
че ння :  

( )
( ) dxx

f
xT

xTxxTjiI j

jrj
i 




∂
∂−+

+= ∫∞
+−

• 0
0

2

)2/32/(2

)(21
)(),,,(
β

βµ . (15 в)  

В  ц і й  ф ор м у л і  ( )
G

kTT
E

β = - п ар ам е тр  не п ар аб о-
л і чнос ті  с р е ктр у , я ки й  в кр и с тал ах  з  ш и р окою  з аб ор о-
не ною  з оною  GE  м ож е  м ати  з наче ння  д у ж е  б л и з ьке  
д о ну л я , і  тод і  не п ар аб ол і чна з она К е й на (14 )  п е р е -
твор ю є тьс я  в п ар аб ол і чну  з ону  е не р г і ї , а вс і  р оз р ах у -
нки  в ц ьом у  ви п ад ку  б у д у ть ві д нос и ти с ь д о кр и с тал і в 
з  п ар аб ол і чни м  з аконом  д и с п е р с і ї . 

П і д с тави м о те п е р  з наче ння  ф у нкц і онал а (15 )  у  
ф ор м у л и  (1) -(7 )  д л я  ві д п ові д ни х  кі не ти чни х  кое ф і ц і є -
нті в, тод і  м ає м о:  

( , ) ( ) (0,0, , )Cn T N T I T• •µ = µ           (16 )  
( ) (0,1, , )( , ) ( , ) ( ) (0,0, , )
r I TT e n T U T

I T

•
• •

•

µσ µ = µ
µ

                   (17 )  

2

1( , ) ( , )
( 0 , 0 , , ) ( 0 , 2 , , )

( 0 , 1, , )

R T
z e n T

I T I T
I T

•

•

• •

•

µ = ×
µ

µ µ×
µ

                   (18 )   

(1,1, , )( , ) (0 ,1, , )
k I TT
z e I T

•
• •

•

 µ α µ = − µ   µ                 (19 )  

( , ) ( , )

(1 ,1 , , ) (1 , 2 , , )
(0 ,1 , , ) (0 , 2 , , )

H
kN T U T
e

I T I T
I T I T

• •

• •

• •

 µ = µ ×  
 µ µ× − µ µ 

              (20 )   

( ) (0,1, , )( , ) ( ) (0,0, , )
r

D
I TU T U T
I T

•
•

•

µµ =
µ

                (21)  
( )

2

(0,2, , )( , ) ( ) (0,1 , , )
(0,0, , ) (0,2, , )( , ) (0,1 , , )

r
H

D

I TU T R U T
I T

I T I TU T
I T

•
•

•

• •
•

•

µµ = σ = =
µ

µ µ= µ
µ

             (22)  

З а ф ор м у л ам и  (16 –22)  кі не ти чни х  вл ас ти вос те й  
кр и с тал і в з ам і чає м о, щ о д л я  ї х  те ор е ти чни х  р оз р ах у н-
кі в не об х і д но з нати :  п оказ ни к р оз с і ю ваня  r , тоб то 
з нати  м е х ані з м  р оз с і ю вання  нос і ї в з ар я д і в в кр и с тал і , 
п р и ве д е ни й  х і м і чни й  п оте нц і ал •µ  та ї х  ві д нос ну  е ф е -
кти вну  м ас у  m• . П р и  ная внос ті  таки х  д ани х  з а ц и м и  
ф ор м у л ам и  м ож на з р об и ти  ї х  те ор е ти чні  р оз р ах у нки  і  
з і с тави ти   з  е кс п е р и м е нтал ьни м и  д ани м и , я кі  в д ос л і -
д ни ц ьки х  л аб ор атор і я х  оп и с у ю тьс я  м нож и нам и  з ал е -
ж нос те й  вл ас ти вос те й  кр и с тал а (16 –22)  ві д  з наче нь 
те м п е р ату р и  кр и с тал а 1 2 3, , ,... iT T T T . Т акі  м нож и ни  в 
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комп’ютерному пакеті MathCAD записуються у век-
торній  формі у виг л яд і прямокутних  матриц ь.  

Т ак, наприкл ад , множ ина експериментал ьних  
зал еж ностей  вл астивостей  кристал а, які описуються 
формул ами ( 1 7 –1 9 , 2 2 ) , зручно описувати такою пря-
мокутною матриц ею:  

i 0 n..:=

Ti T0 ∆T i⋅+:=

Me

T0
T1
.
Tn

σe0
σe1
.

σen

Re0
Re1
.

Ren

UHe0
UHe1

.
UHen

αe0
αe1
.

αen





:=

T Me 0〈 〉:= σe Me 1〈 〉:= Re Me 2〈 〉:= UHe Me 3〈 〉:= αe Me 4〈 〉:= . 

.

,

0

0

Тзначенняопочатковогвід
итемпературзміникрокпостійнийТ

кристалаитемпературзначенняпочатковеT
−∆

−  

В  ц ій  формул і б уква  „ е”  означає  експериментал ьне  
значення від повід ної  кінетичної  вл астивості кристал а 
при певній  температурі, яка визначає ться ї ї  ниж нім 
інд ексом. 
 

Висновки 
Д л я визначення мех анізмів розсіювання носії в 

заряд ів в кристал ах , як  правил о, в д осл ід ниц ьких   л а-
б ораторіях  використовують множ ину зал еж ностей  
рух л ивості Х ол л а від  різних  значень температури.  

Р ег ресивний  анал із ц іє ї  множ ини показує , щ о 
д л я кристал ів в д оміш ковій   об л асті провід ності вона 
описує ться такою формул ою рег ресії :  

exp( ) b
HU r a T≅                  ( 2 3 )  

д е a  і b – ц е коефіц іє нти рег ресії , які зал еж ать від  
природ и кристал а та від  мех анізмів розсіюваня. 

Я кщ о коефіц іє нт 0b < , то ц е зг ід но з виснов-
ками кінетичної  теорії  вл астивостей  кристал ів ( д ив. 
формул и ( 1 5 ) , ( 1 5 а) , ( 1 5 б ) , ( 1 5 в)  та ( 2 2 ) ) , засвід чує  ве-
л ику імовірність розсіювання носії в струму на тепл о-
вих  кол иваннях  кристал ічної  г ратки кристал ів. Т аке 
кол ивання мож е б ути скл ад ним:  з показником розсію-
вання 0=r , д л я розсіюваня на акустичних  фононах  
кристал ічної  г ратки, і показником 1r = , д л я розсію-
ваня на оптичних  фононах  г ратки. 

Я кщ о коефіц іє нт 0b > , то ц і самі формул и за-
свід чують імовірність розсіювання носії в струму на  
іонізованих  д оміш ках  кристал ічної  г ратки, а таке роз-
сіювання х арактеризує ться показником розсіювання 
2r = . 

О тж е, за д опомог ою множ ини значень зал еж -
ності х ол л івської  рух л ивості від  різних  значень тем-
ператури кристал а мож на з д осить вел икою точністю 
визначити показник розсіювання r , тоб то функц ію 
розсіювання )(εu . 
Д л я визначеног о таким способ ом показника розсію-
вання r  анал ітичне  значення зал еж ності коефіц іє нта 
З ееб ека від  •µ  описує ться  формул ою ( 1 9 ) . В  зв’зку з 
ц им од ерж ує мо тепер д л я визначення множ ини зна-

чень ( )i iT
• •µ = µ нел іній ну трансц енд ентну систему 

рівнянь 
( , , ) ( , ) 0i i i i i if T e T e• •µ α = α µ −α =           ( 2 4 )  

в ц ій  формул і ieα – експериментал ьні значеннякоефі-
ц іє нта З ееб ека.  

Ц я система рівнянь в комп’ютерному пакеті 
MathCAD л ег ко розв’язує ться за д опомог ою вписаної  
в пакет  r o o t- функц ії  чотирьох  арг ументів 

( , ) ( ( , , ), , , )a bT e root f T e• • • • •µ α = µ α µ µ µ , 
 : ( , )i i iT e• •µ = µ α                                ( 2 5 )  

В  ц ій  формул і  a b
• •µ ÷µ – ц е мож л ивий  інтервал  

значень привед еног о х імічног о потенц іал а в якому 
знах од иться корінь рівняння ( 2 4 ) .  
В изначивш и в д осл ід ж уваному інтервал і температури 
множ ину значень привед еног о х імічног о потенц іал а 

( )i iT
• •µ = µ , за формул ою ( 2 5 ) , і маючи множ ину екс-

периментал ьних  значень коефіц іє нта Х ол л а  iRe , то-
д і від носну ефективну масу носії в заряд ів мож на роз-
рах увати за таким від нош енням:  

3/2

2

2

),,1,0(
),,2,0(

Re
1

8
3

2 








=

•

•
•

ii

ii

ii
i TI

TI
emkT

hm
µ
µπ

π
 ( 2 6 )  

В изначена за х ол л івською рух л ивістю функц ія 
розсіювання )(εu , яка визначає ться за д опомог ою 
показника розсіювання r , д ає  мож л ивість за ал г ори-
тмами ( 2 4 ) -( 2 6 )  розрах увати привед ений  х імічний  по-
тенц іал  i

•µ  та від носну ефективну масу носії в заряд ів 
im
• , яка мож е зал еж ати від  температури. П ри наявно-

сті ц их  ввел ичин мож на за д опомог ою функц іонал а 
( 1 5 )  розрах увати кінетичні вл астивості кристал ів ( 1 6 ) -
( 2 2 ) . Т акі розрах унки зручно виконувати в 
комп’ютерному пакеті MathCAD, в якому множ ину 
теоретичних   розрах унків виг ід но описати такою 
прямокутною матриц ею:  

T Mt 0
〈 〉:= σt Mt 1

〈 〉:= Rt Mt 2
〈 〉:= UHt Me 3〈 〉:= αt Mt 4

〈 〉:=

Mt

T0
T1
.

Tn

σt0
σt1
.

σtn

Rt0
Rt1
.

Rtn

UHt0
UHt1
.

UHtn

αt0
αt1
.

αtn





:=

 
 

У  ц ій   матриц і б уква „ t” означає  , щ о фізична 
кінетична х арактеристика кристал а розрах ована за 
формул ами ( 1 6 –2 2 ) .  

Д ані матриц і Mt  мож на зіставл яти з упоряд ко-
ваними фай л ами множ ин експериментал ьних  д аних , 
які описуються  матриц ею  Me . В  комп’ютерному 
пакеті MathCAD  зб іж ність розрах ованих  і експери-
ментал ьних   значень різних  кінетичних  вл астивостей  
кристал а зручно оц інювати за  д опомог ою вписаног о 
в пакет коефіц іє нта корел яц ії  П ірсона 

( , ) 1e tcorr K K ≤ . В  ц ьому корел яторі eK – вектор екс-
периментал ьних  значень кінетичної  вл астивості K , а  
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tK – в е к тор  те ор е тич них  з нач е нь ц і є ї  в л ас тив ос ті ,  я к і  
р оз р ах ов у в ал ис ь з а ф ор м у л ам и (16 -2 2 ).  

П р и д об р і й  к ор е л я ц і ї  е к с п е р им е нтал ьних  і  р оз -
р ах ов аних  з нач е нь,  тоб то п р и д об р і й  з б і ж нос ті  ц их  
з нач е нь,  к ое ф і ц і є нт к ор е л я ц і ї  П і р с она д у ж е  б л из ьк ий  
д о од иниц і ,  а п р и с л аб к і й  з б і ж нос ті  ц е й  к ое ф і ц і є нт 
д ос ить з ам і тно м е ньш ий  в і д  од иниц і .  
З  д оп ом ог ою  м атр иц ь Me  і  Mt  м ож на р оз р ах у в ати 
так і  к ое ф і ц і є нти к ор е л я ц і ї  П і р с она: 

,1),( =≤tecorr σσ 1)(Re, ≤Rtcorr ,  
1),( ≤UHtUHecorr ,  1),( ≤tecorr αα . 

З нач е ння  ц их  к ое ф і ц і є нті в  п р и д об р і й  з б і ж нос -
ті  е к с п е р им е нтал ьних  і  те ор е тич них  д аних  д у ж е  б л и-
з ьк е  д о од иниц і ,  а п р и с л аб к і й  з б і ж нос ті  ї х нє  з нач е ння  
б у д е  з ав ж д и з ам і тно м е ньш им  в і д  од иниц і . 
З б і ж ні с ть р оз р ах ов аних  і  е к с п е р им е нтал ьних  з нач е нь 
р і з них  к і не тич них  в л ас тив ос те й  к р ис тал а так ож   м о-
ж на оц і ню в ати з а д оп ом ог л ю  в і д нос них  в і д х ил е нь д л я  
р і з них  е к с п е р им е нтал ьних  і  те ор е тич них  м нож ин,  я к і  
оп ис у ю тьс я  м атр иц е ю  ∆M. Ц я  м атр иц я  м ає  так у  
с тр у к ту р у  я к  м атр иц і  М е  і  M t . А л е  е л е м е нтам и ц і є ї  
м атр иц і  є  так і  в і д нос ні  в е л ич ини в і д х ил е нь: 

i i

i

Ке Кt K i
K e K e i
− ∆=  

В  ц і й  ф ор м у л і  ,i iKe Kt – ц е  е к с п е р им е нтал ьні  та 
те ор е тич ні  з нач е ння    в і д п ов і д них  к і не тич них   к ое ф і -
ц і є нті в ,  я к і  в из нач аю ть в і д п ов і д ні  е л е м е нти м атр иц ь 
M e   та  M t . О тж е  ф ор м у л а в из нач ає  в і д нос не  з нач е ння  
в і д х ил е ння  к ое ф і ц і є нта iKe  в і д  с в ог о те ор е тич ног о   

iKt ,  р оз р ах ов аног о з а ф ор м у л ам и (16 –2 2 ). 
С е р е д ні  з нач е ння  в і д нос них  в і д х ил е нь  е к с п е р им е н-
тал ьних  з нач е нь в і д п ов і д них  в е л ич ин в і д  те ор е тич но 
р оз р ах ов аних  в  п ак е ті  M a t h C A D  оп ис у ю тьс я  так им и 
оп е р атор ам и у с е р е д не ння : 

%),100(%),100(

%),100(Re%),100(

⋅=


 ∆⋅=


 ∆
⋅=


 ∆⋅=


 ∆

d
e

meanc
UHe
UHmean

bRmeana
e

mean

α

α

σ

σ  

Ч ис л ов і  з нач е ння  ц их  оп е р атор і в  б е з п ос е р е д -
ньо х ар ак те р из у ю ть х ар ак те р  з б і ж нос ті  м і ж  е к с п е р и-
м е нтал ьним и та те ор е тич но р оз р ах ов аним и  д аним и. 
П р и д об р і й  з б і ж нос ті  ц их  д аних  оп е р атор и у с е р е д -
не ння  a , b , c , d  м аю ть м ал і  ч ис л ов і  з нач е ння  п ор я д к а 
( 1 210 10− −÷ ). 
 

П і д с у м к и  
О тж е ,  в  п і д с у м к у  м ає м о,  щ о м е х ані з м  р оз с і ю -

в ання  нос і ї в  з ар я д і в  на д е ф е к тах  к р ис тал і ч ної  г р атк и,  
ї х   п р ив е д е ний  х і м і ч ний  м оте нц і ал  µ  та ї х  в і д нос на 
е ф е к тив на м ас а mn  д аю ть м ож л ив і с ть р оз р ах у в ати 
к і не тич ні  в л ас тив ос ті  к р ис тал а,  я к і  оп ис у ю тьс я   ф ор -
м у л ам и (16 )- (2 2 ) і  м атр иц е ю  M t ,  а п і с л я  ц ьог о з і с та-
в ити ї х   з  е к с п е р им е нтал ьним и д аним и,  я к і  оп ис у ю ть-
с я  м атр иц е ю  Me . Т ак е  з і с тав л е ння  д ає  м ож л ив і с ть 

р об ити в ис нов к и п р о п р ир од у  д ос л і д ж у в аних  к і не ти-
ч них  в л ас тив ос те й  к р ис тал а. 

О п ис ані  м е тод и в им і р ю в ань і  р оз р ах у нк і в  д е -
тал ьно оп ис ані  в  р об отах  [ 10 -13]  д л я  с е л е нис тог о 
с в инц ю  з  і з отр оп ним  з ак оном  д ис п е р с і ї  д л я  нос і ї в  з а-
р я д і в ,  я к ий  оп ис у є тьс я  ф ор м у л ою  (14 ). 

Т ак і  д ос л і д ж е ння  п ок аз ал и,  щ о нос і ї  с тр у м у  в  
с е л е нис том у  с в инц і  р оз с і ю ю тьс я  на ак у с тич них  ф о-
нонах ;  в  д ос л і д ж у в аном у  і нте р в ал і  те м п е р ату р и нос і ї  
с тр у м у  п е р е б у в аю ть у  в ир од ж е ном у ,  аб о с л аб к ов ир о-
д ж е ном у  с тані ;  в і д нос на е ф е к тив на м ас а ноі ї в  с тр у м у  
л і ні й но з р ос тає  з  п і д в ищ е ння м  те м п е р ату р и. 
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