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МНОЖЕСТВЕННЫЕ ОБЪЕКТЫ 

Цель. Развитие сложных технологий производственных и управленческих процессов, систем информа-
тики, прикладных объектов теории систем и др. требует усовершенствования математических методов, но-
вых подходов для исследований прикладных систем. А многообразие и разнородность предметных систем 
делают необходимым разработку модели, обобщающей классические множества и их развитие – множества 
множеств. Множественные объекты, в отличие от множеств, конструируются множественной структурой  
и сами представляются структурой и содержанием. Целью работы является анализ множественной структу-
ры, порождающей множественные объекты, дальнейшее развитие операций над такими объектами  
в прикладных системах. Методика. Для достижения целей исследования множественная структура объек-
тов представляется конструктивной тройкой, состоящей из носителя, сигнатуры и аксиоматики. Множест-
венный объект определяется структурой и содержанием, а также представляется гибридной суперпозицией, 
составленной из множеств, мультимножеств, упорядоченных множеств (списков) и неоднородных множеств 
(последовательностей, кортежей). Результаты. В работе рассмотрены свойства и характеристики компонен-
тов гибридных множественных объектов сложных систем, предложены оценки их сложности, приведены 
правила выполнения внутренних и внешних операций на объектах. Введены отношения произвольного по-
рядка над множественными объектами, определено понятие функции и отображения на объектах множест-
венной структуры. Научная новизна. В настоящей работе рассмотрены вопросы развития множественной 
структуры, порождающей множественные объекты. Практическая значимость. Переход от абстрактной 
множественной структуры к предметной структуре требует трансформации системы и множественных объ-
ектов. Трансформация предполагает три последовательных этапа: спецификацию (привязку к предметной 
области), интерпретацию (множественных объектов) и конкретизацию (цели). Предложенный подход опи-
сания систем на основе гибридных множеств может быть использован во многих прикладных системах для 
структурного и содержательного анализа. Приведен пример применения гибридных множеств для модели-
рования логистических систем. 

Ключевые слова: конструктивная множественная структура; гибридные множественные объекты; моде-
лирование; сложные системы; множества; списки; мультимножества; кортежи; логистическая система 
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Введение 

Развитие сложных технологий производст-
венных и управленческих процессов, систем 
информатики, прикладных объектов теории 
систем и др. требует усовершенствования ма-
тематических методов, новых подходов для 
исследований прикладных систем [7]. 

Примером сложной системы является же-
лезная дорога, включающая совокупности: 
станций, вагонных и локомотивных депо, во-
кзалов, подвижного состава и пр. Для модели-
рования сложных систем обычно используют 
структурный подход, задавая их элементы свя-
занными множествами [9, 10]. Анализ работы 
железной дороги на основе структурного моде-
лирования приведен в монографии [1]. 

Возможности и особенности применения 
методологии системного анализа при решении 
проблем транспортных узлов рассмотрены  
в монографии [12]. 

Описание систем с помощью конечных 
множеств и отношений выполнено в работе 
[21] и структур в статье [2]. Такие сложные 
объекты, как станции, депо следует представ-
лять упорядоченными по определенному кри-
терию (подчинения, места положения и др.) 
элементами списков, поезда представлять как 
мультимножества вагонов и т.д. Таким обра-
зом, в моделях реальных систем возникают 
разнообразные гибридные конструкции множе-
ственных объектов, аппарат которых требует 
развития. Кроме того, развитие аппарата мно-
жественных объектов приведет к совершенст-
вованию задач исследования операций, пред-
ставления абстрактных структур данных ин-
форматики и др. [23]. 

В работе [3] предложен математический 
подход исследований на основе множественной 
структуры (множество множеств, множество 
списков, функций множеств) и дано его приме-
нение к прикладным задачам инженерии. 

Цель 

В работе рассмотрены вопросы дальнейшего 
развития множественной структуры, порож-
дающей множественные объекты. Множест-
венная структура объектов задается конструк-
тивной тройкой, состоящей из носителя, сигна-
туры и аксиоматики. Сам же множественный 
объект определяется двумя компонентами – 

структурой и содержанием. Множественный 
объект представляется гибридной суперпози-
цией, составленной из множеств, мультимно-
жеств, упорядоченных множеств (списков)  
и неоднородных множеств (последовательно-
стей, кортежей). Рассмотрены свойства и ха-
рактеристики компонент множественных объ-
ектов, предложены оценки их сложности, при-
ведены правила выполнения внутренних  
и внешних операций на объектах. Введены от-
ношения произвольного порядка над множест-
венными объектами, определено понятие 
функции и отображения на объектах множест-
венной структуры. 

Методика 

Представление и задание множественных 
объектов. Как правило, объекты как классиче-
ской, так и конструктивной математики созда-
ются на ее базисных элементах, таких как мно-
жество, мультимножество, упорядоченное 
множество (список), неоднородное множество 
(кортеж), отношение, операция и другое. Осно-
вой определения части этих элементов является 
множество, которое в математике определяется 
аксиоматически, а в прикладной математике − 
понятийно [18]. 

Конструктивно под множеством понимается 
свободный набор различных однотипных эле-
ментов. Элементы в наборе свободны в том 
смысле, что во множество они входят в произ-
вольном порядке. Изменяя свойства набора  
и элементов множественной структуры, полу-
чим другие объекты. Если во множестве снять 
ограничение по различным элементам, то полу-
чим мультимножество. Не свободный однотип-
ный набор различных элементов по некоторому 
отношению образует упорядоченное множество 
(списочное множество), в случае повторяемости 
элементов в наборе имеем мультисписок. Если 
набор разнотипный, то соответственно он обра-
зует неоднородную упорядоченную или неупо-
рядоченную последовательности или кортежи, 
мультикортеж упорядоченный или неупорядо-
ченный. Таким образом, рассмотренные объекты 
задаются на единой множественной структуре 
M  с помощью отношений: тождества, порядка, 
неоднородности и пр. Формально эта структура 
может быть представлена как специализация 
обобщенной порождающей структуры [5, 19]: 
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 ( , , )M N= Σ Λ , (1) 

где N G F= ∪  – носитель структуры, на компо-
ненте G  которого строятся множественные 
объекты и ({, }, [, ], , (, ), , , , )F = 〉 ⋅ 〈  – алфавит 
специальных символов; Σ  – сигнатура отноше-
ний , 1, 4i iφ =  и операции суперпозиции ψ ; Λ  
– конструктивная аксиоматика, задающая опре-
деления, свойства, правила конструирования 
объектов и пр. 

Интерпретация структуры (1) может быть 
выполнена для определенной задачи предметной 
области, например, при проектировании логи-
стических цепей поставки товаров [16, 17], при 
моделировании в задачах взаимодействия под-
вижного состава и железнодорожного пути [15]. 

Рассмотрим состав аксиоматики Λ  множе-
ственной структуры .M  

Аксиоматика базисных объектов: 
– компонента 1 2 ... nG G G G= ∪ ∪ ∪  носителя 

неоднородна, 
– , 1,iG i n=  однородны (однотипны); 
– # iG  – мощность содержания подкомпонен-

ты; 
– если # 0iG = , то подкомпонента пустая,  

и обозначается как iG o= ; 
– элемент s G∈ , если ,i iG G s G∃ ⊂ ∈ ; 
– любой элемент s G∈  неделим (атомар-

ный). 
Определение 1. Отношение 1ϕ  на наборе 

1 2( , ,..., ) r
r is s s G⊆  задает множество, если эле-

менты в наборе различны и любое бинарное от-
ношение φ , через которое представляется отно-
шение 
 

1 2 2 31 1 2( , ,..., ) ( , ) ( , )r k k k ks s s s s s sϕ = ϕ ⊕ ϕ ⊕ , 

 
3 4 1

( , ) ... ( , )
r rk k k ks s s s
−

⊕ϕ ⊕ ⊕ ϕ  (2) 

обладает свойством ( , ) ( , )
i j j rk k k ks s s sϕ = ϕ . 

Здесь ⊕  – операция свертки де Моргана бинар-
ных отношений. 

Определение 2. Отношение 2ϕ  на наборе 

1 2( , ,..., ) r
r is s s G⊆  определяет мультимножест-

во, если это отношение задает множество  
и элементы в наборе 1 2 r( , , ..., s )s s  не все различ-
ны. 

Определение 3. Отношение 3φ , представ-
ленное в виде (2) через отношение некоторого 
порядка φ , задает упорядоченное множество по 
определению 1 или частично упорядоченное 
мультимножество по определению 2. 

Определение 4. Отношение 4ϕ  по представ-
лению (2) определения 1 задает неоднородное 
множество (мультимножество) и по определе-
нию 3 − неоднородное частично упорядоченное 
множество. 

Определение 5. Заданные определениями 1 – 
4 множества назовем базисными множествен-
ными объектами 0

jO  нулевого уровня. 
Для распознания объектов и отражения от-

ношения на них используем обозначения: {}⋅  – 
множество, [ ]⋅  – упорядоченное множество, ⋅  
– неоднородное множество, 〈⋅〉  – мультимно-
жество. Здесь символ « ⋅ » предполагает нали-
чие содержания 1 2 r( , , ..., s )S s s=  объекта 0

jO , 
возможно пустого. 

Объект 0
jO , порожденный множественной 

структурой M , будем записывать так 0
jO M↵ . 

Конкретное содержание S G⊂  базисного 
объекта задается перечислением его элементов 

js S∈  или иным способом. 
Если объект имеет пустое содержание (пус-

той объект), то он представляется ( , ,..., )o o o  
или ( )o , где под круглыми скобками подразу-
меваются любые из скобок объектов. 

Аксиоматика множественных объектов. 
На множественной структуре M , конструктив-
но с помощью операции суперпозиции ψ  мож-
но задать более сложные объекты разных уров-
ней сложности. Например, нулевой уровень 
сложности определяют базисные объекты, пер-
вый уровень сложности: множества множеств, 
списки списков и так далее, второй уровень – 
списочные множества списков и пр. 

Объект k
iO  k -го уровня сложности, порож-

денный множественной структурой M , опре-
деляется рекурсивно: 

1) 0
jO M↵ ; 

2) 1 0( )i jO O= ψ , 1
iO M↵ ; 
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3) 2 0 1( , )i q jO O O= ψ , 2
iO M↵ ; 

4) 1)k +  
0 1 1

0 1 1( , ,..., )
k

k k
i j j jO O O O

−

−= ψ , k
iO ↵ . 

Рекурсия выполняется над объектами с пус-
тым содержанием и объекту на последнем уров-
не приписывается необходимое содержание. 

Любой объект k
iO E∈  имеет определенное 

строение-структуру и содержание. 
Структура порожденного объекта отражает 

иерархическую подчиненность дочерних объек-
тов родительскому множественному объекту. 

Структура сложного объекта гибридная. Она 
включает в себя структуры подчиненных объек-
тов разных типов и упорядоченная по этим ти-
пам. 

Структура ( )k
iC O  объекта k

iO  задается 
структурным деревом или структурной фор-
мой, составленной из элементарных форм 

{ }{}, [],l и∈ . 

Так структура объекта 4
iO , представленная 

структурной формой, может иметь вид 

 4( ) [ , {},{}, ],{ {},{} ,iC O = 〈 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 〈 ⋅ ⋅ 〉  

 [ ], [ ], {} },{{},{}}, ,〈 ⋅ ⋅ ⋅ 〉 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 〉 . (3) 

В структуре (3) внешние скобки 〈〉  (основная 
форма) соответствуют родительскому объекту 

4
iO , а формы первого уровня ( [], {},{}, , )  

также как и других старших уровней – дочерние. 
Отметим, что местоположение любой элемен-
тарной формы в структурной форме, в общем 
случае, определяется уровнем, местом на нем  
и положением в месте уровня. Например, для 
первого уровня и первого места на нем []  имеем 

первую или четвертую форму . 
В структурном дереве вершинами являются 

элементарные формы, а дуги отражают подчи-
ненность форм объектов по уровням. Вершине 
дерева (основной форме) соответствуют скобки 
родительского объекта нулевого уровня, а его 
листьям вершины, не имеющие подчинения. На 
рис. 1 приведено структурное дерево, отобра-
жающее представленную выражением (3) струк-
туру. 

Содержание сложного множественного объ-
екта определяется содержанием ( )jS  базисных 

объектов 0
jO . 

Содержание D  объекта k
iO определим по-

следовательностью содержаний ( )jS , листьев  

в структуре ( )k
iC O . Например, для объекта 4

iO  
со структурой (3) его содержание задается вы-
ражением 4

1 2 13( ) ( , { }, ...,iD O S S S=  или 
4

1 2 13( ) (S ; ;...; )iD O S S= . В первом случае явно 
указаны типы содержания, во втором случае тип 
содержания определяется по структуре объекта. 

По структуре ( )k
iC O  и содержанию ( )k

iD O  
однозначно задается множественный объект 

k
iO , т.е.: 

– любой множественный объект k
iO  задается 

упорядоченной парой ( , )k
iO C D= ; 

– объект без содержания ( , ( ))k
iO C o=  – пус-

той и его структура – схема. 
Объект, имеющий одно содержание  

и структуру нулевого уровня – базисный. 

 
Рис. 1 Структурное дерево 4( )iC O  

Fig. 1 Structure tree 4( )iC O  
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Класс объектов E  множественной структу-
ры M  представляется упорядоченной парой 
классов структур CE  и содержаний DE , т.е. 

( , )C DE E E= . 
Рассмотрим теперь подобъекты множест-

венных объектов и их составляющих. 
Подсодержания, подструктуры и подобъ-

екты множественных объектов. Важным для 
множественных объектов является понятие 
принадлежности или непринадлежности ему 
некоторого элемента x . Так как множествен-
ный объект определяется его структурой и со-
держанием, то можно ставить этот вопрос по 
отношению к содержанию или по отношению  
к объекту. При этом возможны случаи: 

1) если ( )k
ix D O∈  и 0k = , тогда 0

ix O∈ ; 
2) если 0

ix O∈ , то 0( )ix D O∈ ; 
3) если ( )k

ix D O∈  и 1k ≥ , то k
ix O∈  или 

k
ix O∉ ; 

4) если k
ix O∈ , то ( )k

ix D O∈ . 
Отношения принадлежности элемента со-

держанию и множественному объекту имеют 
свои особенности. Рассмотрим особенности 
принадлежности содержанию. 

Так как содержание множественного объек-
та определяется через содержание базисных 
объектов разного типа, которые могут быть 
упорядочены или неупорядочены, то отноше-
ние принадлежность ( )s S∈  есть множествен-
ным или списочным. Отношение принадлежно-
сти и порожденные им классы подмножеств, 
включений и прочее изложены в теории мно-
жеств [18]. Отношения списочной принадлеж-
ности как упорядоченных множеств рассмотре-
но в работах [3, 14.]. В общем случае отноше-
ние ( )k

is D O∈  предполагает наличие места  
в последовательности содержаний базисных 
объектов, которым принадлежит данный эле-
мент s . 

Определение 6. 1D  есть подсодержанием 
содержания D  объекта k

iO , если 1( )s S D∀ ∈ ⊂  
и это записывается так 1 ( )k

iD D O⊂ . 
Структура объекта ( )k

iC O  представляет са-
мостоятельный интерес. Исследования струк-
туры объекта проведем с помощью путей под-
чинения. 

Определение 7. Путем подчинения в струк-
туре ( )k

iC O  называется последовательность 
связанных подчинением дочерних форм объек-
та m

rO , т.е. ( , ,..., )
irj r r jh l l l= . Форма rl  называ-

ется префиксом, а форма jl  – суффиксом пу-
ти. 

Пути подчинения множественной структуры 
объекта k

iO  покрывают всю структуру и их 
мультимножество обозначим символом 

( )k
iH O . 
Длина пути подчинения ijh  определяется 

как количество связей подчинений между со-
ставляющими пути ijh . Путь подчинения ijh , 
длина которого равна нулю, есть вырожден-
ный. Путь с длиной один называется элемен-
тарным путем. 

Структура объекта пустая ( )C o H= ∈ , если 

длина любого ее пути 0ijh = . 

Очевидно, что любой путь h H∈  составлен 
из вырожденных или элементарных путей. 

Всякий путь мультимножества H  может 
оканчиваться базисным объектом ( )⋅  или не 
оканчиваться ним. В первом случае путь назо-
вем порождающим некоторый множественный 
объект, во втором − непорождающим. 

Определение 8. Порождающий путь в муль-
тимножестве ( )k

iH O  называется полным h , 
если его префикс есть объектом нулевого уров-
ня структуры ( )k

iC O . 
Введем алгебру на мультимножестве путей 

( )k
iH O  так, что ( , )A H= Ξ  и пусть сигнатура 

Ξ  задается множествами операциями и отно-
шениями { , , }= ⊂≺ . 

Два пути 1 2,h h H∈  одинаковы 1 2( )h h= , ес-
ли совпадают их последовательности связан-
ных подчинением одинаковых форм. Одинако-
вые пути присутствуют в мультимножестве H  
с определенной кратностью. 

Для любого невырожденного пути mjh H∈   
и элементарного пути , 1r rh +  имеет место 

, 1r r mjh h+ ≺  или , 1r r mjh h+ /≺ . 
Определение 9. Путь 1h  есть подпутем пути 

149



ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2015, № 3 (57) 

 

МОДЕЛЮВАННЯ ЗАДАЧ ТРАНСПОРТУ ТА ЕКОНОМІКИ 

doi: 10.15802/stp2015/46075 © А. А. Босов, В. М. Ильман, Н. В. Халипова, 2015 

h , т.е. 1h h⊂ , если , 1 1r rh h+∀ ≺ , то справедливо 

, 1r rh h+ ≺ . 
Рассмотрим правило выполнения операции 

∪∈Ξ . 
Если подпуть jh  является суффиксом пути 

1h  и префиксом для 2h , то 1 2h h H∪ ∈ . 
Очевидно, что имеет место теорема. 
Теорема 1. Любой путь мультимножества 

H  можно дополнить до полного пути. 
Пусть kh  есть некоторый подпуть полного 

пути ih H∈  и { }ijh H⊂  множество путей до-

полняющих – kh  до пути ih . 
Определение 10. Классом, образованным пу-

тем ih  и путями { }ijh , дополняющими подпути 

k ih h⊂  до пути ih , называется { ,{ }}i i ijK h h= . 
Теорема 2. Множество путей H  разбивает-

ся на классы iK  так, что i
i

H K=∪ . 

Данная теорема является следствием теоре-
мы алгебры разбиения множества на классы  
[8, 9]. 

Определение 11 Структура rC  есть под-
структурой множественной структуры ( )k

iC O , 
( )k

r iC C O⊂ , если r rh C∀ ≺ , то справедливо 
( )k

r ih C O≺ . 
Определение 12. Подструктура ( )k

r iC C O⊂  
называется порождающей, если в ней найдется 
хотя бы один порождающий путь подчинения. 

Подструктуры 1 2, ( )k
iC C C O⊂  одинаковы 

( 1 2C C= ), если 1 2( ), ( )h C h C∀ ∃ , 1 2( ) ( )h C h C≺   
и наоборот − 2 1( ), ( )h C h C∀ ∃ , 2 1( ) ( )h C h C≺ . 

Объекты 1 2,i iO O E∈  эквивалентны 1 2
i jO O∼ , 

если 1 2( ) ( )i jD O D O=  и 1 2( ) ( )i jC O C O= . 
Множество эквивалентных объектов 

r k
j iO O∼  образуют класс эквивалентности 

( )k
iQ O . 
Объект 1 1 1( , )O C D=  назовем подобъектом 

1( )k
iO O⊂  множественного объекта 

( , )k
iO C D= , если 1C C⊂  и 1D D⊂ . Множест-

во всех подобъектов объекта k
iO E∈  образуют 

класс подобъектов ( )k
iO℘ . При этом для класса 

подобъектов справедливы свойства: 
1) E℘⊂ ; 
2) префиксы полных путей структур по-

добъектов и объекта могут не совпадать; 
3) 1O∀ ∈℘, 2O∃ ∈℘, 1 1 2 2( ) ( )D O D O=   

и 1 1 2 2( ) ( )C O C O⊄  или 2 2 1 1( ) ( )C O C O⊄ ; 
4) пустые объекты ( , ( )), (( ), ( ))C o o o ∈℘, 

здесь C  – схема подчинения; 
5) базисный объект (( ), ( ))S⋅ ∈℘ ; 
6) 0 {(( ), ( ))} io o℘ = =∅⊂℘ . 
Сложность множественных объектов. 

Обычные множества характеризуются единст-
венным показателем сложности – мощностью. 
Для множественных объектов одним показате-
лем мощности невозможно обойтись, так как 
объекты задаются сложнее. 

Если сложность ( )k
iOϑ  множественного 

объекта k
iO , то из его задания следует пред-

ставление сложности ϑ  через сложности θ  
структуры и содержания объекта, т.е. слож-
ность объекта определяется парой 

( ) ( ( ), ( ))k
i i iO C Dϑ = θ θ . 
В общем, категория сложности ϑ  любого 

множественного объекта удовлетворяет четы-
рем аксиомам сложности систем из пяти [7]: 

– если 1
k
iO O⊂ , то 1( ) ( )k

iO Oϑ ≥ ϑ , здесь от-
ношение ( )≥  над сложностями объектов пони-
мается как отношения над сложностями их 
структур 1( ) ( )iC Cθ ≥ θ  и содержаний 

1( ) ( )iD Dθ ≥ θ ; 
– если множество подобъектов 

{ } ( )k
rj iO O⊂℘  вдоль полных порождающих пу-

тей ( )k
rj ih C O≺ , то ( ) max ( )k

i rjr
O Oϑ = ϑ , здесь 

операция max ( ) (max ( ), max ( ))rj rj rjr r r
O C Dϑ = θ θ ; 

– ( ) ( )k
i rj

j
O Oϑ ≤ ϑ∑ , из этой аксиомы следу-

ет, что ( ) ( )i rj
j

C Cθ ≤ θ∑  и ( ) ( )i rj
j

D Dθ ≤ θ∑ ; 

– (( , )) 0o oϑ = . 
Последняя аксиома отражает факт сущест-

вования подобъекта в классе ( )k
iO℘  с пустой 

схемой и пустым содержанием, сложность ко-
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торого принимается нулевой. 
Представление сложности множественного 

объекта через компоненты сложности его струк-
туры и содержания позволяет разносторонне ха-
рактеризовать множественный объект. Рассмот-
рим некоторые измерения сложности множест-
венного объекта. 

Объем содержания множественного объек-
та k

iO  – 1( ( ))k
iD Oθ , для которого сложность из-

меряется количеством компонент ( ) ( )k
j iS D O∈  

или количеством листьев структурного дерева 
объекта. Например, для формы (3) 

4
1( ( )) 13iD Oθ = . 
Объем структуры множественного объекта 

k
iO  – 1( ( ))k

iC Oθ  измеряется количеством эле-
ментарных форм структуры или количеством 
вершин структурного дерева. Так для формы (3) 

4
1( ( )) 19iC Oθ = . 
Объем множественного объекта 

1 1 1( ) ( ( ), ( ))k
i i iO C Dϑ = θ θ , таким образом 
4

1( ) (19,13)iOϑ = . 
Мощность содержания множественного 

объекта 2 ( ( ))k
iD Oθ  можно измерять так: 

2 ( ( )) max{# ; ( )}k k
i j j ij

D O S S D Oθ = ∈  или так: 

2 ( ( )) #k
i j

j
D O Sθ =∑ . 

Сложность структуры объекта можно опреде-
лять числом подчинения структуры множест-
венного объекта −  
 3 1 1( ( )) min{| |; ( )}k k

i j j ij
C O h h C Oθ = ≺ ,  

избыточным числом подчинения  
 4 3( ( )) ( ( ))k k

i iC O k C Oθ = − θ . 

Например, для структуры (3) сложности 
4

3 ( ( )) 2iC Oθ =  и 4
4 ( ( )) 2iC Oθ = , а для базисного 

объекта число подчинения 3 (( )) 0θ ⋅ =   
и 4 (( )) 0θ ⋅ = . 

Количество уровней объекта k
iO  также можно 

определить через измерение сложности 

5 1( ( )) max{| |} 1k
i jj

C O k hθ = = + . 

Очевидно, рассмотренные измерения сложно-
сти множественных объектов и их компонент 
удовлетворяют приведенным аксиомам сложно-
сти. 

Операции над множественными объектами. 
Исходя из того, что множественные объекты оп-
ределяются компонентами структуры и содержа-
ния, операции над объектами должны выпол-
няться над их компонентами. 

Пусть (*)  − некоторая бинарная операция, то-
гда для любых объектов 1 2,O O  можно формаль-
но записать 1 2 1 2 1 2* ( * , * )O O C C D D= . Укажем 
на очевидные свойства и особенности этой опе-
рации: 

– операция (*)  допустима к объектам 1O   
и 2O , если она применима к соответствующим 
структурам и содержаниям; 

– правила выполнения операции зависят от 
структуры и содержания объектов и различны 
для содержания и структуры; 

– операция (*)  в общем случае не коммута-
тивна и не всегда ассоциативна; 

– 1 2,O O∀ ∈℘ − результат операции 

1 2*O O ∈℘ или 1 2*O O ∉℘, но всегда 

1 2*O O E∈ . 
Сначала приведем основные теоретические 

сведения о множественных операциях над неко-
торыми базисными объектами 0

iO  и 0
jO . 

Известно [20, 22], что к мультимножествам 
применимы операции обычного объединения 
( )∪ и объединения со сложением ( ) , обычного 
пересечения ( )∩  и пересечения с умножением 

( )×
∩ , разности (\) , симметрической разности ( )∆  

и др., которые ,i j DS S E∀ ∈  выполняются по 
правилам: 

; | , ( )i j i jS S s s S S m s〈 〉 〈 〉 = 〈 ∈〈 〉 〈 〉 =∪  

 max{ ( ), ( )}
i js sm s m s〈 〉 〈 〉= 〉 , 

; | , ( )i j i jS S s s S S m s〈 〉 〈 〉 = 〈 ∈〈 〉 〈 〉 =  

 ( ) ( )
i js sm s m s〈 〉 〈 〉= + 〉 , 

; & , ( )i j i jS S s s S S m s〈 〉 〈 〉 = 〈 ∈〈 〉 〈 〉 =∩  

 min{ ( ), ( )}
i js sm s m s〈 〉 〈 〉= 〉 , 

; & , ( )i j i jS S s s S S m s
×

〈 〉∩〈 〉 = 〈 ∈〈 〉 〈 〉 =  

 ( ) ( )
i js sm s m s〈 〉 〈 〉= + 〉 , 
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, \i j i jS S S S〈 〉 ⊇ 〈 〉 〈 〉 〈 〉 =  

 ; & , ( )i js s S s S m s= 〈 ∈〈 〉 ∉〈 〉 =  

( ) ( )
i i js s sm s m s〈 〉 〈 〉 〈 〉= − 〉∩ , 

,i j i jS S S S〈 〉 〈 〉 = ∅ 〈 〉∆ 〈 〉 =/∩  

 ( \ ) ( \ )i j j iS S S S= 〈 〉 〈 〉 〈 〉 〈 〉∪ . 

Здесь ( )m s  – кратность элемента s  на соот-
ветствующем мультимножестве. 

Для упорядоченных множеств или муль-
тимножеств 0

1O  и 0
2O  операции ( )∪  и ( )∩ ,  

в общем, не допустимы, т.к. отношения поряд-
ков на объектах 0

1O  и 0
2O  могут быть различ-

ными. А операции ( ) , ( )∩ , (\)  и ( )∆  могут 
быть реализованы различными способами  
[3, 19]. Воспользуемся идеями правил этих 
операций из работы [3] 
 [ ] [ ] s; s [[ ], [ ]],  i j i jS S S S= ∈  

 [ ] [ ]( ) ( ) ( )   
i jS Sm s m s m s= + ; 

[ ] [ ] s; s [[ ] [ ]&[ ]&  i j i j iS S S S S
×
∩ = ∈  

 [ ] [ ]&[ ]], ( ) ( ) ( )  
i jj S SS m s m s m s= + , (4) 

при этом #([ ] [ ]) #([ ] [ ])i j i jS S S S
×
∩ =  и если 

элементы [[ ] [ ]&[ ]&[ ]]i j i js S S S S∉ , то они за-
меняются в выражении [ ] [ ]i jS S  пустым сим-
волом o ; 
 [ ] [ ],i jS S⊇  

[ ] [ ] [ ]

; [ ]&s [ ], ( )

( ) ( )[ ] \ [ ]

; [ ]&s [ ],
i i j

i j

s s si j

i j

s s S S m s

m s m sS S

s o s S S
∩

∈ ∉ =⎡
⎢

= −= ⎢
⎢ = ∈ ∈⎣

 (5) 

здесь #([ ] \ [ ]) #[ ]i j iS S S= ; 
 [ ] [ ] ,i jS S

×
∩ =∅/  

 

; [ ] [ ]&[ ] \ [ ]&

&[ ] \ [ ],
[ ] [ ]

; [ ] [ ]&

&s [ ] \ [ ]&s [ ] \ [ ].

i j i j

j i
i j

i j

i j j i

s s S S S S

S S
S S

s o s S S

S S S S

∈⎡
⎢
⎢∆ = ⎢ = ∈⎢
⎢ ∉ ∉⎣

, (6) 

при этом имеет место свойство  

 #([ ] [ ]) #([ ] [ ])i j i jS S S S∆ = . 

Операции ( )  и ( )×
∩  могут выполняться над 

упорядоченными объектами разных типов, по-
этому их результатом являются неоднородные 
объекты. А операции (\)  и ( )∆  выполнимы 
только над однотипными базисными объекта-
ми. 

Заметим, что операция объединения со сло-
жением допускает обобщение на универсуме 

DE  через декомпозицию первого места объе-
динения. Назовем ее операцией объединения со 
сложением по месту ( )g  и определим ее пра-
вилом: 

1 1
[ ] [ ] [ ,..., , ,..., ]

g g mi g j i i i i gS S s s s s
+

=  

 
1 2

[ ,. ,..., ]
kg j j js s s =  

1 1 2
; [ ,..., , ,. ,..., ,

g ki i j j js s s s s s s= ∈  

 
1
,..., ],

g k m ki is s
+ + +

 

 [ ] [ ]( ) ( ) ( )
i jS sm s m s m s= + . (7) 

При этом порядок следования элементов  
в результирующем списке правила (7) частично 
меняется. 

Так как правила операций ( )×
∩  и ( )∆  опреде-

лены через операцию объединения, то они также 
допускают обобщения на основе правила (7). 

Из того, что содержание объекта произволь-
ного уровня упорядочено по порядку следова-
ния его базисных объектов, над любыми со-
держаниями iD  и jD  множественных объектов 

k
iO  и r

jO  можно выполнить рассмотренные 
операции, приняв за элементы в правилах опе-
раций базисные объекты. Так операция g  над 
содержаниями iD  и jD  выполняется по форме 
правила (7): 

1 1
( ,..., , ,..., )

g g mi g j i i i i gD D S S S S
+

=  

 
1 2

( ,. ,..., )
kg j j jS S S =  

 
1 1 2

( ,..., , ,. ,..., ,
g ki i j j jS S S S S=  

 
1
,..., ),

g k m ki iS S
+ + +
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а операция разности (\)  – по форме правила (5): 

 ,i jD D⊇  

 
; ( ) &( ) ,

\ ,
( ); ( ) &( )

i j
i j

i j

S S D S D
D D

S o S D S D
∈ ∉⎛ ⎞

= ⎜ ⎟= ∈ ∈⎝ ⎠
 

где под отношением ∈ понимается принадлеж-
ность элемента ( )S  содержанию D по имени 
или значению и по типу. 

Для распространения рассмотренных опера-
ций на структуры подчинения множественных 
объектов необходимо ввести дополнительные 
операции. 

Операция ( )•  прививки структуре C  эле-
ментарной формой. 

Пусть () , 1, 4j j = , любая элементарная фор-
ма без содержания и пусть заданная форма 
также без содержания – ()k

iq C≺ , расположен-
ная на месте q  уровня k , тогда операция ( )•  
действует по правилу: 

 1() () (() ) (..., () ,...)k k
j iq jr iqC C C• = • =≺ ≺ . (8) 

Правило (8) позволяет получить в структуре 
1C  привитую почку () jr , расположенную на 

месте r  в форме ()k
iq , при этом 0 k n≤ < , где  

n  − число уровней структуры C . 
Операция объединение структур 1 2C C  

допустима, если в структуре 1C  имеется почка, 
совпадающая с основной формой структуры 

2C . Поэтому эта операция выполняется конст-
руктивно с помощью алгоритмической схемы: 

1) определяется место прививки на структу-
ре 1C  (уровень, место на нем элементарной 
формы и местоположение почки в выбранной 
форме); 

2) основная форма структуры 2C  принима-
ется за прививаемую элементарную форму; 

3) выполняется операция прививки; 
4) почка в структуре 1C  заменяется структу-

рой 2C . 
Формально эта операция представляется 

выражением через пути подчинения структур 

 1 2 1 2{ , | }C C h h C C= ≺ , (9) 

1 2|h C C≺  – означает, что 1h C≺  или 2h C≺ . 
Операция разности ( \)  структур 1C  и 2C ,  

в зависимости от поставленной цели, может 
конструктивно выполняться различным обра-
зом, например, через удаление их общего пути 
подчинения или удаления общего суффикса 
путей и пр. 

Пусть образующие пути 1 2{ },{ }i jh h  струк-

тур 1C  и 2C  такие, что 2 1{ } { }j ih h⊂ , тогда про-

цесс удаления любого пути 2{ } { }j jh h∈  выпол-
няется поэтапно: 

1) удаляется суффиксная форма пути  
в структуре 1C ; 

2) затем удаляется следующая форма (спра-
ва налево) пути в структуре 1C ; 

3) пункт 2 выполняется до тех пор, пока не 
будет пройден путь jh  или часть его до встре-
чи с формой разветвления в структуре 1C  на 
пути ih ; 

4) в конец оставшейся части пути ih  приви-
вается почка с пустым содержанием и типом 
начального суффикса пути ih . 

Предпочтительна более простая процедура 
удаления общего суффикса путей ih  и jh ,  
с последующей прививкой пустой почки типа 
удаленного суффикса так, что получим путь 

1(..., ( ))h o C= ≺ . При этом способе выполнения 
операции разности конструкция структуры 1C  
сохраняется. 

Отвлекаясь от технологического способа 
реализации операции разности структур, пред-
ставим ее так 

 ,i jC C⊃  

,; &
(..., ( )); ,\

, ,

i j

j ii j

i i j j

h h C h C
h o h hC C

h C h C

⎧ /
⎪ ⎫⎪ == ⎨ ⎬

⎭⎪
⎪⎩

≺ ≺
≺

≺ ≺

. (10) 

Операции пересечения ( )×
∩  и симметриче-

ской разности ( )∆  над структурами выполня-
ются по схеме правил (4) и (6) с использовани-
ем формул (9) и (10) и операций ( )  и ( \) . 
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Теоретико-множественные операции над 
множественными объектами выполняются  
в комплексе над их структурами и содержания-
ми, например, объединение объектов 

( , )k
i i iO C D  и ( , )r

j j jO C D  выполняется по пра-
вилу: 

 ( , )k r
i j i j i g jO O C C D D= , 

в котором место g  определяется местоположе-
нием прививаемой почки в структуре подчине-
ния iC . 

Отношения над множественными объек-
тами. Комплексные операции над составляю-
щими объектов выполняются по разным прави-
лам, поэтому следует ожидать этого и относи-
тельно отношений над множественными объек-
тами. Например, если ρ  отношение над 
объектами универсума ( , )C DE E E= , а Cρ  и Dρ  
отношения над составляющими этих объектов, 
то отношение ( , )C Dρ = ρ ρ  может иметь отно-
шения по компонентам различных типов, 
свойств и пр. Исходя из того, что любое отно-
шение произвольного порядка с помощью пря-
мой суммы представляется через бинарные от-
ношения (см. представление (2)), то в дальней-
шем сосредоточим внимание в основном – на 
последних. 

Принимаем, что отношения 1 2( , )C C Cρ   
и 1 2( , )D D Dρ  согласованы, если пары 1 1( , )C D   
и 2 2( , )C D  определяют объекты 1

kO  и 2
rO , на 

которых задается отношение ( , )C Dρ = ρ ρ . От-
ношения Cρ  и Dρ  могут применяться различ-
ным образом. Рассмотрим вначале способы ор-
ганизации отношений на содержаниях. 

Пусть 1 1( )iS D⊂  и 2 2( )jS D⊂ , тогда отно-
шение 1 2(( ), ( ))D i jS Sρ , определенное на одно-
типных или разнотипных подсодержаниях, мо-
жет обладать или не обладать свойством одно-
типности. Например, если базисные содержа-
ния 1( )iS  и 2( )jS  есть множества, то отношение 

1 2({ },{ })D i jS Sρ  также множество (свойство 
однотипности), так как оно задается свободным 
набором пар ( , )ik jqs s , 1ik is S∈ , 2jq js S∈ . Если 
на декартовом произведении множеств задать 

отношение порядка p  расположения пар  
в произведении, тогда отношение 

1 2({ },{ })p
D i jS Sρ  есть разнотипное, так как от-

ношение p
Dρ  задает упорядоченное множество. 

Для однотипных отношений или отношений 
с разными компонентами содержания 1( )iS   
и 2( )jS  возможны свойства эквивалентности, 
толерантности и др. 

В общем случае отношение 1 2( , )D D Dρ  оп-
ределяется суперпозицией пар 1 2(( ), ( ))i jS S   
и ( , )ik jqs s , т.е. 

 1 2 1 2( , ) ( , ) (( ), ( ))D ik jq i jD D s s S Sρ = , (11) 

поэтому можно принять, что свойства отноше-
ния 1 2( , )D D Dρ  по необходимости переносятся 
и на отношения этих пар и наоборот − одина-
ковые свойства пар приписываются отношению 

1 2( , )D D Dρ . То есть, если отношения на парах 

1 2(( ), ( ))i jS S  и ( , )ik jqs s  обладают свойством 
рефлексии, то этим же свойством обладает и их 
суперпозиция. Очевидно, при наличии опреде-
ленных свойств одной из составляющих отно-
шения 1 2( , )D D Dρ  следует говорить о частич-
ном свойстве этого отношения. 

Исходя из того, что множественные струк-
туры объектов определяются упорядоченными 
системами образующих их полных путей под-
чинения 1 1i

i
h C=∪ , 1 2j

j
h C=∪ , то под декарто-

вым произведением структур понимается про-
изведение полных путей. Таким образом, 

 1 2 1 2( , ) ({ },{ })C C i jC C h hρ = ρ . (12) 

И теперь отношения на множественных 
объектах через формулы (11) и (12), определя-
ются выражением: 

 1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ( ), ( ( )),k r k r
CO O C O C Oρ = ρ  

 1 1 2 2( ( ), ( ( )))k r
D D O D Oρ . 

Обобщение бинарного отношения на отно-
шение m -го порядка для множественных объ-
ектов , 1,ik

iO E i m∈ =  представляется как 

 1 2
1 2 1 2( , ,..., ) ( ( , ,..., ),mkk k

m C mO O O C C Cρ = ρ  
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 1 2( , , ..., ))D mD D Dρ . (13) 

Функции множественных объектов. Отно-
шение (13) допускает обобщение посредством 
нагружения связей отношения операциями, ал-
горитмами действий и пр., поэтому порождает 
обобщенное отображение части универсума E  
множественных объектов 

  
1 11( ) ( ( ), ( ))C C D DF E F E F E=   

или на классе подобъектов 

 ( )k
iO℘ . ( ) ( ( ), ( ))C DF F F℘ = ℘ ℘  

и определяет функции множественных объек-
тов  

 1 2
1 2( , ) : ... mkk k r

C D m jF F F O O O O= × × × → . 

Область определения и значений функции 
F  могут быть различными: это сами объекты 

q
iO  и r

jO  или их подобъекты из класса ( )k
iO℘   

и способы получения результата функций так-
же могут быть разными, в зависимости от 
структурной функции CF  и функции содержа-
ния DF . 

Структурная функция выделяет подструкту-
ры объектов q

iO , пути подчинения для доступа 
к содержаниям объектов, выполняет действия 
над выделенными структурами для получения 
структуры объекта r

jO  и др. А функция DF  вы-
полняет действия над отдельными составляю-
щими содержания и их подмножествами, под-
списками и пр. [3] или над гибридными ком-
плексами содержания. 

Рассмотрим несколько примеров задания 
функций. 

Пример 1. Пусть функция определена на 
множественном подобъекте q k

j iO O⊂  таком, 

что ( , ( ))q
j j jO h S= , правилом 

  
(( ))

( ) ( , ( ))
j

q
j j

s A S
F O h f s

∈

= ∑ ,  

где (( ))jA S  – класс подсодержаний базисного 
числового содержания ( )jS  и функция f  – 
числовая. Очевидно, функция F  задает множе-

ственный объект ( , ( ))q
i j jO h S ′= , для которого 

# 1jS ′ = . 
Пример 2. Если множественный объект 

( , )k
iO C D= , то функцию можно задать так 

 ( ) ( , )k
sF O C D′= ,  

где содержание 

 
(( ))

( \ ) ( )
j

j j
s A S

D D S f s
∈

′ = ∑   

и функция f  взята из примера 1. 
Пример 3. Пусть словарная функция опре-

делена на множественном объекте по закону 
конкатенации ( , ) ( ( ), ( ))F C D f C f D⊗ ⊗ ⊗=  так, 
что 1 2 3( ) ( , )C C Cf C h h h⊗ = ⊗ = , где 1

Ch  и 2
Ch  пути 

структурной схемы C , а результирующий 
схемный путь новой структуры задается выра-
жением: 

 3 () () (),
() () 0, .C

если типыформ одинаковы
h

если типыформ различны
⊗ =⎧

= ⎨ ⊗ =⎩
 

И функция ( ) ( )kf D l⊗ = , значение которой 
совокупность содержательных цепочек, зада-
ваемых рекуррентным выражением: 

1) i jl s s= ⊗ , 
2) , ,|j i i jl l s s l= ⊗ ⊗ , 
3) kl l= . 
Здесь 1

is S D∈ ⊂  и 2
js S D∈ ⊂ , а подсо-

держания 1S  и 2S  порождены путями 1h  и 2h  
структуры подчинения C . 

Возможны определения более сложных сло-
варных функций путем задания конструктив-
ных продукций на грамматических порождаю-
щих структурах [19]. 

Результаты 

Пример приложения множественных объ-
ектов. Во многих случаях прикладных иссле-
дований приходится принимать решения опи-
раться на структуру предметной области, ее 
содержательную часть, функциональные связи 
и пр. Например, исследования в логистике  
проводятся на структурированных системах 
[11, 13, 16, 17]. 
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Рассмотрим пример функционирования  
системы доставки грузов фирмами 

, ( 1,2, ..., )iF i n= . 
Пусть у фирм iF  имеются склады 
, 1,...,

j iCi j m= , на которых хранятся товары 

, 1,...,
j iTi j j= . Товары доставляются потреби-

телю в контейнерах , 1,...
k iKi k k=  транспорт-

ными средствами (автомобилями, железнодо-
рожными поездами, воздушными и водными 
судами). Процесс доставки товаров проходит 
несколько этапов. 

Рассмотрим простой четырехэтапный про-
цесс: 

1) выбор контейнеров и их загрузка товара-
ми на складах. 

2) выбор вида транспорта и отгрузка кон-
тейнеров со складов. 

3) второй выбор вида транспорта и прохож-
дение таможенного контроля. 

4) третий выбор вида транспорта и переза-
грузка на выбранный транспорт для доставки 
товаров на склад потребителя или прямая дос-
тавки товаров на склад потребителя. 

Этапы процесса могут быть зависимыми 
или независимыми, или частично независимы-
ми. Например, при зависимых этапах процесс 
доставки товаров реализует последовательное 
выполнение четырех этапов, при частичной 
зависимости может быть исключен из процесса 
третий этап. Каждый из этапов процесса дос-
тавки товаров связан с технологическими опе-
рациями обработки грузов, алгоритмами выбо-
ра и принятия решений. Анализ составных час-
тей процесса показывает, что в этом процессе 
используются множества разных типов: списки 
(склады и операции), мультимножества (кон-
тейнеры, операции, транспорт), поэтому логи-
стические модели функционирования системы 
доставки товаров фирмами Fi  целесообразно 
представлять с помощью интерпретированной 
множественной структуры (1). 

Компонента G  носителя (логистической) 
структуры (1) составлена из множеств: складов 
Ci , товаров Ti , контейнеров Ki , транспортных 
средств { , , ,q r p lT at gt vt ot= , используемых 
фирмами, операций ϒ  обработки грузов на 
определенных этапах технологического про-
цесса, алгоритмов X

YA  ( X  – входное множест-

во, Y  – множество решений) выбора, принятия 
решений и перехода на следующий технологи-
ческий этап. 

Так как фирмы могут иметь разные техно-
логические процессы доставки товаров, то со-
ответствующие им интерпретированные мно-
жественные объекты будут также различными. 
Пусть для фирмы 1F  множественный объект – 

8
1FO  отражает технологию обработки товаров  

и грузов при международных доставках, и его 
структура задается формой: 

8
1 1 1 2 3 4

321 4 5 7 9 11
( [ 1 , [ [ [ [ [ ]K T T T

F j Y Y Y YC O T A A A A= 〈 ⋅  

 
14 3 2 1 1

12 10 8 6
[ ]] [ ]] [ ]] [ ] ,K⋅ ϒ ⋅ ϒ ⋅ ϒ ⋅ ϒ  

 
2 11 1,..., ] ,

kK K 〉  

 2 11 ,..., 1 ]mC C〈 〉 〈 〉 , (14) 

в которой обозначение 
1
[ ]⋅  определяет список 

складов, 
2
〈〉  – мультимножество их содержаний: 

неоднородные множества товаров 
3

 и списки 

контейнеров 
4
[ ]⋅ . При этом контейнер 

1 jK⋅ подвержен выбору (вида контейнера или 

транспортного средства), по определенным 
спискам алгоритмов 

5 7 9 11
([], [], [], [ ])  и упорядо-

ченной операционной обработке на каждом 
технологическом этапе 

6 8 10 12
([], [], [ ], [ ]) . Связь 

списков алгоритмов X
YA  и соответствующих 

операций ϒ  представлена через операцию по-
следовательного выполнения [ ] [ ]T

YA ⋅ ϒ . 
Содержанием объекта 8

1( )FD O  являются то-
вары, алгоритмы выбора и принятия решений,  
а также операции на четырех этапах технологи-
ческих процессов. 

Анализ структуры (14) и содержания объек-
та 8

1FO  позволяет выделить 8( 1)k m+  содержа-
тельных подобъектов, определяющих товары 
на складах и обработку контейнеров. 

Эти подобъекты можно принять за систему 
образующих множественного объекта 8

1FO . Так 
как каждый из выделенных подобъектов зада-
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ется единственным полным путем подчинения 
h , то его суффикс определяет последователь-
ность (маршрут) операций или алгоритмов, или 
мультимножество товаров. Для конкретных 
логистических систем можно построить содер-
жательные маршруты, выполняя определенные 
операции над путями подобъектов. 

Если фирма 2F  осуществляет доставку то-
варов отечественным потребителям, то множе-
ственный логистический объект будет семи-
уровневым 7

2FO , со структурой: 
7

2 1 1 2 3 4
321 4 5 7 9 11

( [ 1 , [ [ [ [ [ ]K T T T
F j Y Y Y YC O T A A A A= 〈 ⋅  

 
14 3 2 1 1

12 10 8 6
[ ]] [ ]] [ ]] [ ] ,K⋅ ϒ ⋅ ϒ ⋅ ϒ ⋅ ϒ  

 
2 11 1 2 1,..., ] , 1 ,..., 1 ]

kK K mC C〉 〈 〉 〈 〉 . (15) 

Реорганизация фирм 1F  и 2F  или их слия-
ние может быть формально проведена на моде-
лях множественных объектов и их структур 
(14), (15) с помощью рассмотренных операций 
над объектами. 

Научная новизна и практическая  
значимость 

В работе исследованы свойства и характе-
ристики компонент гибридных множественных 
объектов сложных систем, предложены оценки 
их сложности, приведены правила выполнения 
внутренних и внешних операций на объектах. 
Введены отношения произвольного порядка 
над множественными объектами, определено 
понятие функции и отображения на объектах 
множественной структуры. 

В статье рассмотрены вопросы развития 
множественной структуры, порождающей 
множественные объекты. 

Переход от абстрактной множественной 
структуры к предметной структуре требует 
трансформации системы и множественных 
объектов. Трансформация предполагает три 
последовательных этапа: спецификацию, или 
же привязку к предметной области; интерпре-
тацию, т.е. представление в форме множест-
венного объекта, и конкретизацию путем фор-
мирования цели. Предложенный подход описа-
ния систем, на основе гибридных множеств, 
может быть использован во многих приклад-
ных системах для структурного и содержатель-
ного анализа. 

Выводы 

Существующее многообразие и разнород-
ность предметных систем натолкнуло нас на 
разработку модели, обобщающую классические 
множества и их развитие – множества мно-
жеств. Идеи представления и конструирования 
множественных объектов систем были предло-
жены в докладе [4]. 

Множественные объекты, в отличие от 
множеств, конструируются множественной 
структурой и сами представляются структурой 
и содержанием, поэтому операции над такими 
объектами выполняются нетрадиционно и тре-
буют дальнейшего развития в прикладных сис-
темах. 

Переход от абстрактной множественной 
структуры к предметной структуре требует 
трансформации системы и множественных 
объектов. Трансформация предполагает три 
последовательных этапа: спецификацию (при-
вязку к предметной области), интерпретацию 
(множественных объектов) и конкретизацию 
(цели). 

Предложенный подход описания систем, на 
основе гибридных множеств, может быть ис-
пользован во многих прикладных системах для 
структурного и содержательного анализа. 
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МНОЖИННІ ОБ'ЄКТИ 

Мета. Розвиток складних технологій виробничих й управлінських процесів, систем інформатики, при-
кладних об'єктів теорії систем та ін. вимагає вдосконалення математичних методів, нових підходів для до-
сліджень прикладних систем. А різноманіття й різнорідність предметних систем потребує розробки моделі, 
що узагальнює класичні множини та їх розвиток – множини множин. Множинні об'єкти, на відміну від 
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множин, конструюються множинною структурою й самі представляються структурою та змістом. Метою 
роботи є аналіз множинної структури, що породжує множинні об'єкти, подальший розвиток операцій над 
такими об'єктами в прикладних системах. Методика. Для досягнення цілей дослідження множинна струк-
тура об'єктів представляється конструктивною трійкою, що складається з носія, сигнатури й аксіоматики. 
Множинний об'єкт визначається структурою й змістом, а також представляється гібридною суперпозицією, 
складеною з множин, мультимножин, упорядкованих множин (списків) та неоднорідних множин (послідов-
ностей, кортежів). Результати. У роботі розглянуті властивості й характеристики компонентів гібридних 
множинних об'єктів складних систем, запропоновані оцінки їх складності, наведені правила виконання вну-
трішніх і зовнішніх операцій на об'єктах. Уведено відносини довільного порядку над множинними об'єкта-
ми, визначене поняття функції й відображення на об'єктах множинної структури. Наукова новизна.  
У даній роботі розглянуті питання розвитку множинної структури, що породжує множинні об'єкти.  
Практична значимість. Перехід від абстрактної множинної структури до предметної структури вимагає 
трансформації системи й множинних об'єктів. Трансформація припускає три послідовних етапи: специфіка-
цію (прив'язку до предметної області), інтерпретацію (множинних об'єктів) і конкретизацію (мети). Запро-
понований підхід опису систем, на основі гібридних множин, може бути використаний у багатьох приклад-
них системах для структурного й змістовного аналізу. Наведено приклад застосування гібридних множин 
для моделювання логістичних систем. 

Ключові слова: конструктивна множинна структура; гібридні множинні об'єкти; моделювання; складні 
системи; множини; списки; мультимножини; кортежі; логістична система 
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MULTIPLE OBJECTS 

Purpose. The development of complicated techniques of production and management processes, information 
systems, computer science, applied objects of systems theory and others requires improvement of mathematical 
methods, new approaches for researches of application systems. And the variety and diversity of subject systems 
makes necessary the development of a model that generalizes the classical sets and their development – sets of sets. 
Multiple objects unlike sets are constructed by multiple structures and represented by the structure and content. The 
aim of the work is the analysis of multiple structures, generating multiple objects, the further development of opera-
tions on these objects in application systems. Methodology. To achieve the objectives of the researches, the struc-
ture of multiple objects represents as constructive trio, consisting of media, signatures and axiomatic. Multiple ob-
ject is determined by the structure and content, as well as represented by hybrid superposition, composed of sets, 
multi-sets, ordered sets (lists) and heterogeneous sets (sequences, corteges). Findings. In this paper we study the 
properties and characteristics of the components of hybrid multiple objects of complex systems, proposed assess-
ments of their complexity, shown the rules of internal and external operations on objects of implementation. We 
introduce the relation of arbitrary order over multiple objects, we define the description of functions and display on 
objects of multiple structures. Originality. In this paper we consider the development of multiple structures, 
generating multiple objects. Practical value. The transition from the abstract to the subject of multiple structures 
requires the transformation of the system and multiple objects. Transformation involves three successive stages: 
specification (binding to the domain), interpretation (multiple sites) and particularization (goals). The proposed de-
scribe systems approach based on hybrid sets can be used in many application systems for structural and content 
analysis. An example of the use the hybrid sets for logistics systems modeling is shown. 

Keywords: constructive multiple structure; hybrid multiple objects; modelling; complex systems; sets; lists; 
multi-sets; tuples; logistics system 
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