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Рассмотрено протекание тока в условиях квантового эффекта Холла в неоднородных
многофазных средах. Описан общий метод исследования неоднородных двумерных сред
на основе линейных преобразований поворота, предложенный Дыхне. Получены соотно-
шения дуальности эффективной проводимости и вычислена эффективная проводимость
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The current percolation has been considered in inhomogeneous multiphase media
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Настоящая работа продолжает исследования протекания тока в условиях квантового эффекта
Холла (КЭХ). Ранее в работах [5; 10] методами ТФКП был исследован вопрос о протекании холлов-
ского тока в двухфазной среде. Было показано, что ненулевое значение эффективной холловской
проводимости обусловлено протеканием холловского тока через сингулярные точки. В связи с раз-
работкой квантовых интерферометров актуальными являются задачи протекания тока в средах с
границами, к которым относятся многофазные системы. В режиме КЭХ свойства протекания тока
существенно определяются именно свойствами межфазных границ и их топологией.

Целью настоящей работы является изучение протекания холловского тока в неоднородной мно-
гофазной среде. С помощью преобразований Дыхне будут получены соотношения дуальности эф-
фективной проводимости многофазных сред. Далее на основе установленных соотношений будут
получены точные выражения для проводимости в условиях квантового эффекта Холла.

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Программы ОФН РАН (проект 20.4)
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1. Симметрия двумерной системы относительно преобразований поворота
(метод линейных преобразований Дыхне). Опишем кратко метод, предложенный в работах
[2; 3]. Двухмерная проводящая среда описывается уравнениями постоянного тока и законом Ома:

div ~j = 0, rot ~e = 0, ~j = σ~e. (1)

Как впервые было установлено в работах Дыхне [3], эти уравнения инвариантны относительно
уравнений поворота:

~j = b[~n,~e ′], ~e = d[~n,~j ′]. (2)

Здесь b, d — постоянные коэффициенты уравнений поворота; ~n — нормаль к плоскости. В силу
линейности указанных преобразований сохраняется закон Ома и в новой штрихованной системе.
При этом проводимость штрихованной системы равна:

σ′ =
b

dσ
. (3)

В магнитном поле ~B, направленном перпендикулярно к плоскости, закон Ома имеет тензорный
вид: ~j = σ̂~e, здесь σ̂ — тензор проводимости в магнитном поле с компонентами σxx и σxy. Соответ-
ственно, в случае магнитного поля используются обобщенные линейные преобразования поворота
[3,4]:

~j = a~j ′ + b[~n,~e ′], ~e = c~e ′ + d[~n,~j ′]. (4)

В штрихованной системе закон Ома также имеет тензорный вид: ~j = σ̂ ′~e ′. При этом компо-
ненты тензора новой штрихованной системы связаны с компонентами тензора исходной системы
следующими соотношениями:

σ′
xx =

σxx(ac+ bd)

(σxxd)2 + (σxyd+ a)2
;

σ′
xy =

σ2
xxcd+ (cσxy − b)(dσxy − a)

(σxxd)2 + (σxyd+ a)2
.

(5)

2. Эффективная холловская проводимость многофазных сред. Применим преобразо-
вания Дыхне для многофазных холловских сред. Для металлических сред этот метод не работает,
но для холловских сред из-за особенностей протекания тока этим методом можно получить решения
и точные выражения для эффективной холловской проводимости.

Рассмотрим многофазный случай. Пусть имеются 4 фазы в режиме КЭХ с различными прово-

димостями σ(i)
xy (в дальнейшем будем обозначать холловские проводимости просто как σi) и случай-

ным расположением фаз. Предположим также, что концентрации чётных и нечётных фаз равны
между собой:

X1 = X3, X2 = X4 (6)

и произвольны по величине:
2(X1 +X2) = 1. (7)

Для удобства представим концентрации 1 и 2 фаз в виде:

X1 =
1

4
+ δ,X1 =

1

4
− δ. (8)

Двух и трёхфазные среды являются частными случаями рассматриваемой задачи. Следуя общему
методу, установим возможные симметрии перестановок и соответствующие соотношения дуально-
сти. Переставим чётные и нечётные фазы местами:

σ′
1 = σ2, σ′

2 = σ1, σ′
3 = σ4, σ′

4 = σ3, (1 ↔ 2, 3 ↔ 4). (9)

В соответствии с условиями (9) и формулой (5) это преобразование задается коэффициентами

b1 =
σ1σ2(σ3 + σ4)− σ3σ4(σ1 + σ2)

σ1σ2 − σ3σ4
,

a1 = c1,

d1 =
σ1 + σ2 − σ3 − σ4
σ1σ2 − σ3σ4

.

(10)
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Отметим, что такое преобразование при произвольных значениях проводимостей возможно
только для сред в режиме КЭХ. При обычном металлическом характере проводимости в трёхфаз-
ном случае возникает дополнительное условие на проводимость третьей фазы: σ3 =

√
σ1σ2, а в

четырёхфазном случае такое преобразование вообще отсутствует.
При произвольных концентрациях фаз штрихованная система оказывается дуальной по отно-

шению к исходной: σ′
e(δ) = σe(−δ). Следовательно, получим следующее соотношение дуальности

для эффективных проводимостей четырёхфазных неоднородных сред в режиме КЭХ:

d1σe(−δ)σe(δ) + b1 = a1(σe(−δ) + σe(δ)). (11)

Помимо указанной симметрии в данной задаче есть ещё одна возможность при перестановке чётных
и нечётных фаз: σ′

1 = σ4, σ
′
2 = σ3, σ

′
3 = σ2, σ

′
4 = σ1, (1 ↔ 4, 2 ↔ 3). В этом случае коэффициенты a,

b, d принимают значения:

a2 = −c2, b2 =
σ1σ4(σ2 + σ3)− σ2σ3(σ1 + σ4)

σ1σ4 − σ2σ3
,

d2 =
σ1 + σ4 − σ2 − σ3
σ1σ4 − σ2σ3

, (12)

и получается ещё одно соотношение дуальности, аналогичное (11), но со своими коэффициентами
a2, b2 , d2.

В рассматриваемой системе также есть дополнительная симметрия – перестановка чётных и
нечётных фаз между собой:

σ′
1 = σ3, σ′

2 = σ4, σ′
3 = σ1, σ′

4 = σ2, (1 ↔ 3, 2 ↔ 4). (13)

В этом случае штрихованная система оказывается макроскопически эквивалентной исходной:
σ′
e(δ) = σe(δ) и эффективная холловская проводимость определяется уравнением:

d3σe(δ)
2 + b3 − 2a3σe(δ) = 0. (14)

Здесь коэффициенты a3, b3, d3 находятся из условий (13). Таким образом, эффективная проводи-
мость четырёхфазной среды в режиме КЭХ равна:

σe
xy(±δ) =

σ1σ3 − σ2σ4
(σ1 + σ3 − σ2 − σ4)

±

±

√(
σ1σ3 − σ2σ4

σ1 + σ3 − σ2 − σ4

)2

− σ2σ4(σ1 + σ3)− σ1σ3(σ2 + σ4)

σ1 + σ3 − σ2 − σ4
. (15)

Переход к средам с меньшим количеством фаз осуществляется достаточно легко: трёхфазная
среда соответствует пределу σ2 = σ4, а двухфазная: −σ1 = σ3, σ2 = σ4. Интересно заметить, что
плато холловской проводимости в широком интервале не зависит от концентрации фаз. Другим
интересным обстоятельством является то, что высота плато зависит от проводимостей всех четырёх
фаз вплоть до малых концентраций.

Такие неожиданные результаты связаны с необычным характером протекания тока в условиях
КЭХ. Как известно, холловский ток всегда перпендикулярен электрическому полю:

j = σxy[n, e]. (16)

Тогда из уравнения div j = 0 с учетом потенциальности электрического поля rot e = 0 получим

~e×∇σxy = 0. (17)

Следовательно, линии тока не могут пересекать линии постоянных значений величины σxy, т. е.
холловский ток не может перетекать из одной фазы в другую и «замораживается» в каждой из
фаз. Это и объясняет постоянство плато σxy в широком интервале концентраций [6; 7; 8]. Отметим
также, что, согласно нашим результатам, значение холловской проводимости на пороге протека-
ния существенно зависит от того, по бесконечному кластеру из каких фаз произошёл выход на
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пороговое значение σxy. Для образования бесконечного кластера достаточно двух фаз, поэтому в
четырёхфазной системе возможны шесть независимых способов образования бесконечного кластера
из различных фаз (число сочетаний равно 6). Это соответствует нашим результатам.

В настоящее время в связи с интенсивным исследованием квантовых явлений и разработкой
квантовых интерферометров теоретическое исследование механизма распределения краевых токов
в условиях КЭХ является актуальным и представляет существенный интерес. На наш взгляд, по-
лученные результаты могут быть использованы для создания и усовершенствования квантовых
интерферометров.
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