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REZUMAT: Este introdusd notiunea de aproximare a
ultra-amenabilitatii  in  algebra Banach. Este
dezvoltatd teoria generald a acestei notiuni. In
special, aratam ca produsul proiectiilor Tensor intre

algebra Banach A si B (AQ B ) nu este aproximativ
ultra-amenabil ori de cdte ori A nu este aproximativ
ultra-amenabila si B, admite un caracter diferit de
zero.
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1. Introducere

In [2], Daws a introdus o notiune a
amenabilitatii  pentru  algebra  Banach.
Aceastd notiune este cea a ultra-
amenabilitatii pentru algebra Banach. El a
furnizat o descriere abstractd a ultra-
amenabilitatii  similarda  cu  conceptul
diagonalei aproximative, de asemenea el a
stabilit cand o algebra C “este ultra-amenabila
si a aratat pentru multe grupuri compacte
locale G ca ultra-amenabilitatea este
echivalenta cu a fi finit.

O alta variatie a notiunii de amenabilitate
pentru algebra Banach a fost de asemenea
introdusd de Ghahramani si Loy in [3].
Consideram algebra Banach A si X un A-
bimodul Banach. O derivare D: A—X este
aproximativ intern daca exista o retea (x,) in

X astfel incat D (a) = limy (a. X4 - Xq.2)
(a in A), limita fiind luatd in (X, | |).
Algebra Banach A este aproximativ

amenabild daca, pentru fiecare A-bimodul
Banach X, fiecare derivare continua D:
A—X’ este aproximativ interna.

Au fost stabilite proprietatile primare ale
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1. Introduction

In [2], Daws, Introduced a notion of
amenability for Banach algebra. The notion
is that of ultra-amenability for Banach
algebras. He provided an  abstract
characterization of ultra-amenability similar
to the concept of an approximate diagonal, he
also settle when a C -algebra is ultra-
amenable, and show for many locally
compact group G that ultra-amenability is
equivalent to being finite.

Another variation of the notion of
amenability for Banach algebras was also
introduced by Ghahramani and Loy in [3].
Let A be Banach algebra and let X be a
Banach A-bimodule. A derivation D: A—X
is approximately inner if there is a net (X,) in
X such that D (a) = lim, (a. X, - Xq.a) (a in
A), the limit being taken in (X, | ||) The

Banach algebra A is approximately amenable
if, for each Banach A-bimodule X, every

continuous derivation D: A—-X’ s
approximately inner.
The basic properties of approximately

amenable Banach algebras were established
in [3]. Certainly every amenable Banach
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algebrei Banach aproximativ amenabile n
[3]. Cu sigurantd fiecare algebrd Banach
amenabila este aproximativ amenabild; o
algebra Banach comutativd, aproximativ
amenabild este slab amenabild; exemple de
comutativitate, algebra Banach aproximativ
amenabild, care nu sunt amenabile sunt date
in [3, Exemplul 6.1]. Caracterizari ale
algebrei Banach aproximativ amenabila au
fost de asemenea stabilite in [3], ele sunt
analogate cu caracterizarea algebrei Banach
amenabild ca acelea cu diagonala
aproximativ limitata.

In aceasta lucrare, vom extinde notiunea de
amenabilitate  aproximativa in  algebra
Banach cu cea a ultra-amenabilitatii.
Intrebarea este care dintre constructiile
standard pentru algebra Banach ultra-
amenabila functioneaza pentru conceptul de
aproximare ultra-amenabilitate in algebra
Banach. Multe dintre dovezile ce pot fi
urmate sunt variante pe argumentele clasice,

cu atentia cuvenitd acordatd posibilei
nelimitarii.
2. Preliminarii

Pentru inceput, ne reamintim cateva notiuni
standard; pentru mai multe detalii, vedeti [1]
si[7].
Consideram algebra Banach A si X un A-
bimodul Banach. O derivare de la A la X este
o multime lineard marginitd D: A—X astfel
incat D (ab) =D (a).b + a.D (b) (a, b in
A).
De exemplu 0: a—a.x — x.a este o derivatie;
derivatiile acestei forme se numesc derivatii
interne. Consideram o algebra Banach A si X
un A-bimodul. Atunci X este un A-bimodul
Banach daca X este un spatiu Banach si daca
este o constanta k > 0 astfel incat
lad < sellal e, eal <
(a € A x € X).
Re-normand X, putem presupune ca k = 1.
De exemplu, A insusi este un A-bimodul
Banach si X’ spatiul dual al A-bimodulului X
Banach, este un A-bimodul Banach cu privire
la operatiunile de modul specificate de
<x,af>=<xa,f> <x, fa> = <ax, f>
x € X, fe X, acA),

il [

algebra is approximately amenable; a
commutative,  approximately = amenable
Banach algebra is weakly amenable;
examples of commutative, approximately
amenable Banach algebra which are not
amenable are given in [3, Example 6.1].
Characterizations of approximately amenable
Banach algebras were also established in [3],
they are analogous to the characterization of
amenable Banach algebras as those with a
bounded approximate diagonal.

In this paper, we shall extend the notion of
approximate amenability in Banach algebras
to that of ultra-amenability. The question is
which of the standard constructions for ultra-
amenable Banach algebras work for the
concept of approximate ultra-amenable
Banach algebras. Many of the proofs to
follow are variants on the classical
arguments, with due care given to possible
unboundedness.

2. Preliminaries

First, we recall some standard notions; for
further details, see [1] and [7].
Let A be an algebra and let X be an A-
bimodule. A derivation from A to X is a
bounded linear map D: A—X such that D
(ab) =D (a).b + a.D (b) (a,bin A).
For example &,: a—a.x — x.a is a derivation;
derivations of this form are called inner
derivations. Let A be a Banach algebra and
let X be an A-bimodule. Then X is a Banach
A-bimodule if X is a Banach space and if
there is a constant k > 0 such that
o] <klal- [, Jrd] <
(ae A, x € X).
By renorming X, we can suppose that k = 1.
For example, A itself is a Banach A-
bimodule and X’ the dual space of a Banach
A-bimodule X, is a Banach A-bimodule with
respect to the module operations specified by
<x,af>=<xa,f> <x, fa> = <ax, >
xe X, feX,aeA),
where <x, > denote f(x). We say that X’ is
the dual module of X. In particular every
closed two-sided ideal J of A is a Banach A-
bimodule and J’ the dual space of J is a dual
A-bimodule.

Kfal |
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unde <x, > indicd f(x). Spunem ca X’ este
modulul dual al lui X. In particular fiecare
tintd inchisd cu doua fete J a lui A este un A-
bimodul Banach si J* spatiul dual al lui J este
un A-bimodul dual.

Consideram algebra Banach A si X un A-
bimodul Banach. Atunci Z'(A,X) este spatiul
pentru toate derivatiile continue de la A cétre
X. N'(A,X) este spatiul tuturor derivatiilor
interne de la A catre X, si primul grup
cohomolog al Iui A cu coeficienti in X este
spatiul coeficient H'AX) = Z'(AX)
N'(A,X).

Algebra Banach A este amenabilda daca
H'(A, X’) = {0} pentru fiecare A-bimodul X
Banach si slab amenabild daci H'(A, A’) =
{0}. De exemplu, algebra grupului L'(G) a
unui grup local compact G este amenabila in
sensul clasic ([5]). De asemenea, o algebra
C” este intotdeauna slab amenabila ([4) si
este amenabild dacd si numai daca este
nucleara ([4]). In [6], Mewomo si Oguntuase
au studiat slaba amenabilitate a algebrei
Banach A(X) a operatorilor de aproximare la
un spatiu X Banach in legaturd cu geometria
spatiului X Banach.

Consideram o multime diferitd de zero S.
Consideram R o familie de submultimi a lui

S astfel incat Ry N R, este in R oricand R;, R2
€ R. Un filtru R in S este o submultime F
diferita de zero a lui P(S) astfel incat; daca E,
F € F,atunci E(F € F; daciF € FsiR €
R cu F & R, atunci R € F. Un ultrafiltru R
in S este un filtru R in S astfel incat oricare E
€ FsauF € Foricand E,F € Rcu E UFr=
S. Un filtru in S este un filtru P(S); un
ultrafiltru in S este un ultrafiltru P(S).
Familia filtrului R in S este o multime partial
ordonatd in ceea ce priveste includerea; un
filtru R este un ultrafiltru daca si numai daca
este maxim in aceastd familie. Priviti [1],
pentru mai multe detalii.

Consideram un ultrafiltru U ne-principal in o
multime [, si X un spatiu Banach. Formam
spatiul Banach

(1) = {x) €1 S X )] = sup; €;
]| < o0y,

si definim subspatiul apropiat

Let A be a Banach algebra, and let X be a
Banach A-bimodule. Then Z'(A,X) is the
space of all continuous derivations from A
into X. N'(A,X) is the space of all inner
derivations from A into X, and the first
cohomology group of A with coefficients in
X is the quotient space H'(A,X) = Z'(A,X)/
N'(A,X).

The Banach algebra A is amenable if H'(A,
X’) = {0} for each Banach A-bimodule X
and weakly amenable if H'(A, A”) = {0}. For
instance, the group algebra L'(G) of a locally
compact group G is amenable in the classical
sense ([5]). Also, a C*-algebra is always
weakly amenable ([4]) and is amenable if and
only if it is nuclear ([4]). In [6], Mewomo
and Oguntuase studied the weak amenability
of A(X) the Banach algebra of approximable
operators on a Banach space X with relation
to the geometry of the Banach space X.

Let S be a non-empty set. Let R be a family
of subsets of S such that RiR;, is in R
whenever R;, R2 € R. An R-filter on S is a
non-empty subset F of P(S) such that; if E, F
€ F,then ENF € F;ifF e FandR € R
with F < R, then R € F. An R —ultrafilter on
S is an R-filter on S such that either E € F or
F € F whenever E,F € RwithE U F =S.
A filter on S is a P(S)-filter; an untrafilter on
S is a P(S)-ultrafilter. The family of R-filter
on S is a partially ordered set with respect to
inclusion; an R-filter is an ultrafilter if and
only if it is maximal in this family. See [1],
for further details.

Let U be a non-principal ultrafilter on a set I,
and let X be a Banach space. We form the
Banach space

I"(X, D) = {(xi)i e 1 © X: ||(x;)] = Supi 1
[i]l < o3

and define the closed subspace

Nu = {(Xi)iin1 in loo (X, I): limi—u [x; = 0}.
Thus we can form the quotient space, called
the ultrapower of X with respect to U,
X)u=1"(X, 1)/ Ng.

In general, this space will depend on U,
though many properties of (X)y turn out to be

independent of U, as long as U is sufficiently
“large” in some sense. If (Xj)iin | represents an
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Ny = {(x0)iin1 0 Ioo (X, T): limi—y [Xi] = 03
Astfel putem forma spatiul coeficient, numit
ultra-puterea lui X cu privire la U,

X)u=1"(X, I)/ Ny.

In general, acest spatiu va depinde de U, desi
multe proprietati ale lui (X)y se dovedesc a fi
independente de U, atita timp cat U este
suficient de “mare” in unele sensuri. Daca
(Xi)i in1 reprezintd o clasa echivalenta in (X)y,
atunci

[ ier + N[ = tim—y i)

Cand A este o algebra Banach, (A)y devine o
algebra Banach 1n conformitate cu produsul
aratat. Aceasta urmeaza, asa cum este usor de
aratat ca Ny este un ideal inchis in algebra
Banach loo (X, I).

Recent, Daws in [2], a definit o algebra
Banach A ca fiind ultra amenabilda daca
fiecare ultra putere a lui A este amenabila.
Definitia noastra, care trebuie sa descrie noua
proprietate principald pe care o vom studia 1n
aceasta lucrare este dupa cum urmeaza.
Definitie 2.1 Considerdm o algebra Banach
A, atunci A este aproximativ ultra-amenabila
dacd fiecare ultra-putere a lui A este
aproximativ amenabila.

Remarca 2.2 Avem urmadtoarea observatie
simpla: O algebrd Banach ultra-amenabila
este aproximativ ultra-amenabila.

3. Rezultatele principale

Urmatoarele rezultate sunt de la [2].
Afirmatia 3.1 Pentru o algebra Banach A, o
ultra-putere  (A)y are o  identitate
aproximativa limitatd daca si numai daca A
are o identitate aproximata limitata.
Afirmatia 3.2 Pentru o algebra Banach A, o
ultra-putere (A)y este unitard daca si numai
daca A este unitara.

De asemenea, avem urmatoarele rezultate de
la [3]

Afirmatia 3.3 Consideram o algebra Banach
A aproximativ amenabila si J un ideal inchis
in A cu o identitate aproximativ marginita.
Atunci I este aproximativ amenabil.
Rezultatele noastre sunt urmatoarele.
Afirmatia 3.4 Consideram A si B algebre

equivalent class in (X)y, then

||(Xi)iel +NU|| = 1imi_)U||Xi||-

When A is a Banach algebra, (A)y becomes a
Banach algebra under the pointwise product.
This follows, as it is easy to show that Ny is a
closed ideal in the Banach algebra loo (X, I).
Recently, Daws in [2], defined a Banach
algebra A to be ultra-amenable if every ultra
power of A is amenable.

Our definition which shall describe the main
new property that we shall study in this work
is as follows.

Definition 2.1 Let A be a Banach algebra,
then A is approximately ultra-amenable if
every ultrapower of A is approximately
amenable.

Remark 2.2 We have the following trivial
observation: An ultra-amenable Banach
algebra is approximately ultra-amenable.

3. Main Results

The following results are from [2].
Proposition 3.1 For a Banach algebra A, an
ultrapower (A)y has a bounded approximate
identity if and only if A does
Proposition 3.2 For a Banach algebra A, an
ultrapower (A)y is unital if and only if A is
unital.
Also, we have the following result from [3]
Proposition 3.3 Let A be an approximately
amenable Banach algebra and let J be a
closed ideal in A with a bounded
approximate  identity. Then I is
approximately amenable.
The following are our results.
Proposition 3.4 Let A and B be Banach
algebras. Suppose that A is approximately
ultra-amenable and ¢: A—B is a continuous
epimorphism. Then B is approximately ultra-
amenable.
Proof Let U be an ultrafilter. Then the
continuous epimorphism ¢: A—B induces a
continuous epimorphism ¢ : (A)y— (B)u.
For a Banach (B)y-bimodule X, let Y = X be
a Banach (A)y-bimodule with actions via ¢
If D: (B)y—X’ is a continuous derivation,
then Do : (A)y—Y’ is a derivation. Thus if
is approximately ultra-amenable, then
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Banach. Presupunem ca A este aproximativ
ultra-amenabila si ¢: A—B este un emorfism
continuu. Atunci B este aproximativ ultra-
amenabil.
Demonstratie Consideram U un ultra-filtru.
Atunci emorfismul continuu ¢: A—B induce
un emorfism continuu ¢ : (A)y— (B)u.
Pentru un bimodul X Banach (B)y,
consideram Y = X un bimodul Banach (A)y
cu actiune prin intermediul ¢ . Dacd D:
(B)y—X’ este o derivatie continud, atunci
Doop™: (A)y—Y’ este o derivatie. Atunci,
daca A este aproximativ ultra-amenabild,
atunci fiecare ultra-putere a lui A este
aproximativ amenabila, la fel ca si (A)y , este
aproximativ amenabild, atunci exista o retea
(xq) In X’ astfel incat
(Dog)(a) = limy, (¢ (a). X¢ - Xq
(a € (A).
Adica, D este aproximativ interior, si de
asemenea (B)y este aproximativ amenabil.
Atunci B este aproximativ ultra-amenabil.
Corolar 3.5 Consideram o algebra Banach A
si I un ideal inchis in A. Presupunem ca A
este aproximativ ultra-amenabila, atunci A/l
este aproximativ ultra-amenabil. Daca 1 este
ultra-amenabil si A/l este aproximativ ultra-
amenabil, atunci A este aproximativ ultra-
amenabila.
Demonstratie Consideram un ultra-filtru U.
Atunci coeficientul A—A/I induce o multime
coeficient (A)y—(A/l)y. Avand in vedere ca
multimea coeficient A—A/l este un
epimorfism continuu, si A este aproximativ
ultra-amenabild, atunci A/l este aproximativ
ultra-amenabila de Afirmatia 3.4 cu B = A/L.
Putem identifica (A/I)y cu (A)y/(I)y. Prin
urmare (A)y si (I)u sunt amandoua
aproximativ amenabile, atunci asa este (A)y
de Corolarul 2.6 al [3]. Astfel A este
aproximativ ultra-amenabila.
Theorema 3.6 Consideram A si B algebre
Banach. Presupunem ca A nu este
aproximativ ultra-amenabild si B admite un

¢ ()

caracter diferit de zero, atunci A® B nu este
aproximativ ultra-amenabil.
Demonstratie Pentru un caracter diferit de

zero ¢ in B, multimea a®b  — ag(b)
determind un epimorfism al lui A® Bin B.

every ultrapower of A is approximately
amenable, and so (A)y is approximately
amenable, then there exists a net (x,) in X’
such that
(Dogp7)(a) = limg (9 (a). Xq - Xq
(a e (A).
That is, D is approximately inner, and so
(B)u is approximately amenable. Thus B is
approximately ultra-amenable.
Corollary 3.5 Let A be a Banach algebra and
let I be a closed ideal in A. Suppose A is
approximately ultra-amenable, then A/l is
approximately ultra-amenable. If T is ultra-
amenable and A/l is approximately ultra-
amenable, then A is approximately ultra-
amenable.
Proof Let U be an ultrafilter. Then the
quotient A—A/I induces a quotient map
(A)u—(A/)y. Since the quotient map A—A/I
1S a continuous epimorphism, and A is
approximately ultra-amenable, then A/l is
approximately ultra-amenable by Proposition
3.4 with B = A/l.
We can identify (A/I)y with (A)y/(I)u. Hence
if (A)y and (I)y are both approximately
amenable, then so is (A)y by Corollary 2.6 of
[3]. Thus A is approximately ultra-amenable.
Theorem 3.6 Let A and B be Banach
algebras. Suppose A is not approximately
ultra-amenable and B admits a non-zero

¢ (a))

character, then A® B is not approximately
ultra-amenable.

Proof For a non-zero character ¢ on B, the
map a®b ap(b) determines an

epimorphism of A® B onto B. So if A® B
were approximately ultra-amenable, A would
also be approximately ultra-amenable by
Proposition 3.4, contrary to hypothesis.
Proposition 3.7 Let A be a Banach algebra
and let I be a closed ideal in A with a
bounded approximate identity. Suppose A is
approximately ultra-amenable. Then I is
approximately ultra-amenable.

Proof Let U be an ultrafilter. Since A is
approximately ultra-amenable, then (A)y is
approximately amenable. Also (I)y is an ideal
in (A)y which has a bounded approximate
identity since I has a bounded approximate
identity by Proposition 3.1. Thus, the result
follows using Proposition 3.3.

—
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Deci, dacd A® Berau aproximativ ultra-
amenabile, A ar fi de asemenea aproximativ
ultra-amenabild de Afirmatia 3.4, contrar
ipotezei.

Afirmatia 3.7 Considerdm o algebrd Banach
A si I un ideal inchis in A cu o identitate
aproximativ marginitd. Presupunem ca A este
aproximativ ultra-amenabild. Atunci I este
aproximativ ultra-amenabil.

Demonstratie Consideram un ultra-filtru U.
Avand in vedere ca A este aproximativ ultra-
amenabilda, atunci (A)y este aproximativ
amenabild. De asemenea (I)y este un ideal in
(A)y care are identitate aproximativ
marginitd avand in vedere ca I are identitate
aproximativ marginitd de Afirmatia 3.1.

Astfel, rezultatul urmeaza folosind
Afirmatia 3.3.
Demostratia  ultimului  nostru  rezultat,

urmeaza aceeasi linie ca aceea a [3,
Afirmatia 2.4]. Punctele importante ale
demonstratiei sunt

b.) Fiecare derivatie de la A poate fi
extinsd la o derivatie de la A",
astfel incat derivatia extinsd este
interioard dacd si numai daca
derivatia originala a fost interioara
Daci D este o derivatie de la A" la
un A-bimodul X’, si ¢ este
elementul de identitate al lui A",
atunci este o derivatie interioara
D™:A" X astfel incat (D - D™)(e)
=0.
Afirmatie 3.8 Consideram o algebra
Banach A. Atunci A este aproximativ
ultra-amenabild dacd si numai daci A"
este aproximativ ultra-amenabila.
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