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Abstract: This article discusses some aspects of application and computer realization 

of the numerical solution of differential equations on Delphi with use of widespread Runge-
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О НЕКОТОРЫХ АЛГОРИТМАХ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

МЕТОДОМ РУНГЕ – КУТТА НА ЯЗЫКЕ DELPHI 

 

Аннотация: В данной статье рассматриваются некоторые моменты 

применения и компьютерной реализации численного решения дифференциальных 

уравнений на Дельфи с применением широко распространенного метода Рунге-Кутта. 

Ключевые слова: задача Коши, метод Рунге-Кутта, алгоритм, дельфи, 

программа. 

 

 Пусть дана система двух дифференциальных уравнений первого порядка: 

                                                {
𝑦1
′ = 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2),

𝑦2
′ = 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2).

                                       (1) 

Решением системы (1) называется пара функций 𝜑1(𝑥) и 𝜑2(𝑥), при подстановке 
которых в систему получаются тождества: 

                      𝜑1
′ = 𝑓1(𝑥, 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥)), 𝜑2

′ = 𝑓2(𝑥, 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥)). 
Решению  

                                                    {
у1 = 𝜑1(𝑥),

у2 = 𝜑2(𝑥).
 

системы уравненний (1) соответствует интегральная кривая в пространсте трех 

измерений (𝑥, 𝑦1, 𝑦2). Задача Коши для системы состоит в нахождении решения 
системы (1), удовлетворяющего начальным условиям [1-5]  

                                       у1|𝑥=𝑥0 = 𝑦10 , у2|𝑥=𝑥0 = 𝑦20 .                           (2) 

Постановка задачи Коши для системы n дифференциальных уравнений первого 

порядка аналогична задаче (1-2), а именно: требуется найти решение системы 
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                                          {

𝑦1
′ = 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 ),

𝑦2
′ = 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)
……………………

𝑦𝑛
′ = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

                                (3) 

при начальных начальных условиях  

                       у1|𝑥=𝑥0 = 𝑦10 , у2|𝑥=𝑥0 = 𝑦20, ..., у𝑛|𝑥=𝑥0 = 𝑦𝑛0 .             (4) 

Теорема существования и единственности решения задачи Коши (3-4) имеет 

формулировку, аналогичную приведенной для частного случая 𝑛 = 2. 
 Если ввести векторные обозначения  

𝑦(𝑥) = (

𝑦1(𝑥)

𝑦2(𝑥)
.  .  .
𝑦𝑛(𝑥)

),  𝑦′(𝑥) = (

𝑦1
′(𝑥)

𝑦2
′(𝑥)
.  .  .
𝑦𝑛
′(𝑥)

), 𝑓(𝑥, 𝑦) = (

𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝑓2(𝑥, 𝑦)
.  .  .

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)

), 𝑦0 = (

𝑦10
𝑦20
.  .
𝑦𝑛0

). 

то задача Коши (3-4) в векторной форме запишется так: 

                               𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),       𝑦|𝑥=𝑥0 = 𝑦0                          (5) 

 Численное решение задачи Коши (5) состоит в том, что на сетке отрезка [a,b] 

требуется получить приближенные значения координат вектора 𝑦(𝑥) в узлах сетки 𝑥𝑖 
(𝑖 = 1, 2, . . ., 𝑚). 
 Обозначим вектор, аппроксимирующий решение, через  

𝑦𝑖 ≈ 𝑦(𝑥𝑖) (𝑖 = 1, 2, . . ., 𝑚), 
а его координаты – через  

𝑦𝑘𝑖 (𝑘 = 1, 2, . . ., 𝑛;  𝑖 = 1, 2, . . ., 𝑚) так, что 𝑦𝑘𝑖 ≈ 𝑦(𝑥𝑘𝑖)  
или 

𝑦𝑖 = (

𝑦1𝑖
𝑦2𝑖
.  .
𝑦𝑛𝑖

) ≈ 𝑦(𝑥𝑖) = (

𝑦1(𝑥𝑖)

𝑦2(𝑥𝑖)
.  .

𝑦𝑛(𝑥𝑖)

)    (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚). 

Будем искать решение на равномерной сетке с шагом ℎ =
(𝑏−𝑎)

𝑚
. 

  

Величина погрешности численного метода оценивается величиной 𝑑 =
max
1≤𝑖≤𝑚

{𝑑𝑖}, где 𝑑𝑖 – погрешность решения на сетке с шагом ℎ в точке 𝑥𝑖:  

𝑑𝑖(ℎ) = max
1≤𝑘≤𝑛

{|𝑦𝑘𝑖(ℎ) − 𝑦𝑘(𝑥𝑖)|}. 

Практически погрешность в точке 𝑥𝑖 оценивается по формуле Рунге, 
аналогичной  

|φ(𝑥𝑖)-𝑦𝑖 (
ℎ

2
)| ≈

|𝑦𝑖(ℎ)−𝑦𝑖(
ℎ

2
)|

2𝑝−1
. 

А именно , пусть 

𝑦𝑖(ℎ) = (

𝑦1𝑖(ℎ)

𝑦2𝑖(ℎ)
.  .

𝑦𝑛𝑖(ℎ)

),    𝑦𝑖 (
ℎ

2
) =

(

 
 
 
 
𝑦1𝑖 (

ℎ

2
)

𝑦2𝑖 (
ℎ

2
)

.  .

𝑦𝑛𝑖 (
ℎ

2
))

 
 
 
 

 

-значения численного решения в точке 𝑥𝑖, полученные для шагов ℎ и 
ℎ

2
 соответственно; 

тогда погрешность 𝑑𝑖 в точке 𝑥𝑖 для вычисления с шагов 
ℎ

2
 выражается приближенным 

равенством 

                                           𝑑𝑖 (
ℎ

2
) ≈

max
1≤𝑘≤𝑛

{|𝑦𝑘𝑖(ℎ)−𝑦𝑘(𝑥𝑖)|}

2𝑝−1
                       (6) 
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где 𝑝 – порядок точности численного метода. 
 

Пример. Найти численное решение задачи Коши для системы двух 

дифференциальных уравнений на языке Delphi 

{
𝑦1
′ = 𝑦2,

𝑦2
′ = −𝑦1;

 

у1|𝑥=𝑥0 = 𝑦10 , у2|𝑥=𝑥0 = 𝑦20 . 

Задача Коши для дифференциального уравнения второго порядка  

                            𝑦′′ + 𝑦 = 0 ,   𝑦|𝑥=𝑥0 = 𝑦0 ,   𝑦
′|𝑥=𝑥0 = 𝑦0

′  

приводится к задаче Коши для предыдущей системы, если обозначить  

                    𝑦1(𝑥) = 𝑦(𝑥), 𝑦2 = 𝑦1
′(𝑥)   и    𝑦10 = 𝑦0, 𝑦20 = 𝑦0

′ . 
Вычисления правых частей дифференциальных уравнений  

𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) = 𝑦2, 
𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) = −𝑦1 

ведется в программе: 

 

unit Unit1; 

interface 

uses 

  Winapi.Windows, Winapi.Messages, System.SysUtils, System.Variants, System.Classes, 

Vcl.Graphics, 

  Vcl.Controls, Vcl.Forms, Vcl.Dialogs, Vcl.StdCtrls; 

 type 

  TForm1 = class(TForm) 

    Label1: TLabel; 

    Edit1: TEdit; 

    Edit2: TEdit; 

    Label2: TLabel; 

    Label3: TLabel; 

    Button1: TButton; 

    Label4: TLabel; 

    Edit3: TEdit; 

    Edit4: TEdit; 

    Label5: TLabel; 

    Label6: TLabel; 

    Label7: TLabel; 

    Edit5: TEdit; 

    Label8: TLabel; 

    Memo1: TMemo; 

    procedure Button1Click(Sender: TObject); 
  private 

    { Private declarations } 

  public 

    { Public declarations } 

  end; 

type 

    coef2=array[0..4,1..2] of real; 

    vect=array[1..2] of real; 

var 

  Form1: TForm1;   c:array[1..4] of real=(0,0.5,0.5,1); 

      var 
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    i,j,n,m:integer; 

    a,b,h,x:real; 

    y,y1:vect; 

    k:coef2; 

    ch:char; 

implementation 

{$R *.dfm} 

      function f(i:integer;x:real;y:vect):real; 

    BEGIN 

    CASE 1 OF 

    1:f:=y[2]; 

    2:f:=-y[1]; 

    END; 

    END; 

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject); 

begin 

a:=strtofloat(edit1.Text); 

b:=strtofloat(edit2.Text); 

y1[1]:=strtofloat(edit3.Text); 

y1[2]:=strtofloat(edit4.Text); 

M:=strtoint(edit5.Text); 

    x:=a; 

    h:=(b-a)/m; 

 memo1.Clear; 

 memo1.Lines.Add('x='+floattostr(x)+'      y1='+floattostr(y1[1])+'      y2='+floattostr(y1[2])); 

    FOR i:=1 TO m DO 

    BEGIN 

    FOR j:=1 TO 4 DO 

    BEGIN 

    FOR n:=1 TO 2 DO 

    y[n]:=y1[n]+c[j]*k[j-1,n]; 

    FOR n:=1 TO 2 DO 

    k[j,n]:=h*f(n,x+c[j]*h,y); 

    END; 

    FOR n:=1 TO 2 DO 

    y1[n]:=y1[n]+(k[1,n]+2*k[2,n]+2*k[3,n]+k[4,n])/6; 

    x:=x+h; 

 memo1.Lines.Add('x='+floattostr(x)+'         

y1='+floattostr(y1[1])+'       y2='+floattostr(y1[2])); 

    END; 

end; 

end. 
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Рисунок 1 – Разработанная программа. 

 

Описанные алгоритмы и разработанная программа (Рис.1) может быть 

использованна в различных исследованиях основанных на данном методе Рунге-Кутта, 

а также в процессе преподавания в университетах в качестве лабораторных работ. 
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