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В статье на качественном уровне анализируется влияние изменений периода дискретизации на функцио-
нальные свойства цифровых систем управления. Приводятся алгоритмы фильтрации дискретных сигналов, по-
зволяющие повысить достоверность измерительной информации. Полученные результаты имеют важное прак-
тическое значение при разработке и реализации цифровых систем управления. 

Effect of changes in sampling period on functional properties of digital control systems analyzes on the qualitative 
level by authors of the article. Filtering algorithms of discrete signals, that allows to increase reliability of measuring in-
formation are described in this article. The received results have important practical value during the developing and 
realization of digital control systems. 
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Введение 
При проектировании цифровых систем управле-

ния непрерывными, технологическими и технически-
ми объектами основополагающей и актуальной зада-
чей является задача выбора величины периода 
дискретизации t  [1; 2; 3]. Как отмечается в [1]: «ин-
терес представляет не только количество измеритель-
ной информации, но и то, как она используется». Так 
при выборе периода дискретизации следует учиты-
вать следующие факторы: требуемое качество систе-
мы, динамику объекта, спектр возмущений, измери-
тельные приборы, вычислительные затраты, исполь-
зуемую модель объекта и ряд других. В данной работе 
анализируются способы выбора периода дискретиза-
ции и сформулированы рекомендации, алгоритмы по-
лучения и оценки свойств измерительной информа-
ции в процессах дискретизации сигналов. 

Казалось, что t  можно выбрать как бы произ-
вольно, например, взяв t  малым, постоянным, од-
нако уже здесь возникают противоречия и неопреде-
ленности дальнейшего использования его при синтезе 
цифровой системы мониторинга и управления: слиш-
ком малая величина t  приводит к значительному 
объему измерительной информации, к трудоемкости 
её обработки, к возможности появления подмены час-
тоты [2], к появлению неадекватной структуры мате-
матической модели каналов объекта и т. п. Неопреде-
ленность от t  растет с каждым последующим 
этапом синтеза цифровой системы управления. 

 
Роль частоты Найквиста 
При заданном значении t  единственным широ-

ко известным параметром [2; 3] является частота 
Найквиста, которая определяется по соотношению

H
2
t


 


. Эта частота позволяет решать задачу вос-

становления сигнала. Задачи дискретизации времен-
ного сигнала и его восстановления являются взаимно 
обратными [3]. Для этих задач справедлива теорема 
Шеннона-Котельникова, однако упомянутые выше 
задачи неприменимы для построения причинно-
следственных моделей – моделей управления и про-
гнозирования (причина этого обусловлена тем, что 
интерполяционная формула для восстановления сиг-
нала включает наряду с предшествующими значения-
ми сигнала x(t)  и последующие значения). 

Таким образом, в задачах управления и прогнози-
рования частота Найквиста играет несколько другую 
роль. Например, в задаче фильтрации предполагается, 
что на некотором множестве временных отсчетов 

1 2 n{t ,t ,...,t } T  известны значения сигнала 

1 2 n{x(t ),x(t ),...,x(t )} , которые измерены с некото-

рой погрешностью. Требуется определить некоторую 

оценку сигнала  n 1 nx(t \ T) f(x(t ),..., x(t )) , наи-

лучшую в смысле некоторого критерия оптимально-
сти в момент времени nt . Как правило, полагается, 

что измерения производятся в равноотстоящие мо-
менты времени i 1t t i t   . В этой задаче опять по-

является частота Найквиста. 
 
Различные периоды дискретизации 
Не нарушая общности предположим, что в каче-

стве объекта исследования рассматривается динами-
ческий объект, допускающий линеаризацию. Более 
того, предположим для простоты, что объект одно-
мерный – одна входная и одна выходная величины. В 
данной работе для построения математической моде-
ли объекта используется метод структурно-пара-
метрической идентификации (SP-идентификации), 
для которого доказано [4; 5], что для получения точ-
ной модели объекта необходимо и достаточно суще-



| МАТЕМАТИКА 

40 | Вестник КемГУ 2013 № 4 (56) Т. 1 

ствование множества значений периода дискретиза-
ции min max( t , t )  , которое порождает после-

довательность эквивалентных дискретных мате-
матических моделей с передаточными функциями 
G(z, t) . Эквивалентность дискретных математиче-

ских моделей понимается в смысле отображения и со-
хранения для различных min maxt ( t , t )     динами-

ческих характеристик объекта. Таким образом, можно 
уже структурировать значения t  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Структура множества значений t  

 
На множестве значений периода дискретизации 
t (0, ) R      условно выделены следующие 

подмножества: 






     

      

      

I min

II min max

III max

R { t R | t (0; t ]};
R { t R | t ( t ; t ]};

R { t R | t [ t ; ]}.
. 

Область IIR  определяется свойствами согласо-

ванного z-преобразования, динамическими характе-
ристиками объекта и состоит из значений периода 
дискретизации, которые позволяют определить дис-
кретную передаточную функцию и, при необходимо-
сти, непрерывную передаточную функцию. Эта об-
ласть позволяет определить последовательность 
эквивалентных дискретных моделей и использовать 
многочастотное квантование. В то же время предпо-
лагается, что отсчеты сигналов при IIt R   имеют 

малую погрешность измерения, а, следовательно, 
должны быть предварительно отфильтрованы. 

Область IR  малых значений периодов дискрети-

зации порождает высокую частоту дискретизации. 
Если период t  принимает значение из этой области, 
то процесс представления близок к аналоговому. 
Многие исследователи считают это положительным 
фактором при построении цифровых систем, не при-
давая значения следующим рискам: 

1. Увеличение объема отсчетов приводит к пе-
реполнению памяти, к уменьшению оперативности в 
обработке данных, а самое главное – при восстанов-
лении дискретных моделей к подмене моделей с вы-
текающими отсюда последствиями [6]. 

2. Если период t  брать постоянным и малым 
по величине, то согласно [2] возникает одна из глав-
ных проблем – явление подмены частот. В частности 
низкочастотный сигнал приводит к существенной 
подмене высокочастотного сигнала, а в последующем 
– к подмене модели объекта. 

3. Высокочастотную составляющую сигналов 
(например, таких как токовая нагрузка, давление и 
т. п.) не всегда можно полагать шумовой или помехо-
вой. Она может быть составляющей, характеризую-
щей неустойчивое состояние объекта, которое возни-
кает при предаварийных и аварийных ситуациях. 

Таким образом, если осуществлять выборку с по-
стоянным периодом IIt R  , то можно потерять эту 

информацию и тем самым цифровая система оказыва-
ется бесполезной, приводящей к непредвиденным по-
следствиям. 

Если же период дискретизации t  по величине 

брать из области IIIR , то получаемые после фильтра-

ции значения сигнала могут принадлежать как к 
окончательной стадии переходного процесса, так и 
выходить за переходный процесс и характеризовать 
статический режим. С правой стороны от maxt  име-

ется некоторая область значений периода дискретиза-
ции t , выделяющая точки съема информации, кото-
рые принадлежат еще переходному процессу. Однако 
таких точек 0 1 n{y(t ),y(t ),...,y(t )}  мало, что соот-

ветствует понятию в прикладной математике – малой 
выборки. По этим данным, используя алгоритмы  
SP-идентификации на основе теории непрерывных 
дробей, удается определить трендовую составляю-
щую переходного процесса, однако более «тонкие» 
характеристики и свойства идентифицировать не уда-
ется. Для некоторых прикладных задач этот класс за-
дач достоверного выделения трендовой составляю-
щей представляет интерес (например, в задачах 
определения эффективности программ реабилитации 
детей [7]). 

Если же брать значения t , которые больше вре-

мени управления ut , то определить динамические ха-

рактеристики объекта уже не удается. В этом случае 
получаемая информация может использоваться для 
построения статических моделей объекта. 

 
Цифровые фильтры 
Проанализируем на качественном уровне исполь-

зование цифровых фильтров в системах мониторинга 
и управления, учитывая тот факт, что современные 
средства и аппаратура измерения частично включают 
аналоговые фильтры и цифровые устройства (напри-
мер, противоподменные цифровые фильтры). Однако 
в конкретной цифровой системе возможна системная 
специфика появления некоторых сигналов. Как пра-
вило, это помеховые и полезные составляющие изме-
ряемых сигналов.  

Цифровые фильтры разделяются на рекурсивные 
и нерекурсивные фильтры [8]. Краткая характеристи-
ка рекурсивных фильтров заключается в следующем: 

1. Наиболее подробно рассмотрим фильтры 
первого порядка вида [2]: 
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K

k i
k 0

y(i) b x(i k) ay(i 1) ,           (1) 

где kb  и ia  – коэффициенты или параметры фильтра, 

K  – объем значений входной переменной,  
x(i) , y(i)  – значения входных и выходных перемен-

ных фильтра.  
В частности, наиболее часто встречается структура 

фильтра первого порядка вида: 
     y(i) (1 )x(i) y(i 1),          (2) 

где x(i) , y(i)  – значения входных и выходных пере-

менных фильтра,   – весовой коэффициент фильтров 
первого порядка. 

2. Фильтры второго порядка имеют вид [3]: 
    0 1 2y(i) b x(i) a y(i 1) a y(i 2) ,          (3) 

где 1 2 0a ,a ,b  – коэффициенты или параметры фильт-

ра, x(i) , y(i)  – значения входных и выходных пере-

менных фильтра. 
3. В [2] показано, что любой фильтр более вы-

сокого порядка можно реализовать последовательно-
стью фильтров первого и второго порядков. 

Из вышесказанного следует, что указанные в 
пунктах 1 – 3 фильтры представляют собой замкну-
тые устойчивые системы. Приведенные дискретные 
фильтры порождены аналоговыми фильтрами в фор-
ме линейных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами соответствующего порядка, 
эффективность которых зависит от структуры фильт-
ра и от вида входных сигналов. На наш взгляд, струк-
тура входного сигнала изменяется непредвиденным 
образом, а следовательно требует коррекцию фильтра. 
Кроме этого, изменение порядка фильтра в общем 
случае изменяет порядок всей системы, а это увели-
чивает сложность объекта. Более того, указанные 
фильтры эффективны, когда период дискретизации 
достаточно мал (т. е. его величина попадает в область 

IR ). Даже при незначительном увеличении t  циф-

ровой фильтр теряет свои свойства. Например, вы-
числительный процесс становится не устойчивым [6]. 

Другое направление по разработке и реализации 
фильтров – нерекурсивные фильтры. В качестве при-
мера приведем симметричный нерекурсивный фильтр 
[2]: 



 
M

k
k M

y(i) b x(i k) ,                         (4) 

где k kb b  – коэффициенты или параметры фильт-

ра, M  – количество точек, которые определяются с 
левой и правой стороны симметричного фильтра. Не-
рекурсивные фильтры имеют разную структуру. Как 
отмечается в [3], эти фильтры с точки зрения электро-
ники нереализуемы, а в цифровом плане они реали-
зуемы в режиме «реального времени» при помощи за-
держки. 

В работе [8] отмечаются преимущества нерекур-
сивных фильтров по сравнению с рекурсивными: 

1. Нерекурсивные фильтры могут иметь линей-
ную фазо-частотную характеристику. 

2. Мощность собственных шумов нерекурсив-
ного фильтра, как правило, гораздо меньше, чем у ре-
курсивного фильтра. 

3. В системах с изменениями частоты дискрети-
зации применение нерекурсивных фильтров сокраща-
ет необходимое число арифметических операций. 

4. В качестве недостатка нерекурсивные фильт-
ры имеют более сложную схемную реализацию по 
сравнению с рекурсивными фильтрами. 

В работе [2] нерекурсивные фильтры условно на-
зывают фильтрами нулевого порядка по отношению к 
выходной переменной фильтра, а это в свою очередь 
не приводит к изменению порядка динамической сис-
темы. 

В реальных цифровых системах контроля и 
управления с целью повышения качества, оператив-
ности и достоверности измерительной информации 
осуществляют системное объединение различных 
способов дискретизации [9; 11; 12]. Одним из пред-
ставителей таких синтетических способов дискрети-
зации является способ групповой равномерной дис-
кретизации [9; 11]. Моменты времени, в которые 
следует опрашивать аналоговый сигнал по указанно-
му способу, определяют следующим образом: 

n 0 0t (l) t n t l t ,                    (5) 

где 0t  – время включения цифрового устройства,  

t  – межгрупповой период дискретизации,  

0t  – равномерный шаг дискретизации в группе, 

n 0,1,2,...  – номер группы, l 0,L 1   – номер 
отсчета в группе. 

Аналоговый сигнал опрашивается группами по L  
– значений. В результате процесса дискретизации в 
каждой группе получают L  значений аналогового 
сигнала n n ny (0),y (1),...,y (L 1) . Для получения 

мгновенного значения аналогового сигнала, соответ-
ствующего моменту времени дискретизации 

0t (n 1) t    определяют среднее арифметическое 

полученных значений n n ny (0),y (1),...,y (L 1) : 
L 1

n
i 0

n

y (i)
y

L






.                                  (6) 

В таком виде данный способ дискретизации ори-
ентирован на определение оценки низкочастотной со-
ставляющей аналогового сигнала и не позволяет в ре-
альном масштабе времени получать информацию об 
оценках огибающих информативной высокочастотной 
составляющей сигнала. 

 



| МАТЕМАТИКА 

42 | Вестник КемГУ 2013 № 4 (56) Т. 1 

 
Рис. 2. Нерекурсивный фильтр с регулярным опросом 

 
 

Используя этот способ дискретизации, но введя 
другие операции обработки значений в группе 

n n ny (0),y (1),...,y (L 1) , можно получить помимо 

оценки низкочастотной составляющей сигнала, также 
оценки огибающих высокочастотной составляющей. 
Для этого среди полученных значений 

n n ny (0),y (1),...,y (L 1)  определим максимальное 

значение max
ny , минимальное значение min

ny  и сред-

нее 
max min
n n

n
y y

y
2


 , которые принимают соответ-

ственно за оценки верхней, нижней огибающих и низ-
кочастотной составляющей на момент времени 

0t n t  . При необходимости можно определить ме-

дианное значение ny (med) , размах  

  max min
n n ny y y ,   

и ряд других характеристик. В то же время каждая от-
дельно взятая группа может сохранять эффект подме-
ны частоты, что ведет к искажению измерительной 
информации и не позволяет даже ретроспективно 
оценить точно высокочастотные составляющие ана-
логового сигнала. Более того, этот способ опроса не-
устойчив к изменению частоты сигнала. Эксперимен-
тальные исследования выявили «провалы» в полу-
чении точных оценок сигнала. 

Все рассмотренные ранее способы дискретизации 
аналоговых сигналов либо вообще не позволяют полу-
чать удовлетворительные оценки амплитудных харак-
теристик высокочастотной составляющей сигнала в ре-
альном времени, либо чувствительны к колебаниям 
частоты аналогового сигнала, поскольку изменение 
частоты во многих случаях требует нового определе-
ния периода дискретизации. Реализация же адаптации 
периода дискретизации в связи с изменениями частоты 
аналогового сигнала в рамках функционирующей циф-
ровой системы контроля и управления ведет к значи-
тельному усложнению математического аппарата и ал-
горитмического обеспечения. 

Поэтому естественно желание иметь такой способ 
дискретизации, реализация которого, с одной сторо-
ны, позволяла бы получать достоверную информацию 
об амплитудных характеристиках информативной вы-
сокочастотной составляющей сигнала и, вместе с тем, 
была бы устойчива к колебаниям частоты сигнала, 
вызванными изменениями внутренних свойств объек-
та управления. 

В работе предлагается способ нерегулярной груп-
повой дискретизации, который включает дискретиза-
цию аналогового сигнала с фиксированным числом 
отсчетов в группе с постоянным интервалом времени 
между группами. Причем дискретизация аналогового 
сигнала внутри группы включает элемент случайно-
сти за счет введения в формулу, определяющую мо-
менты времени дискретизации, случайного периода 
дискретизации nh (l) , равномерно распределенного на 

отрезке 0[0; t ] , где 0t  – равномерный период дис-

кретизации в группе. Этот период 0t  определяется 

граничной частотой дискретизирующего устройства. 
Таким образом, дискретизация внутри каждой группы 
осуществляется в моменты времени: 

     n 0 0 ny (l) t n t l t h (l),             (7) 

где 0t  – время начала процесса дискретизации,  

t  – межгрупповой период дискретизации,  

0t  – равномерный шаг дискретизации в группе; 

n 0,1,2,...  – номер группы; nh (l)  – случайный 

период дискретизации в l  интервале длиной 0t . 

Введение случайности в процесс дискретизации 
позволяет получить значение аналогового сигнала в 
моменты времени nt (l) , удовлетворяющие условию: 

0 0 n 0 0 0t n t l t t (l) t n t (l 1) t           .    (8) 

Значение межгруппового периода дискретизации 
t  удовлетворяет условию 0t L t   . При опреде-

лении величины числа отсчетов в группе L  необхо-
димо учитывать два условия. С одной стороны, уве-
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личение L  ведет к более точному определению ам-
плитудных характеристик высокочастотной состав-
ляющей аналогового сигнала; с другой стороны, чис-
ло отсчетов в группе должно удовлетворять условию 

02 L [ t / t ]    , где 0[ t / t ]   – целая часть 

числа: t  – время, предоставляемое для групповой 

дискретизации аналогового сигнала в цифровой фор-
ме. Модельные исследования предлагаемого способа 
дискретизации показали, что на практике можно ис-
пользовать фиксированный набор случайных чисел 

(h(0),h(1),...,h(L 1)) ,               (9) 

при этом эффективность такого подхода несущест-
венно уменьшается.  

В целом, эффективность подхода велика, а значе-
ния сигнала в группе n n n{y (0),y (1),...,y (L 1)}  

позволяют получить достоверные значения аналого-
вого сигнала, как низкочастотной составляющей, так 
и амплитудные значения высокочастотной состав-
ляющей. Относительная погрешность проведенных 
модельных исследований находится в диапазоне от 
0,1 % до 1 %. 

Фиксированный набор случайных чисел (9) со-
храняет преимущества подхода в силу изменения час-

тоты сигнала и реализацию групповых отсчетов в 
процессе дискретизации. 

 
Пример работы данного вида фильтров 
Рассмотрим апериодический объект первого по-

рядка, у которого передаточная функция вида 
kG(s)

1 Ts



.  

Для определенности считаем  

u
k 1, t 5.4, T 5, t 0.1      ,  

амплитуда входного воздействия A 1 . 
Тогда передаточная функция имеет вид:  

kG(s)
1 5s




. 

t
5y(t) 1 e W(t)


   , где w(t)  – белый шум с нуле-

вым средним и единичной дисперсией (рис. 3). 
Требуется исключить возможность подмены сиг-

нала, то есть отфильтровать сигнал. 
Применяя формулу (6) получим следующие ре-

зультаты (таблица 1, рис. 3). 

 
Таблица 1 

Результаты фильтрации 
 

t  0 1 2 3 4 5 

фильтрy (t)  0 0,1823 0,3304 0,4516 0,5511 0,6309 

идеальныйy (t)  0 0,1813 0,3297 0,4512 0,5507 0,6321 

относительная  0 0,55 % 0,21 % 0,08% 0,07% 0,19 % 

 

 
Рис. 3. Выходной сигнал с помехами, идеальный и отфильтрованный сигналы 

 
Выводы 
Фильтрация аналоговых сигналов в цифровых 

системах контроля и управления является достаточно 
сложной и актуальной задачей. В работе на основе 
частотных характеристик областей значений перио-
дов дискретизации развивается подход построения 

системы фильтрации на многоуровневой и много-
этапной основе. Построение такого способа дискрети-
зации включает системное объединение различных 
способов фильтрации. Для оценки точечных значений 
предлагается нерекурсивный фильтр с использовани-
ем нерегулярного группового опроса. Такой опрос по-
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зволяет практически отключить «эффект подмены 
частот». При этом можно получить как точечные, так 
и интервальные оценки значений сигнала, которые 
позволяют определить его локальные свойства, при 
этом относительная погрешность в измерительной 
информации не превышает 1 %. Для идентификации и 

управления используется многочастотное квантова-
ние, основанное на эквивалентности дискретных мо-
делей. Многочисленные тестовые исследования пока-
зали эффективность рассмотренного способа про-
цесса дискретизации. 
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