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Погрешности количественного анализа многокомпонентных смесей, измеренных по спектрам поглощения, 

возмущенных случайно изменяющейся базовой линией, могут быть значительно уменьшены путем введения 
ковариационной матрицы шумов при расчетах по методу наименьших квадратов. Эффективность предложен-
ного метода продемонстрирована на примере анализа препарата Экседрин. 

The errors of quantitative analysis of multicomponent mixtures using absorption spectra perturbed by randomly 
varying baseline could be significantly reduced by the introduction of the noise covariance matrix in least squares esti-
mation. The effectiveness of the proposed method is demonstrated on the example of Excedrin drug analysis. 
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Количественный спектрохимический анализ мно-

гокомпонентной смеси известного качественного со-
става является одним из самых распространенных ме-
тодов аналитической химии [1]. Например, коли-
чественный анализ лекарственных препаратов можно 
проводить по спектрам оптического поглощения рас-
творов, полученных после их растворения. Так как 
спектр поглощения каждого компонента смеси в рас-
творе заранее известен, то для анализа обычно ис-
пользуют метод прямой калибровки (метод  
К-матрицы) [1]. Столбцы матрицы К представляют 
собой значения коэффициентов молярного поглоще-
ния индивидуальных компонентов смеси для задан-
ных длин волн. Предполагается, что эти столбцы ли-
нейно независимы. При сильном перекрытии 
спектров индивидуальных компонентов используются 
методы хемометрики [2]. 

Классический метод прямой калибровки основан 
на использовании идеальной модели спектра много-
компонентной смеси, предполагающей присутствие 
только гомоскедатичного (обладающего постоянной 
дисперсией) и некоррелированного шума. Это допу-
щение не всегда оправдано из-за нестабильности ус-
ловий регистрации спектра и специфики его цифро-
вой обработки [3]. Кроме этого, отклонение от 
идеальной модели может быть обусловлено наличием 
неконтролируемых примесей в растворе. Визуально 
указанные эффекты могут проявляться в спектре по-
глощения в форме базовой линии (фона), для устра-
нения которой используется предварительная обра-
ботка спектров: алгебраическая коррекция фона [1], 
производная спектрометрия [4], вейвлет-преобразова-
ние [5]. Как правило, полная компенсация базовой 
линии практически невозможна, поэтому в спектре 
смеси всегда будут оставаться ее “следы” со случайно 
изменяющимися параметрами.  

Целью настоящей работы является оценка влия-
ния случайно изменяющейся базовой линии на точно-
стные характеристики количественного анализа по 
методу прямой калибровки. 

 
Теория 
В статье используются общепринятые термины 

линейной алгебры. Заглавные и строчные буквы, вы-
деленные жирным шрифтом, обозначают матрицы и 
векторы-столбцы, соответственно, скаляры выделены 
курсивом. Надстрочные индексы T и -1 используются 
для обозначения транспонированной и обратной мат-
риц, соответственно. 

В соответствии с законом Бугера-Ламберта-Бера 
спектр оптического поглощения смеси, состоящей из 
y компонентов, можно записать в виде  

y = Kcd +      (1)  
где K – mn матрица, столбцы которой составлены из 
коэффициентов молярного поглощения чистых ком-
понентов смеси для заданных длин волн; m – число 
заданных длин волн; c – n1 вектор концентраций 
компонентов; d – толщина поглощающего слоя (кю-
веты), которая для простоты изложения принята рав-
ной 1 см;  – m1 вектор нормального шума с нуле-
вым средним и ковариационной матрицей  2

y V. Для 

идеальной модели V является единичной матрицей, а 

 2
y  равно дисперсии шумов. При наличии случайно 

изменяющейся базовой линии матрица V отлична от 
единичной (см. Приложение). 

Оценка вектора c по обобщенному методу наи-
меньших квадратов [4] равна: 

ĉ = (KTV-1K)-1KTV-1y,    (2) 

с дисперсионной матрицей 
 Dĉ =  2

y (KTV-1K)-1.   (3) 
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Дисперсия вектора ĉ:  

 2
ĉ = tr(Dĉ) + 2 
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ij
jiij DD

1
,   (4) 

где tr – след матрицы; Dkl – элемент матрицы D. На-
личие второго члена в выражении (4) показывает, что 
концентрации отдельных компонентов смеси корре-
лированы.  
Численной оценкой дисперсии вектора концентраций 
является его среднеквадратическая погрешность 
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где mean обозначает усреднение повторных числен-
ных оценок; cmix

k  – точная концентрация k-го компо-

нента в смеси. 
Для подобных по форме и сильно перекрываю-

щихся спектров чистых компонентов расчет обратной 
матрицы в выражении (2) будет очень чувствителен к 
погрешностям измерения спектров. Для стабилизации 
обращения матриц используется метод регуляризации 
по Тихонову [5], согласно которому  

ĉ = (KTV-1K+ αI)-1KTV-1y,   (6) 
где α – параметр регуляризации; I – единичная матри-
ца. Мы будем подбирать значение параметра регуля-
ризации таким образом, чтобы минимизировать отно-
сительную среднеквадратическую погрешность 
оценки ĉ в уравнении (6): 

RMSE(α)min = min MSE(α)/
2

1

.( )
n

k

mix
kc




     
(7) 

 
Оценка погрешностей анализа таблеток Эк-

седрин 
Спектры Экседрина и его ингредиентов (рис. 1) в 

цифровой форме были получены путем компьютерно-
го сканирования опубликованных спектров [6].  

 

 
 
Рис. 1. Спектры препарата Экседрин (▬) и его ин-
гредиентов (…) (парацетамол (1), кофеин (2) и ас-
пирин (3), в соотношении 0.4464:0.1071:0.4464, со-
ответственно). Суммарная концентрация равна  
20 мг/л в смеси вода-метанол-ледяная уксусная ки-
слота (соотношение указанных компонентов 
69:28:3). Спектр салициловой кислоты (4) с кон-
центрацией 4 мг/л в той же смеси. Воспроизводит-
ся с разрешения "http://www.dissolutiontech.com" 

 
Было взято 100 равноотстоящих отсчетов в облас-

ти 260 – 300 нм. К спектру раствора таблеток Эксед-
рин (рис. 1) добавлялся полиномиальный фон (см. 
уравнение (A1) Приложения) со случайными пара-
метрами. Численные оценки корня относительной 
среднеквадратической погрешности (RRMSE) произ-
водились путем усреднения 10000 статистически не-
зависимых расчетов. Для вычислений и построения 
графиков была написана программа на языке 
MATLAB. 

Результаты численного эксперимента представле-
ны на рис. 2.  

Анализ полученных данных позволяет сделать 
следующие выводы: 

1. Использование матрицы V, рассчитанной в 
строгом соответствии с дисперсиями коэффициентов 
полиномиального фона (см. Приложение) свидетель-
ствуют о хорошем совпадении теоретических и чис-
ленных оценок (рис. 2а). 

2. Пренебрежение случайным фоном при больших 
стандартных отклонениях его наклона ( a1

) значи-

тельно увеличивает погрешность определения вектора 
концентраций (рис. 2б). 

3. Зависимость относительной среднеквадратиче-
ской погрешности оценки вектора концентрации от 
стандартного отклонения постоянного члена полино-
ма ( a0

) мала по сравнению с её зависимостью от 

стандартных отклонений коэффициентов первой 
( a1

) и второй степени ( a2
). Таким образом, по-

грешность анализа весьма чувствительна к случайным 
изменениям наклона некомпенсированной базовой 
линии. 

4. Нами обнаружено что, при оптимальном выбо-
ре матрицы V регуляризация решения уравнения (1) 
малоэффективна. Однако при больших стандартных 
отклонениях наклона базовой линии в случае V = I , 
благодаря регуляризации погрешность анализа значи-
тельно снижается (рис. 2в).  
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Рис. 2. Теоретические (…) и численные (▬) оценки погрешности вектора концентраций компонентов 

препарата Экседрин. (а) Точная ковариационная матрица V (б). V = I (в). Метод регуляризации при V = I.  
005,0 y ,  a1

= 0 (●), 110-4 (■), 210-4 (♦), 510-4 (▲), 1010-4 () a2
=  a1

/10 

 
В качестве практического примера оценим по-

грешность анализа таблеток Экседрин, в спектре рас-
твора которых присутствует фон, обусловленный на-
личием салициловой кислоты, являющейся продуктом 
гидролиза аспирина. Будучи очень слабым, этот фон в 
значительной степени искажается шумами спектро-
метра и поэтому меняется при многократной регист-
рации спектра. Для моделирования этого процесса 
спектр раствора салициловой кислоты (рис. 1), воз-
мущенный нормальным шумом 005,0 y , был ап-

проксимирован полиномом второй степени. При 105 

повторениях статистически независимых численных 
экспериментов были получены следующие значения 
дисперсий полиномиальных коэффициентов: 

;61,0
0
 a  ;028,0

1
 a 00027,0

2
 a , на основании 

которых была рассчитана матрица V. Полученные ре-
зультаты: RRMSE 11.7 % и 20.9 % для оптимальной 
матрицы V и V = I, соответственно, свидетельствуют 
о высокой эффективности учета переменного фона 
при количественном анализе многокомпонентной 
смеси. 

 
Заключение  
Методика, разработанная в данной статье, позво-

ляет в каждом конкретном случае оценить погреш-
ность аналитической процедуры при наличии гетеро-
скедастичных коррелированных шумов, обусловлен-
ных случайно изменяющейся базовой линией спектра. 
Сравнение погрешности эксперимента с погрешно-
стью, полученной путем компьютерного моделирова-
ния с использованием оптимальной ковариационной 
матрицы шумов может быть обоснованием целесооб-
разности дальнейшего улучшения используемого для 
анализа смеси спектрофотометрического метода, на-
пример, изменением pH раствора. 

 
 
 
 
 

Приложение 
Расчет ковариационной матрицы шума 
Предположим, что в спектре, регистрируемом r 

раз, присутствует базовая линия, описываемая поли-
номом второй степени. Тогда отсчет i спектра t: 

yit=it+aot+a1ti+a2ti
2,   (A1)  

где yit  отсчет неискаженного спектра, обладающего 
нормальным шумом it с нулевым средним и диспер-
сией  2

y ; aqt  q-й коэффициент полинома, остающий-

ся постоянным в пределах данного спектра, однако, 
меняющийся случайным образом от спектра к спек-
тру. Оценка элемента ковариационной матрицы, со-
гласно данным работы [4]: 

COV(
yy lk ,

)= )()(
1

1

1
yyyy

r llt

r

t
kkt  

 
,  (A2) 

где черта означает среднее значение отсчета спектра 
по r повторениям. Из уравнения (A1) следует, что: 

2

0 1 2i i
iy y a a a i    ,   (A3)  

Подставляя (A1) и (A3) в (A2), получим: 

COV(
yy lk ,

)= 

0 1 2

0 1 2

2

2

2
1

( )1

1 ( ),

t t t

t t t

r

y kl
t

k
a a a

r l
a a a

k

l


  


  

 


  
     (А4) 

где  kl  
 символ Кронекера ( 1 kl для k = l, иначе 

0 kl ), .aaa qqtqt


 
Полагая, что  aqt  

является 

нормально распределенной случайной величиной с 
нулевым средним и ковариационной матрицей  aqt

I 

(I  единичная матрица) и, пренебрегая малым вкла-
дом суммы перекрестных членов при достаточно 
большом r, уравнение (A4) приводится к виду: 

COV(
yy lk ,

)= lka
kl

aakly
222

2

2

1

2

0

2     

Окончательно, элементы матрицы V можно опре-
делить следующим образом: 

V(k,l)= 
kl

 +
0 1 2

2 2 2 2 2 2
( ).

y
kl

a a a k l       (A5) 
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