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MODELLING LAMINAR FLOW OF A VISCOUS COMPRESSIBLE FLUID AT SMALL SPEEDS 
S. M. Aulchenko, E. I. Vasilieva, V. O. Kaledin  

 
Рассматривается задача моделирования стационарного течения вязкой сжимаемой жидкости в ограничен-

ной области. Частный случай несжимаемой среды получается предельным переходом в определяющих уравне-
ниях. Разработан алгоритм расчёта поля скоростей вязкой сжимаемой жидкости. Получено численное решение 
двумерной задачи. Проведено сравнение с аналитическим решением задачи течения вязкой несжимаемой жид-
кости в плоском канале (течение Пуазейля). 

The problem of modeling a stationary flow of a viscous compressed fluid in the limited area is considered. The spe-
cial case of the incompressible environment turns out limiting transition in the defining equations. The algorithm of cal-
culation of a field of speeds of a viscous compressed fluid is developed. The numerical decision of a two-dimensional 
problem is received. Comparison with the analytical decision of the problem of the flow of a viscous incompressible 
fluid in the flat channel (Poiseuille flow) is provided. 
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Введение 
Описание низкоскоростного обтекания упругих 

тел требует решения связанных задач гидроупруго-
сти. Известны методики, основанные на конечно-
разностных схемах для описания течения и конечно-
элементных – для определения упругих деформаций 
[1, 2, 3, 4]. Необходимость сопряжения разных рас-
чётных схем вносит в расчёт трудно устранимую по-
грешность, поэтому целесообразна разработка моде-
лей и алгоритмов, позволяющих использовать единую 
дискретную модель. В настоящей работе рассматри-
вается приближённый подход к построению конечно-
элементной модели течения жидкости. Построение 
корректной численной схемы для интегрирования 
уравнений движения сплошной среды до настоящего 
времени представляет собой сложную проблему. На-
ряду с известными сложностями в постановке гра-
ничных условий, следует отметить зависимость ре-
шения от реологии среды, что требует анализа влия-
ния выбора определяющих уравнений на получаемые 
в расчёте поля скоростей и давлений. В настоящей 
работе рассматривается сплошная среда без связей, 
определяющее уравнение которой включает слагае-
мые со сдвиговой и объёмной вязкостью. Это позво-
ляет использовать наиболее общую вариационную 
постановку задачи и упрощает выбор граничных ус-
ловий. Предельный переход от рассматриваемой мо-
дельной среды к среде с бесконечно большой объём-
ной вязкостью даёт несжимаемую жидкость. Поэтому 
в рамках предлагаемой модели возможно приближён-
ное решение уравнений движения несжимаемой сре-
ды. 

Целью данной работы является разработка моде-
ли и алгоритма расчёта поля скоростей сжимаемой 
вязкой жидкости. Для этого решены следующие зада-
чи: разработана модель течения вязкой сжимаемой 
среды без внутренних связей, получены дискретные 
уравнения движения, показана возможность предель-
ного перехода в этих уравнениях к несжимаемой сре-
де и решена модельная задача о течении жидкости в 

плоском канале. Показано, что при неограниченном 
увеличении коэффициента объёмной вязкости полу-
ченное решение приближается к классическому тече-
нию Пуазейля. 

Математическая модель 
Деформация рассматриваемой среды может быть 

представлена в виде суммы объёмной деформации и 
деформации формоизменения [5]: 

,0 ijDijij += δεε                      (1) 

где 0=iiD ,  D  – девиатор тензора деформации. 
Уравнение для деформации формоизменения при-

мем совпадающим с этим уравнением для вязкой 
ньютоновой жидкости: 

,2 ijDij μτ =                           (2) 

где  μ  – коэффициент сдвиговой вязкости.  
Остановимся на реакции модельной среды на де-

формацию изменения объёма. Примем два предполо-
жения: 1) деформация изменения объёма оказывает 
влияние только на шаровую составляющую тензора 
напряжений; 2) существует некоторое равновесное для 
данной среды давление, при котором она не изменяет 
своего объёма. При уменьшении давления среда начи-
нает расширяться с постоянной скоростью, при увели-
чении – сжиматься, также с постоянной скоростью. 

Тогда реологическое уравнение может быть запи-
сано в виде: 

                       
( ) ,**

ijpijijppij δτδσ −+−−=          (3) 

где ( ) ,03* εξ−=− pp  ( )ijijij δεεμτ 02 −=  – тензор 

вязких напряжений, kkεε
3

1
0 =  – скорость объёмной 

деформации, ξ  – объёмная вязкость, *p – физический 

параметр, имеющий размерность давления, ijij εσ ,  – 

тензоры напряжений и скоростей деформации.  
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Соотношение (3) нетрудно обратить и выразить 
скорости деформаций через напряжения. После вы-
полнения такой замены получим неоднородную ал-
гебраическую систему уравнений с тремя неизвест-
ными :,, zzyyxx εεε  
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После решения этой системы, мы получим опре-
деляющие соотношения для ijε , т. е. функциональ-

ные зависимости ( ).ijij σε  
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Учитывая, что модельная среда – сжимаемая и 
обратимая, проанализируем её поведение при неогра-
ниченном увеличении коэффициента объёмной вязко-
сти ∞→ξ , считая, что давление p  ограничено. То-
гда из (5) следует:  
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значит, 00 =ε , и среда приближается по свойствам к 
несжимаемой вязкой жидкости. 

В пределе реологическое соотношение переходит 
в следующее: 

                             
.0,2 =+−= kkijijpij εεμδσ         (7) 

Здесь p имеет смысл реакции внутренней связи и 
не определяется реологией. 

Уравнение движения принято в виде [6]:
 
 

,, iibjji υρρσ =+                           
(8) 

где ib  – проекции объёмной силы, ρ  – плотность 

жидкости, υ  – вектор скорости.  
Подставив определяющие уравнения (3) в уравне-

ния движения сплошной среды (8), получим уравне-

ние движения, пригодное только для частного класса 
сред – вязких сжимаемых жидкостей: 

.,,3

1
ibjjijiji ρμυυμξυρ +++= ⎟
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(9) 

Полученная краевая задача замкнута и может 
быть переформулирована в вариационном виде, по-
скольку все составляющие напряжений совершают 
работу. Это удобно для дискретизации уравнений. 
Преобразуем уравнение (8), умножив обе части ска-
лярно на вектор υ : 

( ).υρσυυυρ bdiv +=                (10) 
Полная производная вектора скорости по времени 

выражается через частную производную и градиент 
скорости: 
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υ
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∂
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t                        
(11) 

Левая часть уравнения (10) представляет собой 
производную от кинетической энергии жидкости: 
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Проинтегрируем (10) по объёму области: 
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Уравнение (13) выражает баланс энергии: левая 
часть равна производной полной механической энер-
гии по времени, а правая – мощности заданных сил на 
границе области и мощности поля давлений величины 
р* на деформации изменения объема.  

Представим искомое поле скоростей в виде ли-
нейной комбинации базисных функций с коэффици-
ентами, равными узловым скоростям, что приводит 
(13) к его дискретному аналогу: 

,)( QSCM =++ υυ                      (14) 

где Ω∫
Ω

= dNTNM ρ  – матрица масс;  

Ω∫
Ω

= dNTNC ερ  – матрица конвективных масс; 

υε B=  – матрица-столбец скоростей деформаций;  
N  – матрица функций формы; υ  – матрица-столбец 
узловых скоростей; ∫

Ω
Ω= DBdTBS  – матрица демп-

фирования; B – матрица деформаций, содержащая 
частные производные по пространственным коорди-
натам; ∫

Ω
Ω+∫

Ω∂
Γ= dpTBqdTNQ *0

 – вектор эквива-

лентных узловых сил, В0 – матрица, связывающая 
скорость объемной деформации с узловыми скоро-

стями; TBTBTN 0,,  – транспонированные матрицы;  
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D  – матрица вязкости, которая имеет следующий 
вид: 
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В частности, стационарное поле скоростей полу-
чается, если в системе уравнений (14) положить υ =0. 
Тогда имеем нелинейную систему уравнений: 

.))(( QSC =+ υυ                         (15) 
Таким образом, получены разрешающие уравне-

ния для дискретного аналога задачи гидродинамики. 
Целью гидродинамического расчёта является нахож-
дение полей скоростей. Плотность и вязкость, входя-
щие в уравнения, считаются известными. 

Алгоритм расчёта узловых значений скоростей 
состоит в следующем. 

Шаг 1. Задаются начальные значения вектора ско-
рости 

0
υυ = , эквивалентных нагрузок Q , шаг по вре-

мени tΔ  и точность решения ε . Номер итерации n 
положим равным нулю. 

Шаг 2. Вычисляются матрица демпфирования и 
матрица масс, которые не пересчитываются в даль-
нейшем: 

.  , Ω∫
Ω

=∫
Ω

Ω= dNTNMDBdTBS ρ                         (16) 

Шаг 3. На n-й итерации  вычисляем матрицу кон-
вективных масс, которая изменяется после каждого 
изменения вектора скоростей: 

.)( Ω∫
Ω

= dNn
TNC υερ                    (17) 

Шаг 4. Решением системы уравнений (14) нахо-
дим следующее приближение вектора узловых скоро-
стей: 

nQtMnSCtMn υυυ +−Δ++−Δ−=+
1)(1

1 .  (18) 
Шаг 5. Проверяем условие сходимости итераци-

онного процесса для данного шага по времени: 
.1 ευυ ≤−+ nn                        (19) 

Шаг 6. Если сходимость не достигнута, увеличи-
ваем n на 1 и переходим к шагу 3 для этого же интер-
вала времени, иначе положим 10 += nυυ  – начальное 

приближение для следующего интервала времени, 
n=0, ttt Δ+=  и перейдём к шагу 3 для следующего 
интервала времени. 

Результаты расчётов 
Работоспособность алгоритма проиллюстрирова-

на на следующем примере. Пусть в области 
{ }1000,2000:),( ≤≤≤≤=Ω ухух   протекает вязкая 

сжимаемая жидкость (рис. 1). 

 
Риc. 1. Область определения задачи 

 
Поставим следующие граничные условия: на пра-

вой границе зададим давление 0=p  и скорость в 
средней точке 01.0max =υ , а давление на левой гра-
нице принято равным перепаду давления в течении 
Пуазейля при указанной максимальной скорости. Па-
раболическая зависимость скорости от расстояния до 
неподвижных стенок (течение Пуазейля) имеет вид 
[7]:  
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(20) 

Задача (15) решена с использованием метода ко-
нечных элементов [8]. Исходная область была разбита 
на треугольники с линейной интерполяцией скоро-
стей. Результаты численного решения задачи приве-
дены на рисунке 2.  

При увеличении коэффициента объёмной вязко-
сти приближаемся к несжимаемой жидкости. Откло-
нение численного решения задачи течения вязкой 
сжимаемой жидкости от аналитического решения за-
дачи течения вязкой несжимаемой жидкости в плос-
ком канале (течение Пуазейля) при 500=ξ  составля-
ет 2 %. 

 

 
 

Рис. 2. Численное решение задачи течения вязкой 
жидкости в плоском канале при стремлении  

коэффициента объёмной вязкости  
к бесконечности ∞→ξ : 1)

 
10=ξ ; 2)

 
50=ξ ;  

3)
 

100=ξ ;  4)
 

500=ξ ; 5) течение Пуазейля 
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Выводы 
Таким образом, предлагаемая численная схема по-

зволяет рассчитывать течение вязкой жидкости. Уве-
личение коэффициента объемной вязкости дает воз-

можность получать решения, достаточно хорошо опи-
сывающие течение несжимаемой ньютоновой жидко-
сти.  
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