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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Экспоненциальный (показательный) закон рас-

пределения случайной величины (СВ) служит одним из 
наиболее часто используемых, наряду с нормальным. 
Применяется для описания процессов, обладающих 
свойством отсутствия последствий, в связи с чем явля-
ется основным в теории стационарных марковских 
процессов и широко используется в теории массового 
обслуживания и в теории надежности [1]. 

В теории надежности экспоненциальный закон 
является одним из основных законов распределения и 
используется для описания распределения времени 
безотказной работы объектов при временных отказах 
или распределения времени между соседними отказа-
ми и времени восстановления. Популярность этого 
закона распределения объясняется тем, что он физиче-
ски очень естественен, прост и удобен для использова-
ния. Задачи, решаемые на основе экспоненциального 
закона, оказываются на порядок проще, чем для про-
извольных законов распределения. Однако подчерки-
вается, что экспоненциальное распределение является 
приближенным вариантом аппроксимации эмпириче-
ских данных [1, 2, 3].  

Существует проблема, связанная с оценкой пара-
метра экспоненциального распределения. Как правило, 
параметр распределения определяется с помощью 
точечной оценки. Интервальное оценивание с помо-
щью доверительного интервала является более надеж-
ным по сравнению с точечным. Для СВ, распределение 
которой отличается от нормального, определение до-
верительных интервалов известно только для некото-
рых законов распределения, одним из которых и явля-
ется экспоненциальный [4]. 

Однако эмпирические данные не всегда могут 
быть в точности аппроксимированы экспоненциаль-
ным законом распределения и могут содержать неко-
торые отклонения, что потребует уточнения закона 
распределения СВ.  

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ  
И ПУБЛИКАЦИЙ 
 Экспоненциальное распределение является не-

прерывным аналогом геометрического распределения. 
Это однопараметрическое распределением с парамет-
ром  – постоянной интенсивностью отказов, при этом 
среднее время безотказной работы определяется как 
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величина, обратная интенсивности отказов 



1

t ср  и 

является математическим ожиданием (начальным 
моментом первого порядка) экспоненциального рас-
пределения. Точечной оценкой математического ожи-
дания является выборочное среднее. 

На сегодняшний день существует методика опре-
деления доверительного интервала выборочного сред-
него в случае экспоненциального закона распределения 
на основе распределения 2 Пирсона по формуле, при-
веденной в [4]. Однако может потребоваться уточнение 
закона распределения эмпирических данных, содер-
жащих значения, отклоняющиеся от экспоненциально-
го закона. Подобное уточнение может быть получено с 
помощью применения нормализирующего преобразо-
вания Джонсона. 

В работах [5, 6] предложен подход, основанный на 
применении нормализирующих преобразований. Суть 
этого подхода состоит в следующем: на основе норма-
лизирующего преобразования получить СВ с нормаль-
ным законом распределения, определить доверитель-
ный интервал выборочного среднего этой СВ традици-
онным способом на основе t-распределения Стьюдента 
[7], а затем на основе обратного преобразования полу-
чить доверительный интервал выборочного среднего 
начальной СВ. Выбор конкретного нормализирующего 
преобразования необходимо выполнять в зависимости 
от эмпирических данных. 

Для аппроксимации эмпирических распределений 
было предложено использовать подход на основе пре-
образования Джонсона. Использование указанного 
подхода показало хорошие результаты для различных 
областей применения [8, 9, 10]. 

Целью данной статьи является определение 
доверительного интервала точечной оценки выбороч-
ного среднего на основе как экспоненциального закона 
распределения, так и нормализирующего преобразо-
вания Джонсона, и сравнение полученных результатов 
с существующими. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА 
Имеется СВ x, которая подчиняется экспоненци-

альному закону распределения, плотность вероятности 
которого задается формулой [2]: 

xe)x(f  , (1) 

где  – параметр распределения. 
Параметр распределения  может быть выражен 

через величину, обратную математическому ожида-

нию: 
xm

1
 . На практике для задания экспоненци-

ального закона распределения можно применять либо 
интенсивность отказов , либо время наработки между 
отказами t, и тогда параметром распределения будет 
служить математическое ожидание mx. Точечной оцен-
кой математического ожидания является выборочное 
среднее xm̂ . 

Доверительный интервал выборочного среднего 
 )(ˆ1 x  СВ x в случае экспоненциального закона рас-
пределения получим следующим образом [4]: 

[ ] 2 2
1 x 2n,(1 β)/2 x 2n,(1 β)/2ˆ ˆ ˆα (x) 2nm / χ ,2nm / χ ,- +

é ù= ê úë û  (2) 

где n – количество значений в выборке, xm̂  – 
выборочное среднее СВ x; 2

2/)1,(n2   и 2
2/)1,(n2   – 

верхние 100% точки распределения 2 ,  – довери-

тельная вероятность. 
При использовании в качестве параметра распре-

деления , получим следующий доверительный интер-
вал: 

2 *
2n,(1 )/2

2 *
2n,(1 )/2

/ 2(n 1),
ˆ ,

/ 2(n 1)

+b

-b

é ùc ⋅l -ê úé ùl = ê úê úë û c ⋅l -ê úë û
 (3) 

где 







n

1i
i

*

x

1n  – несмещенная точечная оценка 

. 
При использовании подхода, основанного на при-

менении нормализирующих преобразований, значения 
СВ можно нормализировать с помощью преобразова-
ния Джонсона [5]: 

( )z h x, , ;

0;

;

0;

.

= g+h f l

h>
-¥<g<¥
l>
-¥<f<¥

 

(4) 

Преобразование (4) имеет обратное преобразова-
ние: 
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 (5) 

Здесь z  – нормально распределенная случайная 
величина с математическим ожиданием ноль и дис-
персией единица; x  – случайная величина с распреде-
лением Джонсона;  ,  ,  ,   – параметры преобра-
зования или распределения Джонсона; h  и 1h  – 
функции определенного семейства: 
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Конкретное семейство распределений Джонсона 
выбирается исходя из значений оценок квадрата асим-
метрии A2 и эксцесса  исходной выборки [11]. 

Значения оценок неизвестных параметров преоб-
разования можно найти с помощью решения задачи 
математического программирования [5]: 

 ,)1S(z)3(Aminargˆ 22
z

22
z

2
z 

θ
θ

 
(6) 

где θ  – вектор неизвестных параметров, 
  ,,,θ ; zA  – точечная оценка асимметрии 

нормализированной выборки, 
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чений в выборке. 
Алгоритм определения (1-)% доверительного 

интервала выборочного среднего  )x(ˆ 1  СВ x опреде-
ляется следующим образом [6]: 

1) для выборочного среднего x  определяем соот-
ветствующее значение z  по формуле (4); 

2) находим n/Stz z1n ; 
3) получаем границы доверительного интервала 

выборочного среднего СВ z: zzzmin   и 
zzzmax  ; 

4) для значений minz  и maxz  по преобразованию 
(5), получаем границы доверительного интервала вы-
борочного среднего СВ x: minx  и maxx . 

Для проверки приведенного подхода выполним 
расчет примера 1 из [4], количество значений в выбор-
ке n = 12, выборочное среднее 25,547x  , выбороч-
ная дисперсия 19,158586S2

x  . Расчет доверительных 
интервалов выборочного среднего  )x(ˆ 1  и точечной 
оценки параметра  ̂  для экспоненциального закона 
распределения выполнялся по формулам (2) и (3). 
Расчет с применением нормализирующего преобразо-
вания Джонсона выполнен по приведенному выше 
алгоритму. По значениям оценок A2 = 0,9357 и 
 = 2,7256 в соответствии с диаграммой, приведенной 
в [11], было выбрано семейство распределений Джон-
сона SB. Параметры распределения , , ,  были 
найдены в результате решения задачи (6):  = 3,1525, 
 = 1,0853,  = 34,1672,  = 7337,26. Также было 
выполнено непараметрическое оценивание согласно 
[12]. Результаты расчета приведены в табл. 1. 

Таблица 1 – 
Доверительные интервалы выборочного 

среднего и точечной оценки  
параметра экспоненциального закона 

распределения 

Оцен-
ка 

Значения 
из [4] 

Расчет по 
форму-

лам (2) и 
(3) 

Расчет с 
примене-
нием пре-
образова-
ния Джон-

сона 

Непараме-
трическое 
оценива-

ние 

 )x(ˆ 1

 
не рассчи-
тывалось 

[297,51; 
944,34] 

[294,02; 
810,59] 

[235,00; 
740,82] 

 ̂  
[1,1510-3; 
3,6710-3] 

[1,15510-3; 
3,66710-3]

[1,23410-3; 
3,40110-3] 

[1,35010-3; 
4,25510-3] 
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Проверка адекватности нормализации выполнена 
с помощью критерия согласия Колмогорова-Смирнова 
[13, 14], т.к. приведенная выборка – малая (n < 30). 
Для критерия Колмогорова  = 0,544 при критическом 
значении  = 0,895, для критерия Смирнова W2 = 0,058 
при критическом значении W2 = 0,126. С доверитель-
ной вероятностью 0,95 гипотеза о соответствии преоб-
разованной выборки нормальному закону распределе-
ния СВ принимается. 

Проведенный расчет показал следующее. Подход 
на основе нормализирующего преобразования Джон-
сона дает адекватный результат: относительные по-
грешности для левой и правой границы  ̂  составляют 
7,3%, а относительно выборочного среднего 

310050,2   границы расположены несимметрично 
как и в [4]. Использование непараметрического оцени-
вания согласно [12] приводит к качественно непра-
вильному результату: относительно выборочного сред-
него   границы расположены симметрично. При этом 
относительные погрешности для левой и правой грани-
цы  ̂  составляют соответственно 17,4% и 15,9%. 

ВЫВОДЫ 
Выполнено определение доверительного интер-

вала точечной оценки выборочного среднего на основе 
как экспоненциального закона распределения, так и 
нормализирующего преобразования Джонсона. Прове-
дено сравнение полученных результатов с существую-
щими данными. Подход на основе нормализирующего 
преобразования Джонсона является более универсаль-
ным, т.к. его можно использовать в случае, когда эм-
пирические данные отличаются от экспоненциального 
закона распределения. 

Для выполнения расчетов было доработано соот-
ветствующее программное обеспечение на языке про-
граммирования Java. Проведенный расчет показал его 
работоспособность и адекватность. 

Планируется использование полученных резуль-
татов для дальнейшего развития вероятностной моде-
ли распределения времени наработки между отказами 
устройств терминальной сети на основе нормализи-
рующего преобразования Джонсона и построения ин-
формационной технологии автоматизации системы 
управления терминальной сетью. 
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