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Özet - Bu çalışınada Genelleştirilmiş Dörtgenler 
hakkıoda aksiyomatik bilgilendirmeler yapıldıktan 
sonra parametreler arası ilişkilerden bahsedildi. 
Polar uzayların özel bir duruınu olan genelleştirilmiş 
dörtgenterin bilinen klasik örnekleri üzerinde 
duruldu. Sintem ve duad üzerine yapılan 
çalışmalardan bir kaçı incelenip yorumlandı. Özel 
olarak s ve t parametrelerinin s-3 ve t=3 d urumu 
irdelenmiştir. Genelleştirilmiş dörtgenlerin bazı 
kombinatöryel özellikleri yanı sıra genelleştiriln1iş 
dörtgenlerde alt uzaylar hakkında çeşitli yorun1 ve 
incelemeler yapılnuştır. Genelleştirilmiş dörtgenlerde 
kolinasyonlar incelenmiş olup tarihi hakkında kısa 
bilgiler verilmiştir. 
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Abstract- In this paper, we study the generelited 
quadrangles and its axion1atic struetures the 
examples of generalited guadranles which are special 
case is polar spaccs have been given. Also, 've 
dedicated the propertics on synthem and d uads. 
Further 've studied the speacial case t-3 and s=3. 
Same combinatorial properties of generalited 
quadrangles and its subbpaces has been invertigted. 
We also study the collinations on generalited 
quadrangles and give i ts brief history. 
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I.GİRİŞ 

Bu çahşınada 11 . Lynn Batten'in "Combinatorics C 
Ii' in it e Geoınetries" kı tabı esas alınrmştır. Kullanıla 
"nokta., ve "doğru'' kavramları belirli sayılardadı. 
Verilen tanını ve teoremler parametreler yardımı t. 
açıklanın1ş örneklerde paraınetreler yerine sayılar alını; 
güncelleştirilmiştir. 
Noktanın doğnı üzerinde olması ile doğrunun noktadar 
geçn1esinin aynı anlaında kullanıyoruz. Nokta \e 
doğrular sonln sa yı dadır. Uzay ise verilen aksiyomatil 
yapının özelliklerini taşıyacağından konuya göre 
değişiklikler gösterir. 
Uzaylar nokta, doğru, düzlem ve birbirine göre 
durunılan esas alınarak kuıulur. Yaklaşık lineer 
uzaylarda bazı noktalc:u·ın doğrul arın üzerinde olması 
şartı aranınazkcn iki noktadan en çok bir doğru geçer 
ifadesi de ku1lanılınışt1r. Tek başına bir nokta doğru 
belirtnıez.Uzaylarda çeşitl i kural koyarak yeni uzaylar 
elde edilir. Bu kurallara göre elde edilen uzaylar 
aksiyomlarla tutarlılık göstermelidir. 

II.TEMEL KAVRAMLAR 

S=(P 1 L) ıkılisine geon1etrik yapı denir. P herhangi 
noktalar cünılcsi, L, P nin herhangi elemanJanndan 
oluşan alt cünıleler cümlesi olarak alımr. 

Verilen aksiyon1 s isteminin tümünü sağlayan bir 
geometrik yapı bulunabilirse bu aksiyom sistemine 
tutarlı aksi halde tutarsızdır denir. 

S=(P 1 L) uzayı aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyorsa uzaya 
kz.wn; düz/em veya yaklaşık lineer uzay deniı·.[ 1] 

YLI) Bir doğru üzerinde en az iki nokta vardır. 
YL2) Farklı ikj noktayı birleştiren en çok bir doğru 

vardır. 
Şekil 1.1 P={ 1. 2, 3, 4, 5, 6} noktalar kümesi ve 

L={ {1,2,3},{2,4},{1,4},{3,4,5}} doğrular kümesi olan 
bir yaklaşık lineer uzaydır 
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Bir yaklaşık lineer uzayın nokta sayısı v = P ve doğıu 
sayısı b= L şeklinde gösterilir. 
Şekil 1 .ı deki yaklaşık lineer uzay da v= 6, b= 4 dür. 

2 
4 

1 6 5 

• 
Şekil 2. I 

Bir S=( P, L) yaklaşık lineer uzayın duali R=(P', L') ile 
ifade edilen bir uzaydır. Burada 

P'=L ve L'== { { p1, pı, ... , Pın}: PiEP', �2, pı, p2, • . .  , Pm S 
nin sabi t bir noktasında noktadaş doğrular}dır. 

'Yaklaşık lineer uzayda boyut kavranunı verebilmek için 
noktalar c üm1esinin örtüsünün tammına ihtiyaç vardır. 
S=(P, L) bir yaklaşık lineer uzay, X ç;; P olsun. Nokta] ar 

cümlesini kapsayan en küçük yaklaşık lineer uzaya X in 
örtüsü denir. <X>, X in örtüsü şeklinde gösterilir. X in  
örtüsü; X i kapsayan tünı yaklaşık lineer uzayların 
arakesitidir. 

S=(P, L) nin bir bazı, örtüsü S olan bağımsız bir nokta 
cümlesidir. 
En az sayıdaki bazının eleman sayısımn bir eksiğine 
uzayın boyutu denir. 
boy S= n1iıı { B : B , S için bir bazdır.}-1 
şeklinde ifade edilir. 

S=(P, L) bir yaklaşık lineer uzay için, PiE P, fjE L Pi 0 Rj 
olsun (pi nok'1ası lj doğrusunun üzerinde olnıasın), .ej 
doğrusundaki Pi noktası ile doğrudaş olan noktaların 
sayısına bağ sayısı denir. Bağ sayısı cij ile gösteriliJ. 
Cj1<\'i dir (Vj, f!j doğrusu üzerindeki toplaın nokta sayısı). 
Eğer p noktası doğru üzerinde ise bağ sayısı 1 olarak 
ah n ır. 
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ı 

Şekil 2.2 

Şekil 1 .2 de ki p; noktası ile .ej doğrusu arasındaki bağ 

sa yı sı Cij = c(pi, f.j) ::: 3 d tir. 
S=(P, L), S'=(P', L') herhangi iki yaklaşık lineer uzay 

için, f : P P' ve her f. EL için f( f.) EL' özelliğinde ise f y e  
S den S' ye lineer fonksiyon denir. 
Bu fonksiyon kendi üzerine ise otomorfizm veya 
kolina!Jyon denir. 

Aşağıdaki aksiyarnlar sağlanıyorsa S=(P, L) uzay ı lineer 
uz aydır. 
Ll) Bir doğru üzerinde en az iki nokta vard1r. 
L2) Farklı iki nokta bir tek doğru beliıtir. 

p noktasını L nin noktalanna birleştiren doğıuların 
sayısına bağ sayısı derniştik. Lineer uzaylarda bağ sayısı 
doğru üzerindeki nokta sayısı kadardır. Ve doğruların 
dışında kalan noktalar olmayacaktır (L2 aksiyomuna 
göre). 

Bir S lineer uzayı için , S nin maximal bir proper alt 
uzayına bir hiperdüz/em denir. V; S nin bir hiper düzleıni 
ise V c S dir ancak V ve S arasında başka alt uzay yok 
ise. Buradan R4 de R 3 hiperdüzlemdir . .ı{3 de R 2 
lıiperdüzlemdir. R2 de R hiperdüzlemdir. R de her bir 
nokta hiperdüzlemdir ve noktada nokta hiperdüzlemdir. 
0 nin hiperdüzleıni de 0 dir. 

Aşağıdaki iki aksiyon1u sağlayan lineer uzaya projektif 
düzlem denir: 
PD 1) Farklı iki doğru kesişir. 
PD2) Uzayda en az bir dörtgen vardır.[l] 

Buradan bir proje ktif düzlernin hiperdüzlemlerinin 
kesinlikle doğrular olduğu kolayca görülmektedir. 
S lineer uzay ı ve H c S bir alt uza yı için S nin her 

doğrusu H nin en az bir noktasım kapsarsa H, S nin bir 
projektif hiperdüzlenıidir. Projektif düzlemlerin boyutu 2 
dir. [3] 
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S=(P, L) bir yaklaşık lineer uzay olsun. Eğer c(p, .e)=l 

veya c(p, f)= v(f) ise S ye bir polar uzay denir (bağ 
sayısı 1 veya v(f) doğru üzerindeki tam nokta sayısı 
kadardır).(Şekil 1.3) 

p 

Şekil ı .3 

S polar uzayının bir noktası diğer tüm noktalara 
doğrudaş ise uzaya dejenere po lar uzay (Şekil 1.4.b) 
diğer durumda dejenere olmayan polar uzay denir. 
(Şekil l.4.a) 

Şekil 1.4.a Şekil 1.4.a 

Dolayısıyla lineer uzaylar dejenere polar uzaylardır. 

lll. GENELLEŞTiRiLMiŞ D ÖRTGENLER 

Bu bölümde genelleştirilmiş dörtgenlerin tanımı ve bazı 
parametTik sonuçlan verilecektir. 
Aşağıdaki şartlan sağlayan S=(P, L) yaklaşık lineer 
uzaya genelleştirilmiş dörtgen denir. 

GOl ) her p noktası ve f doğrusu için, p�l ise c(p,.e) = 1 
dir ' 

GD2) doğrudaş olmayan noktalar ve nuktadaş olmayan 
doğrular vardır; 
GD3) P sonlu bir kümedir. 

Genelleştirilmiş dörtgen bir polar uzaydrr. Polar 
uzaylarda bilindiği üzere S=(P, L) yaklaşık lineer 

uzayında 'V p, i için c(p,f) = ı veya c(p,t) = v( f) dir. 
Görülüyor ki genelleştirilmiş dörtgenin V p, f nokta 
doğru çifti için p�f!. ise c(p,l) = ı olduğundan ve pE .e 

için de c{p,f!.)=v(f.) olacağından genelleştiiilmiş 
dörtgenler polar uzaylardır. 

Projektif uzay aksiyomlarında olduğu gibi, 
gene11eştirilmiş dörtgen aksiyomlarında da duailik 
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vardır. Yani genelleştirilmiş dörtgenin dual uzayı 
genelleştirilnıiş dörtgendir. 
Her noktaıun iki doğru üzerinde olduğu genelleş� 
dörtgene grid ( ızgara) denir. 

Şekil 2.1 

Eğer her nokta iki doğru üstündeyse, genelleştirilr: 
dörtgen Şekil 2.1 deki gibi olup, doğrular Lı ve L2 olti 

iki küme ye ayrıln1ıştır. L 1 deki her doğruda sabit sı sa5� 
kadar nokta ve L2 deki her doğruda da sabit s2 s��..., 

kadar nokta vardır. 

Lı={ .e, ı ,fıı ,e13 }ve Lı={f:ıı ,lıı ,fıJ ,eı4 ,lıs ,tı6 ,.eıi ,l!! 
Lı doğruları üzerindeki noktalar sayısı v(f1)=: 
,(j=1,2,3) L2 doğruları üzerindeki noktalar SZ)t. 
v( f 2j)=s2, (j::: 1 ,2, . . . ,8) 

P nokta künıesi Pı ve P2 kümelerine bölünür ve P1 in k 
elemanı P2 nin her elemanıyla birleştirilirken Pi n: 
hiçbir eleman1 Pi ile birleştirilmezse (i=l,2}, bu b: 
genelleştirilmiş bir dörtgendir ve dua/ grid denir. 
(Şekil 2.2) 

p ı t 

Şekil 2.2 

A={ 1,2,3,4,5,6} olsun. i j için A kümesinin (ij) it 
eleınanlı alt künıelerine duad denir. Birbirinden ayrık
duad bir sinten1 (syntheme) ifade eder. On beş duad v: 
on beş sintenı olduğuna dikkat edilınelidir. 
A kün1esine ait duadlar; 
(1,2) (ı,3) (1,4) 
(2,3) (2,4) (2,5) 
(3,4) (3,5) (3,6) 
(4,5) (4,6) 
(5,6) 
dır. 

( 1 ,5) 
(2,6) 

(1 ,6) 
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Verilen kümen1n duad sayısı; 15 tanedir. 
Bu kiimeye ait s intemler; 
{(1,2)' (3,4)' (5,6)} 
{(1,2)) (3,5)' (4,6)} 
{(1 ,2}' (3,6) '(4,5)} 
{(1,3) '(2�4)' (5,6)} 
{(lJ) '(2,5)' (4,6)} 
{(1.3). (2,6), (4,5)} 
{(1,4)' (2,3)' (5,6)} 
{( 1,4) ' (2,5) ' (3,6)} 
{(1,4)' (2,6), (3,5)} 
{(1,5)' (2,3), (4,6)} 
{(1,5)' (2,4)' (3,6)} 
{(1,5)' (2,6)' (3,4)} 
{(1,6). (2,3), (4,5)} 
{( 1 ,6)' (2,4) '(3,5)} 
{(1.6)) (2,5) ' (3,4)} 
dür. 

Sin re m savısı 15 tane dir. 
.. 

S = (P 1 L) olsun ve P duadlar kümesini, L de sinteınler 
kün1esini ifade ets in. GD 1 ve GD2 nin sağlandlğı 
kolayca görülebilir. Örneğjn � 

Eğer p={l,2} veR={ {ı,3},{2,4},{5,6}} ise p nin f ile 
buluştuğu tek sinten1 { {1,2}, {3,4}, {5,6}} olur. 

Duad ve sinten1 kelinı.eleri bu geometriy i ilk tanıtan kişi 
o�an S ylves ler ( 1 864, ı 884) tarafından kullanılmıştır. 
Yukarıdaki örneğin on beş nokta ve on beş doğru 
üzerindeki genelleştirilmiş dörtgene tek örnek olduğunu 
göstereceğiz. Bir sonraki açıklaınaların bunu görmede 
yararı olacaktır. 

1 * S = (P 1 L) genel1eştiıi1miş dörtgen olsun. O halde 
aşağıda kilerden biri doğru olmalıdır: 

i) S bir grid olup, (P * 0) her nokta iki doğru 
üzeriı1dedir, doğruların kümesi L 1 ve L2 olarak iki 
kiimeye ayrılnııştır ve her doğıu diğer kün1edeki bütün 
doğrularla kesişirken kendi kümesindeki hiçbir doğru ile 
kcsişmez . . Ayr ıca, Li deki doğruların nokta sayılan sabit 
olup si dir. (i=1,2) 

ii) S bir dual griddir. 

ii i) S, s ve t parametrelerine sahip olup, her bir doğru 
üzerinde (s-f-· 1) sayıda nokta ve her noktadan (t+ 1) sayıda 
doğru geçec ek şekilde s> ı ve t > 1 tam sayıları vardır. 

2* p ve q doğrudaş olmayan noktalar olsun. O halde hem 
p hem de q i le doğrudaş olan t+ 1 sayıda nokta var du·. 

117 

Genelleştirilmiş Dörtgenler 
M.Güzlek, V .Sarvao, İ. Özgür 

3 * s ve t parametreleri olan herhangi bir genelleştirilmiş 
dörtgende toplanı nokta sayısı v=(s+ l).(st+ 1) ve toplam 
doğru sayısı b=(t+ 1 ).(st+ ı) dir. 

Yukarıdaki sonuçlardan sağladığımız bilgilerle artık 
sintem-duad ön1eğindeki genelleştirilmiş dörtgenin eşsiz 
olduğunu kolayca gösterebiliriz. 

P={1,2,3, ... ,15} ve v=b=ı5 olsun. 3* a göre s>l ve t>l 
dir. Buna göre, S, ı* d aki (iii) nolu kategoriye girer. 
Aslında 3 * ın sonuçlanna göre s=t=2 dir. 2 * dan, 
s+1=2+1=3 
t+ 1 =2+ 1 =3 dür. 

Böylece her doğıu.da üç nokta vardır ve her nokta üç 
doğru üzerindedir. Genelliği kaybetn1eden, {1,2,3} ün 
bir doğru olduğunu düşünebiliriz. 

Her 1 ve 3 noktası GD ı ile sağlanamayan diğer doğrular 
üzerinde olmalıdır. {3,4,5} ve {1 ,9,10} böyle doğrular 
olsun. 

GDl e göre, 9 noktası {3,4,5} ile karşılaşan bir doğru 
üzerindedir anıa 9 üzerinde şimdiye kadar verilen 
doğruların hiçbirınİ sağlamayan üçüncü bir doğru vardır. 
Bu doğıu {7,8,9} olsun. 

Şimdi 5 noktası bir doğru da {7 ,8,9} ile karşılaşmalıdır. 
Yine, genelliği kaybetmeden, bu doğrunun {5,6,7} 
olduğunu varsayabiliriz. 

GD ı nedeniyle { 1 ,6}, {3,8}, { 5,1 0}, {7,2} ve {9,4} 
üzerinde doğnılar olnıalıdır. GD 1 e göre, şin1diye kadar 
sadece iki doğru üzerinde bulunan 2 noktası {4,9} ve 
{ 5,1 O} üzerindeki doğrulada buluşan doğruların üstünde 
oln1alıdır. 

9 5 

4 

Şekil2.3 
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2 tam olarak üç doğru üzerinde olduğu için, 2 üzerındeki 

aynı doğru hem {4,9} hem de {5, 1 O} doğıularıyla 

karşılaşma !ıdır. Bunun anlamı da, GD 1 e göre, {4,9} ve 

{ 5,1 O} üzerindeki doğrulardak i üçüncü nok1alan 

bulduğumuzdur. Bunlar sırasıyla 11 ve 12 olsun. 

Böylece {2,11,12}, {4,9,11} ve {5,10,12} dobrrulardır. 
{1,6} ve {2,7} üstündeki doğrular bakımından 4 nolu 
nokta için benzeri bir argüman da bizi { 4, 13,14}, { 1 ,6,3} 
ve {2,7: 14} doğrulanna götürür. 

Aynı şekilde 6, 8 ve 1 O nolu noktalan değerlendirirsek 
{3,8, 15} ve { 6, l l ,  15} ın birer doğru olduğunu görürüz. 
Artık elimizde on beş doğru var ve GD 1, 002 ve GD3 
kamtlandı. (Şeki] 2.3) 

Bu yapıyı genelliğiınizi kaybetnıcden tan1amladık, 
öyleyse bu v-b=l5 olan tek genelleştirilnıiş dö rtgcndir. 
Şekil 2.3 ile daha önce verilen duadlar ve s intemler 
sistemi arasındaki izomorfizıni kolayca bulunabilir. 

4* Herhangi bir S gcnclleştirilıniş dörtgeninde s ve t 
parametreleri ile, 
(s+l) s.t.(s+l).(t+l) dir. 

5* Eğer s > 1 ise t � s2 dir. Dualide eğer t > 1 ise s < t2 
dir. 

Hepsinden çıkaracağımız sonuç la, s� 1, t� 1 parametreleri . . 
ıçın, 
t=l ise t+ 1 =2 olur (her noktadan iki doğru geçer). 
Buradan genelleştirilnuş dörtgenimiz griddır. 
Genelleştirilmiş dörtgenin grid olması halinde 
doğrulardaki noktaların sayısı farklı olabilir. Doğnılar 
kümesi L iki kümeye ayrılır . L1 deki d oğnılardaki 
noktaların sayısı sabit olup s1 ile gösterılirken L., dekı 
doğnıların noktaları sayısı sabit ve s2 dir. (şek il 2.1) 

s=l ise s+ 1 =2 olur (her doğru üzerinde iki nokta vardır). 
Burada genelleştirilmiş dörtgenimiz dual griddir. 
Noktalardan geçen doğıuların sayısı farklıdır. Noktalar 
kümesi P iki kümeye ayrılır. P1 deki noktalardan sabit 
sayıda doğru geçer ve t1 ile gösterilir. P2 deki 
noktalardan da sabit sayıda nokta geçerken ve t2 dir. 
(şekil 2.2) 

s> I �se t� sı ve (s+l) s.t.(s+l).(t+l) için, 8=2 �se t < s:= 4 olur ki t=l, 2 ve 4 değerleri olabilir. 
s:3 ı�e t �s = { olur ki t=l, 3,

. 
5 ve 9 değerleri olabilir. 

s 4 ıs e t s; s = 16 o lur ki t= 1 2 4 6 8 ı 1 1 2  t 6 
d ... ı · . , , , , , , ve 

eger en olabılir. ... 
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Biz s::::2,  t=-2 durumu 15 noktalı 15 doğrui 
gene1lcşlirilmiş dörtgeni şekil2.3 de vermiştik. 

IV. KOMBİNATÖRYELÖZELİKLER 

S=(P, L) bir gcnc11cştirilnıiş dörtgen olsun. p noktasmıı 
dik i (p pe rp), 

pE? için p =={xE P x....,p} olarak 
Gcnellcştiriltniş dörtgen1erde daha sık 
göstenı1e biçııni p = �l(p) dir. (p nin yıldızı) 

tanımlanr 
kullanıl;;· 

Doğrularda, duallik olma özelliğini korumak için, .{;ve. 
kc!:ıı�iyorsa r --k şeklınde tanunlanz. Buna görr 
f :... {k E: L k·- f} biçınıinde tanımlanır. 

Dikkat edilınel id ir ki pep ve .e e .e dir. 

()rneğin p noktas ı �e kil 2.3 deki {4} noktası olsun. 
p ={3,4,5,9,1 1,13,14} dür. 

Bir p ve q ayrık nokta çiftinin izi (trace), 
iz(p,q) {p,q} ={xE P x � p ve x- q} olarak tanımlanır 
Böylece eğer p � q ise iz(p,q) pq doğrusundai: 
noktaların künıe s id ir . Daha genel olarak, P deki (ya 6: 
L deki) her X all kümesi için, 

X -={xE P(ya daL) xr..�a bütün aEX için} dir. O halde ı 

\c f nin sadece L nin bir elemanı olarak görünmesine }: 
da bir noktalar kürnesi olarak görünmesine göre iki ayr 
anlanı ka.1a nır. Bu bağlam önceden belirlenme lidir. 

f> 'e q doğrucia ş olnıayan noktalannnzı yine şekil 2.3 do 
9 \e 6 olarak aJalın1. 
iz(9�6)={9,6} =={1,7,1 1} dır. 
Doğrudaş 2 ve 3 noktalan için, 
iz(2,3) {2,3} :--{1,2,3} dür. 

Bu bölünıün sonuçları noktalar için belirtecek ve so:. 
dual o 1nıa özelliğinden y ararlanarak doğrular içir 
karşılık gelen sonuçlar bildirilecek. Bu nedenle aşağıdak 

tanımları sadeec noktalar için veriyoruz ama daualleri ; 
varsayı lacaktır. 

p ve q aynk nak laları içinp ve q nun üreteci (span), 
sp(p,q) = f {p)q} } =c_ {xEP X,..., y bütün y E iz{p,q\ 
şeklinde tanın1lann. 

Kesin1ik1e ]J,q Esp(p,q) ve eğer p,...,q ise sp(p,q) = pq dur. 
p noktası için 9 ve q noktası için 6 yı şekil 2.3 dt� 
st .. çersek, 9 ve 6 noktasının üreteci; 
sp(9.G) {2:6.9} noktalarıdır. 
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Eğer S bir genelleştirilnuş dörtgense ve s ve t 
parametreleri varsa, her pE P için p =st +s+ 1 olur. 
Eğer S bir genelleştirilıniş döıtgense ve s ve t 

parametreleri varsa, P deki her p � q için iz(p,q) =t + 1 
olur. Her p K q için sp(p,q) < t+ 1 ohu. 
Eğer sp(p,q) =-= t+ 1 ise ayrık noktalar çifti (p,q) düzenli 
(reguler) dir. 

Elbette eğer p � q ise ve s = t ise (p,q) çifti düzenli dir. 
Her q * p için eğer (p,q) çifti düzenliyse p noktası 
düzenlidir. 

Her xEP\{p,q} ve p K q için, eğer x niz(p,q) � 2 ise 

(p,q) çifti düzensiz (anti regüler) dir. 

Her rpp için, eğer (p,q) düzensizse p noktası 
düzensizdir. 

Üzerindeki her doğru düzenliyse p noktası eşdüzenli 
( coreguler) dir. 

(p,q,r) üçlü teriıni üç adet çifili doğrudaş olmayan 
noktaları ifade eder. Belli bir üçlü, T=(p,q,r) için, T nin 
merkezi T nün bir noktası dır. 

T =O ise T 1nerkezsiz (acentric), 
T = 1 ıse T eş n1erkezli (unicentric), 

T > 1 ise T nı erkezi ( cenh·ic) dir . 

Eber S bir genelleşti rihniş dörtgense ve s=t parametreleri 
varsa ve eğer (p,q) düzenli bir çiflse, her x,yEiz(p,q) için 
(x,y) düzenli bir çifttir. 

S bir genelleştirilmiş dörtgen olsun, s ve t 
parametrelerini alalım. Eğer p !'ot q ıse, (p,q) çifti s2t- st
s+ t üçlüsünc aittir. 

Eğer S bir genelleştirilmiş dörtgense ve s=t ise, her 
düzensiz çift (p,q) için her (p ,q,r) üçlüsünün sıfır y a  da 
ikı ınerkezli olduğunu göstem1ek mümkündür. 

Eğer S bir genelleştirilmiş dörtgense ve s=t ise, ve eğer S 
de bir düzensiz (p ,q) çifti varsa her (p,q ,r) üçlüsünün 
sıfır ya da iki merkezi vardır . 

Eğer (p,q ,r) bir eş ınerkezli üçlü ise, p,q ,r içinden 
herhangi ikisi düzensiz olmayan bir çift oluşturur . 

Eğer S bir genelleştirilmiş dörtgense ve 1 < s < t şeklinde 
s ve t paranıctrcleri varsa; hiçbir (p,q) çifti düzenli 
değildir tbu nedenle de hiçbir nokta düzenli değ ildir). 

S bir genelleştirilnıiş dörtgen olsun ve s ve t 
paranıeh·clcri olsun. O halde, ancak ve ancak her 
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n1erkezi (p,q ,r) üçlüsünün tam olarak 1 ya da t+ 1 
merkez i olması şartıyla, s= 1 ise veya s > t i se, (p,q) çifti 
düzenlidir. 

V. s=t=3 OLAN GENELLEŞTİRİLMİŞ 
DÖRTGENLER 

Bu bölümde S nin bir genelleştirilıruş dörtgen olduğunu 
ve s = t = 3 olduğunu varsayıyoruz. Bu tür bütün 
dörtgenleri noktal ar ve doğıular üzerindeki düzenli l ik 
koşullarına göre sınıflandıracağız. Bu bölümdeki bütün 
sonuçlar Payne ( 1 97 5) tarafından veril miştir. 

3 * a göre s = t = 3 olan her dörtgende 
v=(s+l).(st+l)= (3+1).(3.3+1)= 40 nokta ve 
b=(t+l).(st+1)= (3+1).(3.3+1)= 40 doğru vardır. 
Her nokta (doğru) çifti düzenl idir ya da düzensizdir. 

Eğer (p ,q ,r) bir üçlü ise, 

i) Eğer (p,q,r) de bir ya da dört merkez varsa, p,q,r 
içinde n herhangi ikisi düzenli bir çift oluşturur. 

ii) Eğer (p,q,r) de sıfır ya da iki merkez varsa, p,q,r 
içi nden herhangi ikisi düzensiz bir çift oluşturur. 

üi) Hiçb i r üçlünün tan1 olarak üç merkezi yoktur. 

iv) Ya (p,q,r) nin bütün çiftleri düzenlidir ya da bütün 
çiftler düzensizdir. 

Ya bütün nokta çiftleri düzenlidir ya da doğrudaş 
olrnaya n bütün nokta çiftleri düzensizdir. Aynı durum 
doğıular için de geçerlidir. 

s=t=3 olan bütün genelleştiıilmiş dörtgenlerd� doğrudaş 
alnıayan noktalardan oluşan bütün çiftler dü�ensizdir ve 
bütün doğru çiftleri diizenlid·ir, ya da böyle bir döıigenin 
dualidir. 

VJ. ALT DÖRTGENLER 

Eğer S', S nin bir kısıtlaması ise ve bir genelleştirilmiş 
döıigense, yaklaşık lineer uzay S'=(P', L') ye S=(P, L) 
genelleştirilrmş dörtgenin alt dörtgeni ( subquadrangle) 
denir. S':t:S ise S' ye öz alt uzay (proper) denir. Eğer S ve 
S' için s, t ve s', t' parametreleri varsa, s = s', L' c L 
olduğunu gösterir. 

Örneğ in S, doğıularında s1 ya da s2 sayıda nokta olan bir 
grid olsun. O ha lde, t = 1 dir ve 1 < s' 1 s s1 ve 1 < s'2 < s2 
olnıası şartıyla her s' ı, s'2 sayıda nokta için S daima, 
kendisi de grid olan bir alt dörtgen içerir.Benzer şeki lde, 
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bir gridin duah olan genelleştirilmiş bir dörtgende her 
zaman s = s' = 1 ve 1 < t'r < tı, ı < t'2 < t2 şartını 
sağlayan alt dörtgenler vardır. 

Şimdi dörtgenlerin alt dörtgenlerine ait parametrelerle 
ilgili bazı genel sonuçlara geçiyoruz. Eğer S', S nin bir 
öz alt döı1geniyse v' < v ve b' < b olduğunu gösteımek 
zor olmaz. 

Eğer s', t' parametreli S'=(P', L') genelleştirilmiş 
dörtgeni, s ve t parametreli S=(P, L) genelleştirilmiş 
dörtgeninin bir alt dörtgeniyse, s=s' ya da s � s't' olur ve 
benzer şekilde duali t=t' ya da t � s't' olur. 

S', S nin bir öz alt dörtgeni olsun ve s, t' ve s, t 
parametreleri olsun. O zaman t > s dir. Ve t = s de, t' = 1 
olduğunu gösterir. 

S', S nin bir öz alt dörtgeni olsun ve s, t' ve s, t 
parametreleri olsun. Eğer s > t ise t' < s olur ve t' = s 
olması da t =sı olduğunu gösterir. 

S', S nin bir öz alt dörtgeni olsun ve sırasıyla s, t' ve s, t 
parametreleri olsun. O halde s > 1 ve t' > 1 durumunda 
s112 � t' �s ve s312 < t <sı olur. 

S' , S nin bir öz alt dörtgeni ve S" de S' nün bir öz alt 
dörtgeni olsun S" , S' ve S için parametreler sırasıyla s,t'', 
s,t' ve s,t olsun öyle ki; s > 1. O halde t" = ı ,  t' = s ve t= 
s2 olur. 

Buna göre s> 1 şartım sağlayan ve her doğrudaki nokta 
sayısı sabit olan her öz alt dörtgenler zincirinde S :J S' � - -

S" ;;? .. . en çok üç eleman vardır. Ancak s = 1 ise bu 
doğru değildir. 

Sıradaki ifade bize genelleştirilmiş bir dörtgenin alt 
kümesinin ne zaman aynı s paraınetreleri olan bil' alt 
dörtgen olduğunu belirleme yöntemini gösteriyor. 

S=(P, L) bir genelleştirilmiş dörtgen ve parametreler de 
s ve t olsun. P' c P ve L' ç L ise, S' = (P', L') olur. 
Varsayalım ki; 
i) p,qeP', p * q ve p,qEfEL gösterir ki fE L'. 
ii) her f' EL' için f' , P' de s+ 1 sayıda eleman içerir. 

O halde aşağıdakilerden biri doğrudur. 

( a) L' deki bütün doğrular bir p noktası üzerindedir öyle 
ki P', P de bulunan ve p ile doğrudaş olan noktaların 
kümesidir. 
(b) L' = 0 dir. 
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(c) S' , S nin bir alt dörtgenidir ve s ve t' parametreler 
vardır. 

Eğer s = 1 değilse yukarıdaki ifade geçerli olmayacaktır 
s ve t parametreleri olan bir S genelleştirilmiş dörtgenir. 
ovaloidini, S üzerinde olan ve herhangi ikisi doğruda� 
oln1ayan st+ 1 sayıda nokta kümesi olarak tanımlayalım. 

Genelleştirilıniş döıtgcnde mümkün olan en büyük küm: 
bu tiptedir. Genelleştirilmiş dörtgenlerdeki duailik 
özelliği nedeniyle, sıradaki tanımı da veıınemiz gerekir. 

s ve t paraınetreleri olan S genelleştirilmiş dörtgeninın 
spread i, S üzerinde olan ve herhangi ikisi eş zamatili 
olnıayan st+ 1 sayıda doğru kümesidir. 

Ömeğiı1 t = 1 olsun. Buna göre S bir griddir. O halde 
st+ 1 =s+ 1 olur. B irçok ovaloid olduğu kolaycc 
görülebilir. 

S = Q( 4,k) c P( 4,k) olsun. Burada st+ 1 = k2+ 1. P(3:k), 
P( 4,k) nın bir hiperdüzlemi olsun ve P(3,k)nS=Q' de 
P(3 ,k) nın eliptik kuadriği olsun. Buradan Q' doğrudaş 
olmayan çiftli noktalar kümesidir ve k2 + l 
mertebesindedir. 

k nın çift sayı ohnası halinde Q(4,k) daima yarı-dualcfr 
ve spreadi vardır. Ancak k tek sayı ise hiçbir spread: 
olnıaz. 

Bir genelleştirilıniş dörtgende ovaloidlerin m 
spreadlerin n1i olduğuna karar vermek çoğu zaman zer 
o lw·. Alt döıigenlerdeki ovaloidler haklanda bu yönde 
genel bir sonuç ve bunu aşağıda sunuyoruz. 

s, t' parametreleri olan S'=(P', L'), s, •, t' < : 
paraınetreleri olan S=(P, L) genelleştirilmiş dörtgeninn 
bir alt dörtgeni olsun. O halde S' bir ovaloid içerir. 

VI. GENELLEŞTİRİLMİŞ D ÖRTGENLERDE 
KOLİNASYONLAR 

f. S =(P, L) genelleştirilmiş dörtgeninin bir kolinasv onr 
olsun. 

-

p/ = {pEP j(p) = p} dir. 
S/= (Pt, L/), S nin P f ye kısıtlaması olsun. 
Bu bölümde S nin S 1 alt yapısının olasılıklarm 
araştıracağız. 

f, S ==(P, L) genelleştirilmiş dörtgeninin bir kolinasyom 
olsun. S 1 ) S nin f da ki sabit noktalara kısıtlaması olsun 
O halde aşağıdakilerden biri doğrudur. 
a) SJ bir genelleştirilmiş dörtgendir. 
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b) S 1 herhangi ikisi doğrudaş olmayan noktalar 
kiimesıdir. 
c) sj herhangi ikisi kesişmeyen (noktadaş olmayan) 
doğrular kümesidir. 
d) S.r ortak bir noktada kesişen doğıular kümesidir. 

f nin S dep den geçen her doğruyu sabitlernesi şartıyla, 
f kolinasyonu S deki p noktası çevresinde sarmal 
( vvhorl) dır. 
f, p nin çevresinde bir sarmal olsun. Eğer f birim 

fonksiyonsa veya eğer bütün x K p noktaJan için /( x) =1= x 
ıse, f, p çevresinde bir elasyon ( elation) dur. (Burada bu 
elasyon tanınu ile projektif düzlemlerde kullamlan tanım 
arasında biraz benzerlik vardu .) 

Ayrıca, eğer j, p nin bütün noktalannı sabitleyen bir 
kolinasyonsa, f, p çevresinde bir sbnetridir. 

Önemli bulduğumuz bir sonucu aşağıda ifade edeceğiz. 
Bir p noktası çevresindeki simettiler küm esi bir grup 
oluşturur. s > 1 için bir p noktası çevres indeki her simetTi 
o p noktası çevresinde bir elasyondur. 

Projek tif düzlernlerde kolinasyon türleri ile 
gcnelleştirilıniş dörtgenlerdeki kolinasyon türleri 
arasındaki bağlantıyı tamamlamak için aşağıdaki tamını 
yapıyonız . 

f� p noktasının çevresinde bir sarmal olsWJ ve f(q) = q 
şartını sağl ayan bir q K p noktası olsun. Eğer f birim 
ko linasyansa ya da eğer q bir teks e (yegane), o zaman f, 
p çevresinde bir hon1olojidir. Bu tanımı proje ktif 
düzlenıler için yapılaula karşılaştırmada fayda vardır. 

\'Il. GENELLEŞTİRİLMİŞ DÖRTGENLERİN 
• 1 

KISA TARIHI 

Genelleştirilmiş dörtgenler iki ayrı alanda ve iki farkh 
teonnjn özel durumları olarak ortaya çıkar. Bunlar 
"genelleştirilrruş n-genler" denen yapıların özel bii hali 
olarak Tits tarafından ortaya atılmıştır ( 1959). 
Genelleştirilmiş n-gen tanınu, pek karmaşık olmamakla 
beraber iyı n1otive edilmesi gerekir. Bu konunun gruplar 
tconsindeki bazı sorunlarl a il işkili olarak ortaya çıktığın 
söylemek yeterli olur. 

Genelleştirilrniş dörtgenler Bo se) un çalışmasında yine 
ortaya çıkımştır( 1963). Bose kısmi geometri adını 

verdiği sistenıler ]e ilgilenmiştir. Genel olarak, bunların 
ortaya çıktığı teorinin asıl kaynağı istatistiksel 
sorunlardı. 
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Bu yapılada ilgili önemli çalışmalar son yirmi beş yılda 
ve daha çok Thas, Payne ve TaHini tarafından 
yapılmıştır. Okuyucu kaynakçadaki makalelere bakabilir. 
Belirti 1d iği gibi, klasik örneklerin tümü Tits' tendir. 

Alırens ve Szekeres k-1 , k+ 1 parametreleri olan ve k 
nın başlıca asal kuvvetler olduğu yeni bir dörtgenler 
sınıfı keşfetmişti (1969). M. Hall (1971) bunu bağımsız 
olarak k için vermiştir. Payne (1972-1974) bunu 
genelleştirerek daha fazla örnek üretmiştir. En yeni 
örnekler ise l(antor' dan alınmıştır ( 1 980). Bu 1979 
yılında keşfedilmiştir ve parametreler de k2, k dır, k=2 
(mod 3). 

En önenıli sorunlardan biri bir genelleştirilmiş dörtgenler 
s ınıflandırması yapmaktır. Klasik örneklerin bilinen 
s ınıflandırına larını çoğu Thas 'dan alınmıştır ( 19 7 5) 
1977, 1978). Payne genelleştirilmiş dörtgenleri 
kolineasyon grupları aç ısından sınıftandıran en önenıli 
a raştırnıacıdır . Okuyucu Payne'e bakabilir (1982). 
Ancak M. Walker (1977), Thas (1979) ve Tits (1974) de 
çok sayLda çalışma yapmıştır. 

VIII. SONUÇ 

Bu çalışmada yaklaşık lineer uzaylaida genelleştirilmiş 
dörtgenler, geometrik yorumları ve paramettik 
açıklaınaları ile incelenmeye çalışıldı. Genelleştirilmiş 
döıigenlerin çeşitli konıbinatöryel özellikleri verildi. 
Sintem ve duad yapıları kurulup incelendi. 
Genelleştirilmiş dörtgenlerde kolinasyonlar ifade edildi. 
Alt dörtgenler hakkında bilgiler verildi. Genelleştirilmiş 
dörtgenler hakkında belirli kısıtlamalada yeni özellikler 
elde edileceği ve varolan kavramlann etraflıca 
incelendiğinde daha veriml i  açıklamaların ortaya 
çıkabileceği gözlendi. 
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