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OÖRUSAL P ARABOLİK DENKLEM İÇİN TERS PROBLEMİN ÇÖZÜMÜNÜN 
UZUN ZAMAN DA VRANIŞI 

Metin Yaman 

__ ,._ Bu çalışmada doğrusal parabolik denklem için 
s problemin çözümünün uzun zaman davramşı 

raştırılmıştır. Problemin ek şartı integral formunda 
erilmiştir. 

alıtar Kelimeler- Ters problem, parabolik denklem, 
tegral ek şartı, uzun zaman davranışı. 

bstract- In this pa per, it is investigated long time 
ehaviour of the solution to inverse problem for 
arabolic equation. Additional condition is given in 

o rm of integral overdetermination. 

eywords- inverse problem, parabolic equation, 
ntegral overdetermiııation, long time behaviour. 

I. GİRİŞ 

:)ara bo lik denklenıler için ters problemierin çözümünün 
1arhk ve teklik ispatları daha önce çeşitli araştırmacılar 
·arafından çalışılnuştır[ ı], [3]. Fakat bu ters problernlerin 
;özümünün uzun zaman davranışları ve çözünılerin 
ısirnptotik kararlı o lup olmadıklaı1 pek çalışılan bir konu 
:ieğildir. Ters problemler, Hadarnard anlaırunda iyi 
<onulmamış (ill-posed) problen1ler sınıfından olup 
nateınatiksel fizik içerisinde büyük öneme sahiptir[ 4]. 

(u(t), w)= q;(t), V't >O (4) 

( 4) şartı, ters problenıin ek şartıdır ve integral formunda 
verilmiştir. Fiziksel olarak anlanu o bölgedeki sıcaklığın 
verilen bir fonksiyon yardınuyla ölçülmesidir. ( 1 )-( 4) 
probleminin çözümünün var] ık ve tekliği daha önce 
çalışılıınş tır [ı]. 

Burada u 0, g, 11', ffJ fonksiyonlan verilen fonksiyonlardır 

ve aşağıdaki şartları sağlarlar. 

(u, v) = fuvdx , lluJI = (u,u) llı
. Aynca 

n 

1 K 1 K 
r == - - 8 JV wl! - + 8 !IV wll 

2 go A, 2go 

varsa yılsın. � değeri, 

-t1rp(x) == A.çb(x), x E Q 
f/J( x) = o, x E an 

(5) 

(6) 

(7) 

II. PROBLEMİN İFADESİ özdeğer probleminin 1. özdeğeridir. 

� bölgesi, sınırı yeterince düzgün olan IR '1 de sınırlı bir 
,ölgeyi göstermek üzere aşağıda verilen başlangıç sınır Tan1m 1: Eğer u E L2 (0, T; H� (O)), fE L2 (0, T) ise ve 
leğer problemini düşünelim. 

l 1 (x, t)- L\u(x, t) = f(t)g(x, t), X E Q, t > Ü 

u(x,O) = u0 (x), X E Q 

1 ( x, t) = o, x E an, ı > o 
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(1) 

(2) 

(3) 
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(u 1 (t), f.//) + (\lu(ı ), V f/1) = f(t)(g(t), lf/), '\/ f.// E H� (O) 

özdeşliği sağlanıı·sa {u(x,t),f(t)}foal(siyon çiftine (1)

(4) probleminin zayıf çözümüdür denir. 

Şimdi (ı) denkleroj 111 ile çarpılıp bölgesinde integral i 
alınırsa, ve ( 4) dikkate alınırsa 
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f(t) ==- 1 {{01 + (Vu(t), Vl1·1)} (g(t), w) 

eşitliği elde edilir. 

lll. IffiSTİRİMLER ve SONUÇLAR 

Theorem 1: (5)-(6) şartları sağlansın. Eğer 

.k-tl 

lim JI<P1 (t)l2 dt= O 
k�oo 

k 

ise aşağıdaki sonuçlar geçerlidir. 

k+l 

��Vu(t)ll =o , !i� fiJCt)l2 dt= o 
k 

(8) 

(9) 

. ı· · Ters Problen Doğrusal Parabohk Denklem çın 

Çözümünün Uzun Zaman Davrac 
l\ıf.Yam 

lu, (ıf + l_i_ 1Vu(t)l2 = (g' u,) {Q', +(V u, V w)} (1. 
2 dt (g, )1V) 

elde edilir. (15) eşitliğinde Cauchy eşitsizliğ i  ve ( 
kullarulusa 

eşitsizliği bulunur. (16) ve ( 12) den 

2 

11Vwli2JJVu(t)W (l .. 

yazılır. (13) ve (17) eşitsizlikleri toplanırsa 

(18 

İspat: ( 1) denklemini u ile çarpıp O bölgesine göre eşitsizliği elde edil ir. Burada 
integrali alınırsa 

(u"u) +(Vu, Vu) = f(t)(g,u) (10) 

bulunur. ( 1 0), (3) ve (8) eşitlikleiinden 

(l l) 

ı 
1+ 2 

� 

eşitliği yazılır. (l l), ( 5), (7) ve Cauchy eşitsizliğinden 
pozitif sabittir. (18) ve (7) den 

eşitsizliği elde edilir. Cstteki ifadede 

(12) 

Aritnıetik-Geomctrik eşitsizliği kullamlırsa 

eşitsizliği bulunur. 

bulunur. (18) ve (19) eşitsizliklerinden 

eşitsizliği elde edilir. f3 = min r' r >0. 
_;ı ı 

E(t) = }ju(t)W + 11Vu(t)ll2 gösterimi ile (20) ifadesi 

d -E(t) + f3E(t) < 8(t) dt 

Şimdi de (1) denklemini u1 ile çarpıp Q bölgesine göre şeklinde yazılır. 8(t) = Ml<p, (ı)r2 
integrali alınırsa 

(u,, U1) +(V u, V u,)=== f(t)(g, u,) 

eşitliği yazılır. (14) ve (8) ifadelerinden 

(14) Şimdi kestirimiçin kullanılan Lernınayı ifade edelim 
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(1 9) 

(21) 
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l.emma 1: rı fonksiyonu, 

t+T t ı-T 

!�inf J 77( r )dr> O, �i� sup f 17- ( -r)d-r < oo 

1 1 

şartlarını bazı O< T < oo için sağlayan , (0, ) arasında 
integrallenebilen reel değerli bir fonksiyon olsun. Burada 

1]- = max{-rt,O}. 

f.l fonksiyonu , f.i+ = max{JL,O} olmak üzere 

1 -ıl' 

lim jJ.L+ ('r)dr =O 
1-+<X> 

t 

olacak biçimde, (0, ) aralığında integrallenebilir reel 
değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki sonuç 
geçerlıdır. 

Şimdi bu tenınıayı (21) için kullanırsak 

lim Vu(t)ll =O 
t�OO 

(22) 

sonucu elde edilir. (8) eşitliğinden 

(23) 

eşitsizliği yazılır. (22) de her tarafın karesi alınıp (k,k+ 1] 
arahğında t ye göre integrali alınırsa 

kestirimi bulunur. (24), (9) ve (22) den 

k-tl 

lim f1J(t)l2 dt =O 
k � (.() 

k 

sonucu elde edilir. 

Sonuç olarak, ( 1 )-( 4) ters probleminin {u, f} çözümleri 
ll 1 norınunda asimptotik kararlıdır. Yani çözümler belli 

koşullar altında t � oo için sıfıra yakınsamaktadırlar. 
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