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Özet- Kiire düzlemindeki Riesz potansiyel 
integralının lnsıni hesaplama işlemlerine ilişkin bir 
çol{ araştırınalar ortaya l<oyulmuş ancak, 
hesaplama işlemlerinde operatör (değişim) durumu 
Jlek ele alınmamıştır. Bu araştırmada, operatör 
Rie�'Z potansiyel integralnun lusmi hesapı ama 
işlemlerinin yöntem ve araştırmaya ilişlun özelliider 
ortaya }{oyulmuştur. 

Anahtar Sözcükler - Operatör Riesz Potansiyel 
• • 

lntegralımn Kısmi Hesaplanması, Küre Aralığı, Iç 
Değerlendirme Operatörü, (p, q)'un Smırlılığı, (p, 
q)'ıın operatörü. 

Abstract -A lot of research has been conducted on 
Riesz potential integral operator. The concept of 
Riesz potential integral operator of variable order 
was introduced and its properties were investigated 
in this paper. 

Key words - Riesz potential integral operator of 
variable order spherical distance; operator 
interpolation; {p, q)-boundedness; (p, q )-type 
operator. 

ı. GİRİŞ 

Operatör Riesz potansiyel integralının kısmi hesaplama 
işlemi, integrallann hesaplanmasında kesir dereceli 
kısmi hesaplama işlemidir. Bu tür integrallann 
değerleri, monoton analizi ve fonksiyonlarm tahmin 
değeri kavraınından ayrı bir değer analizine aittir. 

M. Karakaş, Sakarya Üniversitesi SMYO, Adapazarı 

206 

Bu tür integralların değerleri, monoton analizi ve 
fonksiyonlann tahmin değeri kavrammdan ayn bir 
değer analizine aittir. Ross B, Samko S., 1993 'de tek 
değişkenli integralların hesaplanmasında sabit kesir 
dereceli kısmi hesaplama işlemini operatör kesir 
dereceli hesaplama i şi emine genişiettikten sorrra, bir 
çok araştırmacı tarafından bu konu tartışılmıştır. 

Özellikle fonksiyonlann sürekliliği üzerinde çok yoğun 
tartışmalar olmuştur. Bu araştırmada sabit dereceli 
Riesz potansiyel integralının kısmi hesaplama işlenri 
üzerine operatör işlemini genişleterek yeni bir yöntem 
geliştirilmiş ve bir çok temel özellikler ortaya 
konmuştur. 

verilmiş olsun. Burada On ise Rn+ı deki n boyutlu birim 
küre düzlemidir. 1 x -y 1 == arecas ( x * y) ise '4ı' deki x 
ile y noktalan arasındaki küre düzlem aralığıdrr. LP(�) 
ise doğrusal evrendir. 

r • 

ff( {).) � if( X ) d j � p dj Q 
1 /{ ı )IP dı) Vt <f 10 i,! tf p ( t � , 

,. 

Lf/J(n�) � if(x)� IIJ� � � r��P ı f{,) ı<+ =l. 
.\-t (\ . . u, 

hesaplama işlemi 
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T: LJJ(.{J.�) . ., .. ,. L'(ll,.) 1 1 �� p., q � =·tl (p, q) 
tipi (ya da (p, q) sııurlanmış) denilip, 
ll T(f) ll q <C ll f ll P' eşitsizliğini sağlar. Burada C ile f 

bağh değildir. Bu eşitsizliği sağlayan en küçük C ise 
T'ıun (p, q) değeri denir ve ll T ll (p,q) ile gösterilir. 

f{x) E L1(Qn),O<a(x)<n, f(x) 'in operatör Riesz 
potansiyel integralının kısmi hesaplama işlemi, ıa.<x) ile 
aşağtdaki gibi tanımlanır. 

Bu araştırmanın maksadı, rı<x) nin (p, q) 'un sınırlılık 
gibi özelliklerini ortaya koymaktır. ifadelerneyi 
kolaylaştırmak acısından bundan sonraki aşamalarda C 
değişik sabit sayılar ile gösterilmiştir. 

D. AKSİYOMLAR VE NETiCELER 

Bu araştırmadaki konunllil kaynağı aşağıdaki birkaç 
aksiyomdan gelmiştir : 

Aksiyom 1 (Integralm Minkowski Eşitsizliği) 
1 �P <co, f (x, y) ise Rm X Rn de Lebesgue ölçüle 
bilen olsun. Bu halde 

Not : bu aksiyemdaki RIDx Rn yerine her hangi iki 
ölçülebilen küme çarpımı M1xi\12 için de geçerlidir. 

Aksiyom 2 (Riesz - Therin Potansiyel Hesaplaması) 

1 � Pr-qi � «ı , .i � O., 1 • ı E (O, ı ) , �; � 

1 --- t t ı ı - t t -.. ---- + -- t :: -t __..... � 

Po Pı qt qo ıt?ı 

olsunveT de bir doğrusal hesaplama olsun. Eğer T ise 
(po, qo) tipi ve (pı,qı) tipinde ise, o halde T, CPt,qt) 
tipinde olur ve 
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dir. 

Aksiyom 3 
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·ı . ı ı ı 1. ı ı 1 1 1 < q < (/) ' - 1- � :::: ' ·-·· + ··-� = -- + t < p < q , 

ve 

g q P q r 
. 

;J:f .ıK'( � ., .• ) 1"1 WL� -� (:� ' f:t A e .. :x� E nit; ,. 

1·1 K(� � ,.t} ll ��ı:il � (; � a. e� ,.. E� Dn � 

ise, o halde hesaplan1a işlemi 

olup, bu (p, r) tipidir. Burada ll · ll WL q ise L 
sektörünün (yayının) değeridir, yani 

dir. 

Böylece aşağıdaki sonuçlar elde edilebilir. 

'feorem 1 O<m<a(x)<n,f{x) E L\.Qn) veriln1iş ise, o 
halde ln(x)(t)(x), hemen hemen x E 0n'de yakınsaktır ve 
I'ı(x)(f)(x) E L1 (011) dir, 

• 

Ispat 

olsun, böylece 
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olup, rcı.(x)( 1)(x), nn, da henlen hemen nıutlak yakınsak 
ve de integrallenebilirdir. 

Teorem 2 O <m:Sa(x)<n, 1 <p�oo ise, ıa.<x> , (p, p) tipi 
hesaplamadır, yani fakat m ve n'a ilişkili öyle bir A 
sabiti var olup 

olur. 

• Ispat Bu teoren1i potansiyel hesaplama işlemi ile de 
ispatlama nıız münılctil\ ancak, hesaplamanın daha 
kolay olması için küre düzleminin kaydınna kısmi 
hesaplaması Se: 

/ �) . ) 1 
JJ' ( . .. };J t J ( X = . , . _.. .... ··- �--"' f "-' ) ,J l ( ll,· \ :;.ı \ , • f L N 1 .J J \i\ . .Jx ., e . l 1 

X' J ı.• /_ �ı E �� 

değeri 1 olan (p, p) tipi kısmi hesaplamas ı olduğundan, 
yani ll Sa(t) ll p:S ll f ll P olup, aksiyomı·den 

elde edilir. 

r • • 
• 1 ı ı ,� �c, I·! ,.(i .·:��d:l ı 1 dO) 

# ( .. , '. 1 �� 
� .. :1 il '. . . . 

:!) 1] ·1 
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Yukarıdaki Teorem2 ,yi daha genişletirsek; 

Teorem 3 
. . n. n: O < nı � a ( .x) < tl , 1. < :ı> � 1 , --. � - p 

...... - <. nı. f 

ise, o halde Ilt()t)' (p, r) tipi hesaplamadır, yani fakat m 
ve n' a ilişkili C sabiti var olup, 

olur. 

ispat q pr/(pr+p-r),q'=q/(q-1) olsun. Burada 
Ia(x), ( 1 , q) tipi ve ( q', oo )tipi olduğunu ispatlanz. 
Aksiyoml 'den 

çünkü 

- -· .. 

. t·ı· , ... .. • 
. ... .; .. � - · � ... .. .. ... ,... 

• • '·*k' 

.tı tl,. 

.. ·� 
., o "  ... "\..� 

' .. - ' 

• 

.. ....,
.
_, - ..... -... ,. < tl1k 

Çünkü bu, p· ' dan pr/(pr+p-r)<nl(n-m) 

olup, buradan q < .n./( n - m..)��llf - qm 
+· l -· rı < 1 � olur, böylece yukandaki integral 
yakınsaktır. Dolayısıyla 

i� r ( �-), ( f) U � c �ı f·lf i • .. tl �.. t · .J Bu demek Ia.(x) ise (1, 
q) tipi demektir. 

Halder eşitsizliğinden kolayca 
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lı. li � '•i 
� ,. �ı ( � t ;j t � 1 !i -J '; � 1 

elde edilir. Neticede 

OlUp) buradan da rJ(X)' (q')OO) tipidir. 

ı ::; q ( ı ·- . .l ) ' P olduğunu varsayarsak, o halde 

{ J_ � )_ .:::.�.!. 4. J.. �.!- w- j �=· J. 
ı -� ı 1:. 1 !- ·- � � P · q ,. q olup, 
Aksiyom2 'ye göre Ia(x),(p,r) tipi kısmi hesaplama 
olur. 

n r1 
-·- -- � - ..... 

p:f:r olduğunda, P 
yine de sağlanır. Bu halde 

r . . 
ıçın sonuç 

Teorcm 4 

O < r.tı � � { x: ) < n , l < p < r ,.ll ... , ... �·. ;:;; rrl f: 
p r 

ise. ıu(.x), (p, r) tipi hesaplamadır. 

.. 
Once a(x)=ın sabit olduğunda teoreınin 

sağlanacahrıt1ı 

ı ı 
.......... ı ı , .... �-,.l" �·· 

r f� 

ispatlay alım. 

r•· f..ı 
rJl = ı-ıo-. ...... t'MWj..• 

.. 

J' r ·
den 

+ tt.:;)]�. � q e ;::-; 1 

+ + ı �· 1. +.. J.� ' 
olduğunu varsay al un, bu halde r P q 

olur Çünkü, qJI - ..... �_.. - !!.. 71ı -!.?!·-··� - q· -. l ;:;:;; m 'Ş .,� :;;;. 11 + nu ) 

olduğ1ından.. kolayca p<q'olacakğını ispati<:ınabilir. 

K(x:y)= 1 x-y 1 m-rı, olsuıı diyeliJn, bu halde 
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( \ 1' ( l ) 1/( ' . ı f : su u� unr.�� ( 'lı' �:. J1 1 � :ı� ""' �· 4 ( .. .- """�1 � ) ıl� .. ı r._ .. . 1 . r l A .. r ,. -
� � 

11 ' .• q 
1 ·ıd .t) K { � , 'V l � � C4;''t� :<:. (. . 1 aynı şeı<.ı e, ,v • �· " ..1 • �:� ll!')� ·� yi • o ur. 

Aksiyoın3 'ten rn nin (P� r) tipide olduğu bilinir. ya ni 
öyle bir A sabiti var olup. onlın için 

(it t'� t r··� ı· ı � ı� ·· �i� 
� .. · ·f\..,.. ; · : r � ""' · i .J h p ,. 

olur. 

Genel potansiyel dunununda, diyelinı 

olsun, bu halde 

olur. Dolayısıyla - . 

ı r(�l(f) ll r � 11 A' ı ll y + r�(f)(:t) ıı! � .A ' ı f 1 R + � r�co rı 1 

4, ·' f ll A '1 . ! C t: f n �. . : H · p· + 1 1 t �· :: �1 . f.l f ı 

olup, Ia(x)) (p, r) tipi kısıni hesaplama olur. 

III. SONUÇ 

integral hesaplaınalannda küre düzlemindeki Riesz 
potansiyel integralnun hesaplanması teknolojinin her 
yönünde büyük ilgi gönnektedir. Bu araştırmada küre 
düzlcnıindeki Riesz potansiyel inte!,rralinin kısn1i 
hesaplaına işlemlerine ilişkin temel bilgi ve yönteınler 
ışığu1da yeni bir tartışma I<. onu olan teorem ve neticeler 
ortaya konuln1uştur. Bu açıdan hesaplaına işlenılerinde 
operatör (integral sınırlannın değişimi) d1ınunu ele 
ahmmş ve sonuç olarak yeııi yönteınler geliştinniştir. 
Bu yöntemler ışığında� Ries? potansiyel integralini 

hesaplamamu bazı özellikleri verilmiştir. 
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