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Abstract. In the present paper, in a convex two-dimensional domain, we consider the 

Dirichlet problem for a second-order differential equation with degeneration on the entire of the 
boundary. For this problem, we study the existence and uniqueness of an −νR generalized solution 

i.e., the fact that it belongs to the space ( )Ω+
1

2/,2 βν



H . We also prove the uniqueness theorem for 

the −νR generalized solution in the space ( )Ω+
1

2/,2 βν



H  for all values of the parameter ν in a 
certain scale.  

Keywords: -generalized solution; singularity on the boundary; Sobolev weighted space. 
 
Введение. Математические модели некоторых естественных процессов, например, в 

физике плазмы и газового разряда, электродинамике, ядерной физике, нелинейной оптике 
и других областях физики, приводят к краевым задачам, в которых сингулярность решения 
вызвана вырождением исходных данных (коэффициентов дифференциального уравнения, 
его правой части и граничных условий). Особенностью таких задач является то, что для них 
не всегда можно определить обобщенное (слабое) решение или оно не обладает 
необходимой регулярностью. В связи с этим в работе [1] было предложено определить 
решение краевой задачи как −νR обобщенное. Такое определение позволяет исследовать 
его существование и единственность, коэрцитивные и дифференциальные свойства в 
весовых пространствах С.Л.Соболева и выделить два класса краевых задач: с согласованным 
и несогласованным вырождением исходных данных (обзор результатов в [2]), создать 
эффективные численные методы для его нахождения ([3]-[15]). 

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект 11-01-98502-р_восток_а). 
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В настоящей работе рассматривается задача Дирихле для эллиптического уравнения 
второго порядка с согласованным вырождением исходных данных на всей криволинейной 
границе двумерной области Ω . Для этой задачи формулируются теоремы о существовании 
и единственности −νR обобщенного решения, его единственности в пространствах 

( )Ω+
1

2/,2 βν



H  при всех значениях параметра ν  из определенной шкалы. 
 
Материалы и методы. Введём в рассмотрение некоторые обозначения и 

определения. 

Пусть R2 – двумерное евклидово пространство с ( )21, xxx = , 21dxdxdx = , 2R⊂Ω  – 

ограниченная область с достаточно гладкой границей Ω∂ , Ω  – замыкание области, т.е. 
Ω∂∪Ω=Ω . 

Пусть ( )xρ  - весовая функция, совпадающая в некоторой приграничной 

полосе Ω⊂Ω '
 с расстоянием любой точки ( )21, xxx =  до границы Ω∂  и равная δ для 

'
__

\ΩΩ∈x . 

Введём весовое пространство С.Л. Соболева ( )ΩkH α,2  с нормой 

( )

2
1

,2

2)(2)( 









= ∫∑

Ω

−+

≤
Ω

dxuDxu k

k
H k

λλα

λ

ρ
α

, 

где 
21

21
λλ

λ
λ

xx
D

∂∂
∂

= , ( )21,λλλ = , 01 ≥λ , 02 ≥λ  – целые числа и 21 λλλ += , α  – 

некоторое действительное число, −k целое неотрицательное число. При 0=k  пространства 

( )Ω0
,2 αH  и ( )Ωα,2L  совпадают. 

 Пусть ( ) }.,0),({ ,2,2 Ω∂∈=Ω∈=Ω xuHuuH kk
αα



 Норма в ( )ΩkH α,2



имеет тот же вид, что 

и в ( )ΩkH α,2 . Через ( )1, ,CH k Ω−∞ α



обозначим множество функций, норма в котором 
удовлетворяет неравенству 
 

( ) 1,
maxmax

1,
CuDvraiu

xkCH k ≤= +−

Ω∈∀≤Ω−∞

λλα

λ
ρ

α
 

с положительной постоянной 1C , не зависящей от u . 
 Сформулируем постановку задачи. 
 В области Ω  рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ,),()()()()(
2

1

2

1,

2

Ω∈=+
∂
∂

+
∂∂

∂
− ∑∑

==

xxfxuxa
x
uxa

xx
uxa

k k
k

lk lk
kl  (2) 

с граничным условием 
 ( ) Ω∂∈= xxu ,0 . (3) 

Предположим, что правая часть уравнения (2) 
 ( ) .0,,2 ≥Ω∈ µµLf  (4) 
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 Определение 1. Краевую задачу (2),(3) будем называть задачей Дирихле с согласованным 
вырождением на всей границе области, если имеет место (4), коэффициенты ( ) ( )xaxa lkkl =  

)2,1,( =lk  и для некоторого действительного числа β  выполнены условия: 

 ),2,1,(),(),,( 3)1(2
1

, =Ω∈Ω∈ −−∞−∞ lkCLaCHa kkl ββ  

 ( ),, 4)2(, CLa Ω∈ −−∞ β  (5) 

 ( ) ,)(
2

1

2
5

2

1,
∑∑
==

≥
k

k
lk

lkkl xCxa ξρξξ β
 (6)  

 )()( 2
6 xCxa −≥ βρ  почти всюду на Ω , (7) 

где )6,...,2( =iCi  – положительные постоянные, не зависящие от x, 21,ξξ - любые 
действительные параметры. 
Обозначим через 
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2

1
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( ) ∫
Ω

= dxvfvf νρ 2,  

соответственно билинейную и линейную форму. 

Определение 2. Функция νu из пространства ( )Ω+
1

2/,2 βν



H  называется −νR обобщенным 
решением задачи Дирихле с согласованным вырождением на всей границе области, если 

для всех ( )xv  из ( )Ω+
1

2/,2 βν



H  справедливо тождество  

( ) ( )vfvua ,, =ν  
при любом, но фиксированном ν , удовлетворяющем неравенству 

 .1
2
−+≥

βµν  (8) 

Результаты. Установим теорему о существовании и единственности 
−νR обобщенного решения.  

Теорема 1. Пусть выполняются условия (1), (4)-(8), а также неравенство  

65
2

32 )2/)12((2 CCCC <++ν . 

Тогда существует единственное −νR обобщенное решение задачи (2), (3) из 

пространства ( )Ω+
1

2/,2 βν



H  и справедлива оценка 

( ) ( )ΩΩ
≤

+ µβν
ν

,2
1

2/,2
7 LH

fCu  , 

где 7C - положительная постоянная, не зависящая от функций νu  и f .  
Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то для всех ν  из полуинтервала 

),[ 21 νν  −νR обобщенное решение задачи (2), (3) единственно. Здесь обозначено  
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где ε - фиксированное и достаточно малое положительное число. 
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Аннотация. Для эллиптического дифференциального уравнения второго порядка в 
выпуклой двумерной области Ω  рассматривается задача Дирихле с сингулярностью по всей 
границе области. Установлена теорема о существовании и единственности 

−νR обобщённого решения краевой задачи в пространстве С.Л. Соболева ( )Ω+
1

2/,2 βν



H . 

Кроме того, доказана единственность −νR обобщённого решения для всех значениях 
параметра ν  из определённой шкалы. 

Ключевые слова: −νR обобщенное решение, сингулярность на границе, весовое 
пространство Соболева. 
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