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Решение задачи фильтрации жидкости под точечной плотиной
в двухслойной полуплоскости

Рассмотрена первая краевая задача для уравнения Лапласа в полуплоскости с усло-
виями сопряжения на горизонтальной линии для кусочно-постоянной граничной функции.
Задача моделирует фильтрацию жидкости под точечной плотиной в двухслойной полуплос-
кости. Решение задачи получено в однократных квадратурах.
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Рассмотрим в вертикальной плоскости с декартовыми координатами x, y филь-
трацию жидкости под точечной плотиной. Пусть ось x расположена вдоль линии
бьефов (x < 0 – верхний бьеф, x > 0 – нижний бьеф) и областью фильтрации явля-
ется нижняя полуплоскость D = (x ∈ R) × (−∞ < y < 0), состоящая из двух слоёв
D1 = (x ∈ R)×(−∞ < y < −l) и D2 = (x ∈ R)×(−l < y < 0) с различной постоянной
проницаемостью ki в Di. Отсюда, отсчитывая давление от давления в нижнем бьефе,
для потенциалов ui(x, y) в Di получим задачу [2]

∂xxui + ∂yyui = 0, u2|y=0 =

{
−p, x < 0,

0, x > 0,
(1)

y = −l : u1 = u2, k1∂yu1 = k2∂yu2, (2)
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где ∂y = ∂/∂y, ∂xx = ∂2/∂x2, p > 0 – постоянная.
Задача (1), (2) является задачей сопряжения с кусочно-постоянной граничной

функцией (1), которая не разлагается в интеграл Фурье, т.е. здесь классический
метод Фурье неприменим.

Для решения задачи (1), (2) рассмотрим для функции f(x, y) вспомогательную
задачу, которая также имеет практический интерес и описывает фильтрацию жид-
кости под точечной плотиной в однородной области D, т.е. при k1 = k2:

∂xxf + ∂yyf = 0, f|y=0 =

{
−p, x < 0,

0, x > 0.
(3)

Методом функции Грина [1, с. 162] решение задачи (3) получим в элементарных
функциях

f(x, y) = − p
π

arctg
x

y
− p

2
. (4)

Представим решение исходной задачи (1), (2) в виде

u1(x, y) = f(x, y) + v1(x, y), −∞ < y < −l, (5)

u2(x, y) = f(x, y) + v2(x, y), −l < y < 0, (6)

где функция f(x, y) имеет вид (4). Отсюда для функций vi(x, y) в зонах Di получим
задачу с неоднородными условиями сопряжения

∂xxvi + ∂yyvi = 0, v2|y=0 = 0, (7)

y = −l : v1 = v2, k1∂yv1 − k2∂yv2 = (k2 − k1)∂yf(x,−l), (8)

где
∂yf(x,−l) =

px

π(x2 + l2)
. (9)

При этом функция (9) является нечётной и ∂yf(x,−l) → 0 при x → ±∞. Отсюда
функция (9) разлагается в интеграл Фурье по синусам [4, с. 529] с коэффициентами
Фурье f1(λ):

∂yf(x,−l) =

∞∫
0

g(x, λ)dλ, g(x, λ) = f1(λ) sinλx, (10)
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где с учётом (9) и формулы 2.5.9 (9) [3, с. 395] получим

f1(λ) =
2

π

∞∫
0

∂yf(t,−l) sinλt dt =
p

π
e−λl. (11)

Представим функции vi(x, y) также в виде разложений Фурье

v1(x, y) =

∞∫
0

a1(λ)eλ(y+l)g(x, λ) dλ, −∞ < y < −l, (12)

v2(x, y) =

∞∫
0

a2(λ) shλy g(x, λ) dλ, −l < y < 0, (13)

где ai(λ) – искомые функции, функция g(x, λ) имеет вид (10). Отсюда функции (12),
(13) удовлетворяют уравнению (7) и граничному условию (7) (при условии сходи-
мости и дифференцируемости интегралов (12), (13)). Из условий сопряжения (8) с
учётом разложения функции ∂yf(x,−l) (10) для функций ai(λ) получим систему ал-
гебраических уравнений

a1 + a2 shλl = 0, k1a1 − k2a2 chλl =
k2 − k1
λ

,

решение которой имеет вид

a1(λ) =
(k2 − k1) shλl

λ(k1 shλl + k2 chλl)
, a2(λ) =

k1 − k2
λ(k1 shλl + k2 chλl)

.

Отсюда решение исходной задачи (1), (2) строится по формулам (4)–(6), (10)–(13) в
однократных квадратурах

u1(x, y) = − p
π

arctg
x

y
− p

2
+
p(k2 − k1)

π

∞∫
0

eλy shλl sinλx

λ(k1 shλl + k2 chλl)
dλ, (14)

u2(x, y) = − p
π

arctg
x

y
− p

2
− p(k2 − k1)

π

∞∫
0

e−λl shλy sinλx

λ(k1 shλl + k2 chλl)
dλ, (15)

при этом подынтегральные функции стремятся к нулю при λ → 0, а при λ → +∞
эти функции имеют асимптотику O(λ−1eλy), где y < 0. Отсюда интегралы (14), (15)
сходятся и допускают дифференцирование необходимое число раз.
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Solution of the Problem of Fluid Filtration
under a Point Dam in Two-Layer Half-Plane

The first boundary value problem for the Laplace equation in half-plane with conjugation
conditions on a horizontal line for piecewise constant boundary function is considered. The
problem simulates fluid filtration under a point dam in a two-layer half-plane. The solution
of the problem is obtained in single quadratures.

Keywords: boundary value problems in piecewise homogeneous half-plane, conjugation
conditions, filtration of a fluid under a dam
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