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Аннотация 

В работе методом Ричардса–Вольфа, описывающим поведение электромагнитного из-
лучения в остром фокусе, показано, что в плоскости фокуса имеет место спиновый и ор-
битальный эффекты Холла высокого порядка. Показано, что при фокусировке оптическо-
го вихря с единичным топологическим зарядом и линейной поляризацией в плоскости 
фокуса формируются 4 локальных субволновых области, в которых направление про-
дольной проекции спинового углового момента взаимно противоположное. То есть фото-
ны, попадающие в соседние области в фокусе, имеют разный спин – это спиновый эффект 
Холла 2-го порядка. Также показано, что при острой фокусировке суперпозиции цилин-
дрического векторного пучка m-го порядка и нулевого порядка в плоскости острого фоку-
са формируются 2m субволновых областей, в которых направление продольной проекции 
орбитального углового момента взаимно противоположное. То есть фотоны, попадающие 
в соседние области в фокусе, имеют осевую проекцию орбитального углового момента 
разного знака – это орбитальный эффект Холла m-го порядка.  
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Введение 

Эффект Холла в оптике и фотонике известен с 
2004 года [1]. В работах [2, 3] разработана теория эф-
фекта Холла для света. В [4, 5] эффект Холла в опти-
ке экспериментально обнаружен. Имеются несколько 
обзоров по эффекту Холла в фотонике [6, 7]. В оптике 
роль электронов с разным спином играют фотоны с 
левой или правой круговой поляризацией. Поэтому 
вместо квантового эффекта Холла, который заключа-
ется в пространственном разделении в магнитном по-
ле частиц с разным зарядом и разным спином, в оп-
тике эффект Холла сводится к пространственному 
разделению пучков света с разным направлением 
круговой поляризации (левой и правой) – это спино-
вый эффект Холла в оптике [8, 9], или сводится к 
пространственному разделению пучков света с орби-
тальный угловым моментом (ОУМ) разного знака – 
это орбитальный эффект Холла [10, 11]. Как правило, 
в оптике эффект Холла наблюдается при отражении 
света от границы раздела сред [11], при прохождении 
через многослойные среды [4], кристаллы [12] или 
металинзы [13]. Работ по эффекту Холла в остром 
фокусе лазерного света почти нет [14, 15]. В [16, 17] 
показали, что нарушение круговой симметрии пучка 
с радиальной поляризацией [16] или круговой поля-

ризацией [17] приводит к смещению центра пучка в 
фокусе. Но в [16] рассмотрен именно спиновый эф-
фект Холла, так как в начальной плоскости была ло-
кально линейная поляризация, а после ограничения 
диафрагмой появились области со спином разного 
знака. А в [17] в начальной плоскости у пучка был 
спин, и ограничение пучка диафрагмой позволило 
проявить спин-орбитальное преобразование в фокусе 
(центр пучка сместился). Но этот эффект нельзя 
назвать спиновым эффектом Холла, так как нет раз-
деления областей с разным спином. 

В данной работе с помощью метода Ричардса–
Вольфа [18] теоретически и численно показано, что в 
остром фокусе вихревого лазерного пучка с линейной 
поляризацией, а также в остром фокусе безвихревого 
пучка, который представляет собой суперпозицию 
пучков с азимутальной поляризацией m-го и нулевого 
порядков, имеют место спиновый и орбитальный эф-
фекты Холла высокого порядка. 

1. Спиновый эффект Холла в фокусе оптического 
вихря с круговой поляризацией 

Рассмотрим острую фокусировку оптического 
вихря с круговой поляризацией. В [19] получены про-
екции вектора напряженности для оптического вихря 
с круговой и линейной поляризацией, но не получены 
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выражения для продольной проекции спинового уг-
лового момента (СУМ), которая показывает наличие 
круговой (или эллиптической) поляризации в остром 
фокусе. В этом параграфе мы получим выражение 
для продольной проекции СУМ для оптического вих-
ря с топологическим зарядом m и круговой поляриза-
цией. Рассмотрим начальное электрическое поле с 
вектором Джонса вида: 
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где  = 1 – правая круговая,  = –1 – левая круговая и 
 = 0 – линейная поляризации. Проекции электриче-
ского вектора вблизи острого фокуса апланатической 
оптической системы для удобства возьмем из [19]: 
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где f – фокусное расстояние апланатической системы, 
 – длина волны, NA = sin 0 – числовая апертура, 
J(x) – функция Бесселя первого рода -го порядка, 
x = kr sin θ, (r, φ, z) – цилиндрические координаты, 
 = (1±)/2, k – волновое число. При  = 0, 

1 / 2     . В качестве функции A () можно ис-
пользовать любую действительную функцию, напри-
мер, Гаусса, Бесселя–Гаусса или постоянную величи-
ну (плоская волна). Вектор плотности спина или век-
тор спинового углового момента определяется выра-
жением: 
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где  – циклическая частота света. В дальнейшем по-
стоянную 1/(16) будем игнорировать. Из (4) видно, 
что продольная компонента СУМ (без учета констан-
ты) совпадает с ненормированной третьей компонен-
той вектора Стокса s3: 

 *
3 2 Im .z x ys S E E   (5) 

Подставляя проекции электрического поля (2) в 
(5), получим: 
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Из (6) следует выражение для продольной проек-
ции СУМ для оптического вихря с правой круговой 
поляризацией ( 2 21, 1, 0       ): 

2 2
0, 2, 2 .z m mS I I    (7) 

Из (7) видно, что вблизи оптической оси СУМ по-
ложительный Sz+

 > 0 (правая круговая поляризация), 
так как 2 2

0, 2, 2m mI I  , а на тех радиусах, где 
2 2
0, 2, 2m mI I  , будет левая круговая поляризация, так 

как СУМ отрицательный Sz+
 < 0. Разделение левой и 

правой поляризаций на разных радиусах от оптиче-
ской оси является проявлением радиального спиново-
го эффекта Холла. Интересно, что эффект Холла име-
ет место и для безвихревого пучка (m = 0). Для 
начальной левой круговой поляризации из уравнения 
(6) вместо (7) получим 2 2( 1, 0, 1)        : 

2 2
0, 2, 2 .z m mS I I     (8) 

Из (8) следует, что при m = 0 вблизи оптической 
оси Sz-

 < 0 (левая круговая поляризация), так как 
2 2 2
0,0 2, 2 2,2I I I  , а на тех радиусах, где 2 2

0,0 2,2I I , бу-
дет правая круговая поляризация, так как Sz-

 > 0. При 
m ≠ 0 однозначно нельзя сказать, какая поляризация 
будет вблизи оптической оси. Например, при m = 2 
вместо (8) можно записать 2 2

0,2 2,0 0.zS I I      То 
есть, хотя начальное поле имело левую круговую по-
ляризацию, в фокусе на оптической оси будет правая 
круговая поляризация. Такое аномальное поведение 
поляризации связано с тем, что при m = 2 вблизи оп-
тической оси поток энергии (вектор Пойнтинга) име-
ет отрицательную проекцию на оптическую ось, то 
есть имеет место обратный поток энергии [20]. Чере-
дование направлений вращения вектора поляризации 
(эффект Холла) в зависимости от радиальной пере-
менной имеет место и для вихревых полей с началь-
ной левой круговой поляризацией. 

2. Эффект Холла в фокусе для оптического вихря  
с линейной поляризацией 

Рассмотрим вихревое поле с линейной поляриза-
цией вдоль оси x. Продольная компонента вектора 
СУМ уже не будет обладать круговой симметрией 
( 2 20, 1/ 2       ): 
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Для определенности запишем (9) для m = 1: 

1 2,1 2,3 2,1 2,3 0,1
1

( )( 2cos(2 ) ).
2

zLS I I I I I        (10) 

Из (10) следует, что при  = 0 и  =  продольная 
компонента СУМ отрицательная вблизи оптической оси 
(на самой оптической оси она равна нулю) SzL1

 < 0, а при 
 = /2 и  = 3/2 она будет положительной SzL1

 > 0, так 
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как (I2,1+I2,3) > 0, (– I2,1+I2,3
 – 2 I0,1) < 0. Заметим, что при 

m = 0 (нет вихря) из (9) следует, что во всей плоскости 
фокуса будет линейная поляризация , так как SzL1

 = 0. То 
есть наличие минимального оптического вихря (m = 1) в 
пучке с линейной поляризацией приводит к тому, что в 
фокусе формируется 4 субволновых области, в которых 
СУМ меняет знак: в двух областях левая круговая поля-
ризация и в двух других правая. Такое распределение 
спина в фокусе является еще одной разновидностью ор-
битально-спинового эффекта Холла. Моделирование 
подтверждает предсказание теории. Из (9) видно, что 
такие 4 области в фокусе с разными знаками будут при 
любом m, отличном от нуля. 

3. Эффекты Холла в фокусе суперпозиции 
цилиндрического векторного пучка и пучка  

с линейной поляризацией вдоль вертикальной оси 

В [21] показано формирование эффекта Холла для 
суперпозиции пучка с радиальной поляризацией m-го 
порядка и пучка с линейной поляризацией по гори-
зонтальной оси. Оба пучка должны складываться в 
фазе. В [21] показано, что, хотя у начального поля та-
кой суперпозиции продольная проекция СУМ равна 
нулю (нет спина), в фокусе при m нечетном форми-
руются 2m субволновых областей с разными направ-
лениями вращения поперечного потока энергии (по 
часовой или против часовой стрелки). В этом 

параграфе мы покажем, что если рассмотреть супер-
позицию начального поля с азимутальной поляриза-
цией m-го порядка и поля с линейной поляризацией, 
но сложенные со сдвигом фазы на /2, то в начальной 
плоскости появляется отличная от нуля продольная 
компонента СУМ, а в фокусе для четного номера m 
будут иметь место локальные области с противопо-
ложенным направлением вращения вектора поляри-
зации и поперечного потока энергии. Это проявление 
спин-орбитального эффекта Холла в фокусе. 

Пусть начальное световое поле имеет вектор 
Джонса вида: 
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Из (11) видно, что начальное поле является осевой 
суперпозицией светового поля с азимутальной поля-
ризацией m-го порядка [22] и линейной поляризацией 
вдоль оси y. Далее с помощь формализма Ричардса–
Вольфа [18] можно получить проекции векторов 
напряженности электрического и магнитного полей в 
остром фокусе апланатической системы для началь-
ного поля (11): 
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Найдем осевую проекцию вектора СУМ (5) в фо-
кусе для поля (12), получим: 
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Из (13) видно, что продольная проекция СУМ в 
фокусе поля (11) отлична от нуля только для четных 
номеров m, если действительный параметр a отличен 
от нуля. На окружности некоторого радиуса r c цен-
тром на оптической оси выражения в круглых скоб-
ках в (13) будут иметь постоянное значение, так как 
все функции I,ν зависят только от радиальной пере-
менной r. Поэтому при обходе по этой окружности 
проекция СУМ будет менять знак 2m раз. То есть в 
плоскости фокуса будут иметь место 2m локальных 

областей, в которых эллиптическая (или круговая) 
поляризация меняет направление вращения. В тех об-
ластях, где Sz

 > 0, будет правая круговая поляризация, 
а там, где Sz

 < 0, – левая. Таким образом, в фокусе по-
ля (11) при четном m разделяются области с правой и 
левой эллиптической или круговой поляризацией, что 
является проявлением спинового эффекта Холла m-го 
порядка. 

Покажем далее, что в фокусе поля (11) имеет ме-
сто также орбитальный эффект Холла m-го порядка. 
Для этого с помощью проекций векторов напряжен-
ности электрического и магнитного полей (12) рас-
считаем поперечные проекции вектора Пойнтинга 

 Re * ,
2

с
 


P E H  (14) 

где E и Н – вектора напряженности электрического и 
магнитного полей, * – знак комплексного сопряже-
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ния, × – векторное умножение, c – скорость света в 
вакууме. В дальнейшем постоянную c/(2) будем иг-

норировать. Подставив (12) в (14), получим попереч-
ные проекции вектора потока энергии: 
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Из (15) следует, что при обходе по окружности 
некоторого радиуса с центром на оптической оси, ко-
гда выражения в круглых скобках постоянные, обе 
проекции вектора Пойнтинга меняют знак 2 (m +1) ра-
за. Это означает, что в фокусе на определенной 
окружности с центром на оптической оси будут ле-
жать центры 2m локальных субволновых областей, в 
которых поперечный поток энергии будет вращаться 
по замкнутой траектории. Причем в соседних обла-
стях вращение будет направлено в разные стороны 
(по часовой и против часовой стрелки). Таким обра-
зом, мы показали, что при острой фокусировке 
начального поля (11) в плоскости фокуса разделяются 
поперечные потоки энергии, вращающиеся в разные 
стороны. То есть имеет место орбитальный эффект 
Холла m-го порядка. Заметим, что в (13) число смены 
знака СУМ и число областей с разным спином совпа-
дают, 2m, так как у СУМ одна продольная проекция. 
А в (15) две поперечные проекции вектора Пойнтин-
га, которые меняют знак при обходе 2 (m +1) раза, но 
при этом в сечении образуются только 2m областей с 
разным знаком продольной ОАМ. 

4. Моделирование 
4.1. Эффект Холла в фокусе оптического вихря 

 с линейной поляризацией 

Интегральным методом Ричардса–Вольфа [18] 
моделировалась фокусировка оптического вихря с 
единичным топологическим зарядом (m = 1) и линей-
ной поляризацией вдоль оси x. Длина волны 
 = 532 нм, числовая апертура апланатического объ-
ектива NA = 0,95. 

Из рис. 1 видно, что плотность спина имеет вид 
мальтийского креста, в верхней и нижней частях ко-
торого имеет место правая круговая (эллиптическая) 
поляризация, так как Sz

 > 0, а в левой и правой частях 
креста имеет место левая круговая (эллиптическая) 
поляризация, так как Sz

 < 0. 

 
Рис. 1. Распределение продольной составляющей спинового 
углового момента Sz в плоскости фокуса при фокусировке 
оптического вихря (m =1) с линейной поляризацией вдоль 

оси x апланатическим объективом с NA = 0,95 

4.2. Эффект Холла в фокусе пучка  
с гибридной поляризацией 

С помощью формул Ричардса–Вольфа моделиро-
валась фокусировка пучка (11), являющегося супер-
позицией цилиндрического векторного пучка m-го 
порядка, и плоской волны с линейной поляризацией 
вдоль оси y. Параметры моделирования: длина вол-
ны – 532 нм, порядок азимутальной поляризации 
m = 4, параметр a = 1. Фокусировка осуществлялась 
плоской дифракционной линзой с числовой аперту-
рой NA = 0,95. 

а)  б)  в)  
Рис. 2. Распределение суммарной интенсивности в фокусе начального поля (11) I=|Ex|2+|Ey|2+|Ez|2 (а) и ее составляющих: 

поперечной |Ex|2+|Ey|2 (б) и продольной |Ez|2 (в) (m = 4, a = 1) 

На рис. 2а показана интенсивность пучка (11) в 
фокусе. Видно, что фокусное пятно представляет со-

бой эллипс, вытянутый вдоль направления оси поля-
ризации y. Также интенсивность на рис. 2 имеет 6 бо-
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ковых лепестков, определяемых продольной состав-
ляющей (рис. 2в). Распределение поперечной интен-
сивности (рис. 2б) имеет 2m = 8 изолированных нулей 
интенсивности (в этих точках поток энергии равен 
нулю). Вокруг этих нулей поперечный поток энергии 
вращается по замкнутой траектории (рис. 3). 

 
Рис. 3. Распределение интенсивности (полутона), 

направление и величина (стрелки) поперечного потока 
энергии в фокусе 

На рис. 3 показано распределение интенсивности 
(такое же, как на рис. 2а) и стрелками показано 
направление и величина поперечного потока энергии 
Pxex

 + Pyey, где ex, ey – единичные вектора вдоль де-
картовых координат в плоскости фокуса. Из рис. 3 
видно, что в фокусе формируется 2m = 8 локальных 
субволновых областей диаметром 200 – 300 нм, цен-
тры которых лежат на некоторой окружности, прове-
денной вокруг оптической оси и проходящей через 
нули интенсивности, окружающие фокусное пятно. В 
каждой из таких областей поперечный поток энергии 
вращается по замкнутой траектории. В соседних об-
ластях направление вращения разное. То есть осевая 
проекция вектора орбитального углового момента 
имеет разный знак в соседних областях. Такое разде-
ление в пространстве поперечных потоков энергии, 
вращающихся в разные стороны, является проявлени-
ем орбитального эффекта Холла 4-го порядка.  

Заключение 

В данной работе с помощью формализма Ричард-
са–Вольфа, который адекватно описывает поведение 
векторного светового поля в остром фокусе, если фо-
кусное расстояние много больше длины волны, пока-
зано, что в фокусе оптического вихря с круговой по-
ляризацией на разных радиусах от оптической оси 
будут круговые поляризации разного знака (левая и 
правая круговые поляризации). То есть фотоны, по-
падающие в фокус на разных расстояниях от оптиче-
ской оси, будут иметь разный спин: либо левую кру-
говую поляризацию, либо правую. Такой эффект 
можно назвать радиальным спиновым эффектом 
Холла. Показано, что в остром фокусе оптического 
вихря с единичным топологическим зарядом с линей-
ной поляризацией формируются 4 локальных субвол-
новых области размером около 200 нм (длина вол-

ны – 532 нм, числовая апертура – 0,95), у которых в 
соседних областях спин направлен в разные стороны. 
То есть в двух вертикально расположенных областях 
продольная проекция СУМ положительная (правая 
эллиптическая поляризация), а в двух горизонтально 
расположенных областях продольная проекция СУМ 
отрицательная (левая круговая или эллиптическая 
поляризации). Такое пространственное разделение в 
фокусе областей с разным спином можно назвать 
спиновым эффектом Холла 2-го порядка. Показано 
также, что в остром фокусе суперпозиции цилиндри-
ческого векторного пучка m-го порядка и нулевого 
порядка формируется 2m локальных областей, в со-
седних из которых поперечный поток энергии враща-
ется в разные стороны. То есть в соседних областях 
продольная компонента ОУМ имеет разные знаки. 
Это орбитальный эффект Холла m-го порядка. Эти 
эффекты возникают в фокусе из-за сохранения угло-
вого момента пучка и из-за спин-орбитальной кон-
версии. В первом примере (оптический вихрь с ли-
нейной поляризацией) в начальной плоскости СУМ 
равен нулю и в фокусе СУМ также равен нулю, но 
при этом в фокусе формируется четное число локаль-
ных областей, в которых СУМ отличен от нуля и 
имеет разные знаки в соседних областях. Здесь эф-
фект Холла сформировался из-за орбитально-
спиновой трансформации. Во втором примере (супер-
позиция безвихревых цилиндрических пучков m-го и 0-
го порядков) в начальной плоскости ОУМ равен нулю, а 
СУМ отлична от нуля. В фокусе формируется 2m обла-
стей, в которых ОУМ отличен от нуля и имеет разные 
знаки в соседних областях. Полный ОУМ в фокусе по-
прежнему равен нулю. Здесь эффект Холла проявился 
из-за спин-орбитальной конверсии. 
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Abstract  

In this work, by the Richards-Wolf method, which describes the behavior of electromagnetic 
radiation at the tight focus, it is shown that high-order spin and orbital Hall effects take place in 
the focal plane. It is shown that when focusing a linearly polarized optical vortex with unit topo-
logical charge, four local subwavelength regions are formed in the focal plane, in which directions 
of the longitudinal projection of the spin angular momentum are opposite in the neighboring re-
gions. That is, photons falling into neighboring regions in the focus have the opposite spin. This is 
the spin Hall effect of the 2nd order. It is also shown that when tightly focusing of superposition of 
cylindrical vector beams of the m-th order and zero order, 2m subwavelength regions are formed 
in the plane of tight focus, in which directions of the longitudinal projection of the orbital angular 
momentum are opposite in the neighboring regions. That is, photons falling into the neighboring 
regions at the focus have the opposite-sign on-axis projections of the orbital angular momentum. 
This is the orbital Hall effect of the m-th order. 

Keywords: Richards-Wolf formalism, spin Hall effect, orbital Hall effect, cylindrical vector 
beam, spin angular momentum, orbital angular momentum. 
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