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Аннотация 

В работе представлены выражения для аберраций третьего порядка поверхности Фре-
неля (коэффициенты Зейделя). Формулы получены в виде, позволяющем выполнять ана-
лиз аберраций аналитически, на этапе компоновки и предварительного расчета системы 
из поверхностей как классических, так и Френеля. В дополнение к пяти основным моно-
хроматическим аберрациям Зейделя классических поверхностей и линейной коме, выде-
ляемой для поверхностей типа Френеля, в данной работе описана ещё одна аберрация, 
называемая квадратичным астигматизмом. Несмотря на то, что полученные выражения 
являются приближением для области аберраций третьего порядка, то есть аберрации 
высшего порядка игнорируются, они обеспечивают достаточную точность на практике, 
что также показано в работе. Полученные выражения можно применять для анализа абер-
раций в схемах, использующих линзу Френеля, что позволяет определить области рацио-
нального использования элементов такого типа. 
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Введение 

В настоящее время линзы Френеля находят широкое 
применение во многих оптических устройствах, таких 
как концентраторы солнечной энергии, шлемы вирту-
альной реальности и других [1 – 4] благодаря высокому 
светопропусканию, небольшой массе, малым габаритам 
и низкой стоимости при массовом изготовлении [5 – 6]. 

Линзы Френеля могут обеспечить лучшее качество 
изображения при использовании их в системах, в том 
числе виртуальной и дополненной реальности по срав-
нению с оптическими системами с тем же количеством 
поверхностей, построенными на использовании класси-
ческих линз. Это говорит о возможности использования 
таких элементов для замены обычных линз в оптиче-
ских приборах с высокими требованиями к качеству 
изображения. При этом для анализа аберрационных 
возможностей оптических схем необходимо иметь ма-
тематический аппарат, позволяющий описывать абер-
рационные свойства систем, использующих поверхно-
сти Френеля, а также анализировать их аберрационный 
вклад в общий баланс аберраций системы, в которой 
используются поверхности и элементы различного типа. 

Выражения для аберраций линз Френеля, полу-
ченные на основе трассировки реальных лучей, были 
представлены в работах Erwin Delano [7 – 9]. Приме-
нение подхода трассировки лучей обеспечивает вы-
сокую точность выражений, однако не обеспечивает 
удобство их использования на практике, а также не 
дает возможности анализировать свойства таких по-
верхностей одновременно с обычными гладкими по-
верхностями. В данной работе на основе комбинации 

теории аберраций третьего порядка и подхода, осно-
ванного на трассировке лучей, получены выражения 
для аберраций линзы Френеля в приближении третье-
го порядка (суммы Зейделя). Также, кроме специфи-
ческой аберрации, присущей таким системам – ли-
нейной коме [7], выделена новая аберрация, называе-
мая квадратичным астигматизмом, существующая 
только в меридиональном сечении. 

Анализ аберраций поверхности Френеля 

Для анализа аберраций поверхности Френеля 
прежде всего рассмотрим аберрации обычной (глад-
кой) асферической поверхности (см. рис. 1), где I –
асферическая поверхность второго порядка, III – по-
верхность Френеля. В данном случае бороздки рас-
сматриваются как бесконечно узкие, а эффекты ди-
фракции игнорируются. 

 
Рис. 1. К расчету аберрации поверхности Френеля:  
I – поверхность второго порядка, II – поверхность, 

эквивалентная поверхности I, III – поверхность Френеля  
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Рассмотрим произвольный луч с координатами ωk, 
Ωk, γk от внеосевой точки A. 

Поперечные аберрации третьего порядка относи-

тельно главного луча гладкой асферической поверх-
ности второго порядка I могут быть описаны выра-
жениями [10]: 
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где S1I, S2I, S3I, S4I – коэффициенты Зейделя; J – ин-
вариант Лагранжа; h0

 = Dвх
 / 2 – максимальная высота 

луча на входном зрачке; y – максимальный линейный 
размер предмета; l – координата луча в плоскости 
предмета; ω, Ω – тангенсы угла между оптической 
осью и лучом, идущим из осевой точки предмета в 
точку на зрачке с координатами (m, M); 
ωk

 = ω /α = m/h0
  [–1, 1] – относительная зрачковая ко-

ордината в меридиональном сечении, 
Ωk

 = Ω /α = M /h0
  [–1, 1] – относительная зрачковая ко-

ордината в сагиттальном сечении, γk
 = γ/β = l/y  [–1, 1] – 

относительная полевая координата; γ – тангенс угла 
между лучом от точки А до центра входного зрачка и 
оптической осью; α, α′ – тангенсы углов, образован-
ных первым вспомогательным лучом с осью в про-
странстве предмета и изображения соответственно; β, 
β′ – тангенсы углов, образованных вторым вспомога-
тельным лучом с осью в пространстве предмета и 
изображения соответственно; n, n′ – показатели пре-
ломления до и после преломления на поверхности I; 
h1, H1 – высоты первого и второго вспомогательных 
лучей на главных плоскостях преломляющей поверх-
ности; sp – отрезок, определяющий положения центра 
диафрагмы относительно вершины поверхности (по-
ложение входного зрачка); s, s′ – отрезки, определя-
ющие положения предмета и изображения относи-
тельно вершины поверхности. 

Коэффициенты Зейделя асферической поверхно-
сти второго порядка – поверхности I – определяются 
формулами [11]: 

2
1 1 1

'1 ,
'IS A h G

n n
       

 
 

1
1 1 1 1

1

'2 ,
'I

HS A B h G
n n h
        

 
 

2
12

1 1 1
1

'3 ,
'I

HS B h G
n n h
           

   
 

2 1 14 ,
'IS J c

n n
      
 

 

где  4 3
1 1 'G h c n n     , A1

 = n(–  + h1c), B1
 = n(–

  + H1c), σ – коническая константа, с – кривизна по-
верхности при вершине (с = 1/r). 

Рассмотрим поверхность Френеля III. Падающий 
луч с координатами ωk, Ωk, γk от внеосевой точки пред-
мета A встречает поверхность Френеля III в некоторой 
точке B. Построим криволинейную поверхность II, ко-
торая описывается тем же уравнением второго порядка, 
что и поверхность I [12], через точку пересечения рас-
сматриваемого луча с поверхностью Френеля. Данную 
поверхность будем называть эквивалентной поверхно-
сти I [12]. Пусть П1, П2 – соответственно главные плос-
кости поверхности I и II; A′2 – идеальное изображение 
точки A через поверхность II. Расстояние между плос-
костями П2 и П1 можно описать выражением [13]:  
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– расстояние от оси Oz до точки пересечения падаю-
щего луча и поверхности II. 

Высота h2 апертурного луча на поверхности П2 и 
тангенс угла апертурного луча в пространстве изоб-
ражения определяются следующими выражениями: 
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где Φ – оптическая сила поверхности, Φ = (n′ – n)∙c, 
h2

 = O2K2.  
Высоту H2 главного луча на плоскости П2 и тан-

генс угла главного луча в пространстве изображений 
можно определить аналогичными выражениями: 
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где H2
 = O2Q2. 

Высоту главного луча, соответствующего точке А, 
в плоскости изображения И1, то есть точке A'1, можно 
описать следующим выражением: 
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Таким образом, поперечные аберрации третьего 
порядка относительно главного луча гладкой асфери-

ческой поверхности второго порядка II могут быть 
описаны выражениями [10]: 
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Поскольку положение изображения A'2 зависит от 
координат луча ωk, Ωk, γk и не находится в фиксиро-
ванном положении, для удобства описания аберрации 
поверхности Френеля исследуются в плоскости изоб-
ражения И1 асферической поверхности [14]. Так как 
плоскость изображения И2 находится на расстоянии d 
от плоскости И1, то поперечную аберрацию данного 
луча в плоскости И1 можно описать формулой: 
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С учетом описанного выше порядка расчета луча 
через эквивалентную поверхность и поверхность 
Френеля можно описать смещение положения точки 
главного луча в плоскости И1 следующей формулой: 
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Таким образом, выражения (2), (3), (4) дают воз-
можность получить выражение для аберраций луча с 
координатами ωk, Ωk, γk поверхности Френеля в сле-
дующем виде: 

 

 

2 2

2 2

' ' ( , , ) ' ( , , )
' ( , , ),

' ' ( , , ) ' ( , , ) .

fres k k k k k k k

гл k k k

fres k k k k k k k

g g d
y

G G d

             
   
           

 (5) 

Формула (5) является общей формулой для вы-
числения аберраций поверхности Френеля, однако на 
практике удобней воспользоваться приближенной 
формулой более простого вида, включающей в себя 
члены только до третьего порядка. 

Таким образом, если пренебречь всеми членами, 
степень которых выше третьего порядка, из формулы 
(5) можно получить выражение: 
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Таким образом, аберрации третьего порядка поверхности Френеля описываются выражениями: 
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Для удобства представления формул обозначим: 
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Тогда выражение (6) можно переписать в виде: 
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При сравнении членов в формуле (7) с известными 
коэффициентами Зейделя можно заметить, что в 
формуле поперечной аберрации в меридиональном 
сечении есть два члена, которых нет в выражении для 
стандартной гладкой поверхности. Первый член – 
линейная кома, которая линейно пропорциональна 
величине предмета, зависит от квадрата величины 
зрачка и не зависит от положения зрачка. Вторая со-
ставляющая, которая отсутствует для стандартных 
поверхностей, – квадратичный астигматизм, который 
пропорционален квадрату величины предмета, а так-
же линейно пропорционален положению и величине 
зрачка. Полученные выражения дают возможность 
оценить аберрации оптической системы, в которой 
используются поверхности Френеля. 

Таким образом, коэффициенты Зейделя поверхно-
сти Френеля определяются формулами: 
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Если предмет находится на бесконечно большом 
расстоянии, то a = α′, b = β′, в этом случае выражения 
для коэффициентов Зейделя принимают вид: 
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Таким образом, теоретический анализ показал 
наличие специфических для поверхности Френеля 
аберраций, в частности комы, которая не зависит от 
положения зрачка, а также астигматизма, который 
линейно зависит от положения зрачка. 

Верификация и математическое моделирование 

На рис. 2 показан результат сравнения поперечной 
аберрации в меридиональном сечении при примене-
нии формулы (7) и при трассировке реальных лучей с 
помощью программы Zemax. Конструктивные пара-
метры системы, для которой выполнен расчет: n = 1, 
n′ = 1,5, Dвх = 10, s = ∞, sp = – 8 мм, r = 20 мм, угловое 
поле в пространстве предметов 2ω = 4°, коническая 
константа σ = – 3. 

Из рисунка видно, что поперечные аберрации для 
осевой и внеосевой точки предмета при расчете и при 
трассировке реальных лучей отличаются незначи-
тельно: для данного случая максимальная разница со-
ставила не более 9,5 %. Таким образом, полученные 
выражения могут быть полезны при анализе систем с 
поверхностями Френеля, а также позволяют оценить 
влияние поверхности Френеля на баланс аберраций в 
системе и на качество изображения. 
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а)  

б)  
Рис. 2. Поперечные аберрации поверхности Френеля, 
рассчитанные по полученным формулам (7) и путем 
трассировки в Zemax: a) для осевого пучка, б) для 

внеосевого пучка 

Заключение 

В работе получены выражения для аберраций тре-
тьего порядка для поверхности Френеля. Полученные 
выражения позволили показать, что для таких по-
верхностей характерно наличие специфических абер-
раций, в том числе линейной комы, которая не зави-
сит от положения зрачка, а также квадратичного 
астигматизма, линейно зависящего от положения 
зрачка. Полученные формулы для аберраций поверх-
ности Френеля обеспечивают достаточную точность 
вычислений и могут применяться для анализа абер-

раций в разнообразных схемах, использующих линзы 
Френеля. 
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Third-order aberration analysis of a Fresnel lens 
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Abstract 

This paper presents expressions for the third-order aberrations of a Fresnel surface (Seidel co-
efficients). The formulas are derived in a form that allows analytical aberration analysis to be per-
formed at the stage of layout and preliminary design of a system composed of both classical and 
Fresnel surfaces. In addition to the five major monochromatic Seidel aberrations of the classical 
surfaces and the line coma which was described for the Fresnel-type surfaces, another aberration, 
called quadratic astigmatism, is described in this paper. Although the obtained expressions are an 
approximation for the third-order aberration domain, i.e. higher-order aberrations are ignored, they 
provide sufficient accuracy in practice, which is also shown in the paper. The derived expressions 
can be applied to the analysis of aberrations in schemes using a Fresnel lens, which makes it pos-
sible to identify the areas of rational use of elements of this type. 
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