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Аннотация 

В статье исследуются условия формирования астигматически инвариантных структуриро-
ванных Лагерр–Гауссовых пучков в случае простого астигматизма. Теоретически и эксперимен-
тально найдены условия астигматической инвариантности: фазовый параметр  структуриро-
ванного Лагерр–Гауссова пучка равен арктангенсу отношения длины Рэлея z0 и фокусного рас-
стояния fcyl цилиндрической линзы для единичного  = 1 амплитудного параметра. Для осталь-
ных значений амплитудного параметра   1 условие астигматической инвариантности задается 
равенством орбитального углового момента структурированного Лагерр–Гауссова и астигмати-
чески инвариантных структурированных Лагерр–Гауссовых пучков. Также обнаружены резкие 
всплески и провалы орбитального углового момента в астигматически инвариантных структу-
рированных Лагерр–Гауссовых пучках в области, где орбитальный угловой момент обращается 
в ноль. Высота и глубина всплесков и провалов значительно превышают максимальные и ми-
нимальные значения орбитального углового момента в обычных структурированных Лагерр–
Гауссовых пучках при заданной параметризации. Показано, что возникновение всплесков и 
провалов орбитального углового момента вызвано радикальной перестройкой спектра Лагерр–
Гауссовых мод в виде их жесткого упорядочения. Теоретический расчет, сопровождаемый ком-
пьютерным моделированием, и эксперимент хорошо согласуются друг с другом.  
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Введение 

Удивительные свойства структурированных син-
гулярных пучков [1, 2] содержать в себе множество 
степеней свободы по сравнению со стандартными 
вихревыми и безвихревыми пучками Лагерра–Гаусса 
(ЛГ), Эрмита–Гаусса (ЭГ), Айнса–Гаусса и другими 
[3, 4] быстро расширяют области их применения в 
фотонике и оптоинформатике, в оптической связи [5], 
оптических пинцетах [6], квантовой запутанности [7] 
и в других областях науки и техники. Как правило, 
амплитуды и фазы стандартных сингулярных мод в 
структурированных пучках строго согласованы, что 
делает их структурно устойчивыми к распростране-
нию в свободном пространстве [8 – 11], в то время как 
управление потоком энергии способствует их устой-
чивости [2, 12] к внешним возмущениям или перехо-
дам в новые структурно стабильные состояния [13].  

Простейший способ преобразования стандартных 
ЛГ-пучков в структурированные ЛГ (сЛГ) пучки без 

потери их структурной устойчивости заключается в 
следующем. Возьмём стандартный ЛГ-пучок и запи-
шем его разложение по базису ЭГ-мод [14]: 
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где n,  – радиальный и азимутальный индексы ЛГ-
мод, r = (x, y) = (rcos , rsin ), A = (–1)n 2–2n–3/2/n!, 
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Каждая ЭГ-мода в волновой композиции (1) мо-
жет рассматриваться как отдельная степень свободы, 
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способная поддерживать большие потоки информа-
ции. Чтобы учесть изменение коэффициентов каждой 
ЭГ-моды, удобно использовать двухпараметрическую 
функцию возмущения: k

 (, ) = 1+ eik, что перево-
дит стандартный ЛГ-пучок в его сЛГ-аналог: 
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где  и  представляют амплитудный и фазовый па-
раметр соответственно. Здесь и далее мы будем рас-
сматривать для простоты только случай положитель-
ного азимутального индекса. 

Преобразование (2) легко реализовать на практике 
с помощью пространственного модулятора света [15]. 
Это новое семейство параксиальных пучков обладает 
рядом неожиданных свойств. Прежде всего, прямой, 
но громоздкий расчёт [16] превращает выражение (2) 
в сумму двух стандартных гибридных пучков Эрми-
та–Лагерра–Гаусса (ЭЛГ) [8] с различными управля-
ющими параметрами: 
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где  = /2 –  /4 и R – (2×2)-матрица вращения на 
угол . Поскольку для управляющего параметра  /4 
гибридная ЭЛГ-мода превращается в ЛГ-моду, 

 , ,HLG 4 ( 1) 2 ! LG ( ),n n
n n nn
    r r
   

то возмущающее воздействие k
 (, ) в каждой ЭГ-

моде переводит ЛГ-моду в суперпозицию той же ЛГ-
моды и гибридной ЭЛГ-моды, повернутой на угол–
  /4, с управляющим параметром . Важно отметить, 
что вариация управляющего параметра вызывает 
быстрые осцилляции орбитального углового момента 
(ОУМ), что соответствует быстрым переходам сЛГ-
пучка в новые структурно устойчивые состояния [16]. 
Тем не менее, несмотря на быстрые осцилляции 
ОУМ, связанные с изменением фазового параметра , 
сЛГ-пучок имеет ряд инвариантов в виде сохранения 
модуля топологического заряда (ТЗ). В представлен-
ной статье мы затрагиваем проблему инвариантов 
сЛГ-пучка, подверженного внешним возмущениям в 
виде астигматического преобразования, например, при 
прохождении пучка через цилиндрическую линзу. 

Вообще говоря, некоторые свойства астигматиче-
ских преобразований стандартных сингулярных пуч-
ков уже рассматривалась различными авторами (см., 
например, ссылки [2, 14, 17, 18]). Было обнаружено, 
что астигматическая система цилиндрических линз 
способна преобразовывать ЭГ-пучки в ЛГ-пучки [19], 
а также может быть использована для измерения ТЗ 

оптических вихрей [20, 21]. Более того, общее астиг-
матическое преобразование ЭГ-пучков на цилиндри-
ческой линзе может преобразовывать его в гибрид-
ные ЭЛГ-пучки за счёт поворота оси симметрии лин-
зы на угол , который становится его управляющим 
параметром, при этом простой астигматизм 
     не изменяет состояние ЭГ-пучка [14, 17, 
22]. С другой стороны, в работе [23] рассмотрены 
возможности экспериментального разделения внут-
ренних и внешних вкладов в ОУМ оптических вих-
рей, сдвигов их центров тяжести и астигматизма на 
основе метода измерения моментов интенсивности 
второго порядка. Однако устойчивость отдельной ЭГ-
моды к простому астигматизму не означает, что 
астигматическое преобразование оставляет неизмен-
ной согласованную по фазам и амплитудам компози-
цию ЭГ-мод. Таким образом, целью нашей статьи яв-
ляется исследование условий устойчивости семейства 
сЛГ-пучков к простым астигматическим преобразо-
ваниям и возникающих в них резких всплесков и 
провалов орбитального углового момента. 

1. Астигматические преобразования сЛГ-пучков 
и их инварианты 

Пусть структурированный сЛГ-пучок распростра-
няется через астигматическую систему с функцией 
астигматического влияния 

2 2( , ) ( )cos2 2 sin 2 ,       ρ  (4) 

где  = (, ) – координаты в астигматическом эле-
менте (например, цилиндрической линзе), в то время 
как  задаёт угловое положение осей цилиндрической 
линзы. Поскольку сЛГ-пучок представлен в уравне-
нии (3) как сумма двух ЭЛГ-мод, то удобно исполь-
зовать известный результат общего астигматического 
преобразования ЭЛГ-моды [8]. Применяя 
 (, 0) = (2 – 2) к сЛГ-пучку (см. Приложение A), 
мы получаем комплексную амплитуду астигматиче-
ского сЛГ (асЛГ) пучка: 
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где  = arctg b. Параметр  мы будем называть астиг-
матическим углом или астигматическим параметром. 
Его не следует путать с углом  в уравнении (4), ко-
торый является управляющим параметром гибридно-
го ЭЛГ-пучка. Известно [17], что угол  задает угол 
между осью цилиндрической линзы и осью y в экспе-
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рименте. Для простого астигматизма управляющий 
параметр  = 0, в то время как угол  вводится фор-
мально через параметры астигматического элемента b 
(см. параграф Эксперимент). 

Мы вполне осознанно ввели множители 
exp (i (2n +  ) ) и разнесли их в (5) и (6), поскольку 
тогда в терминах ЭГ-мод асЛГ-пучок принимает вид, 
похожий на сЛГ-пучок (2): 
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В частности, asLGn,
 (r, , , 0) = sLGn,

 (r, , ). 
Нельзя не отметить, что композиция ЭГ-мод ис-

пытывает довольно радикальные преобразования 
картины интенсивности асЛГ-пучков при появлении 
параметра , как иллюстрирует рис. 1а, б. Чтобы по-
лучить условие для инвариантности к простому 
астигматизму в асЛГ-пучке, необходимо потребовать, 
чтобы фазовый параметр  или параметр астигматиз-
ма  исчезли из комплексной амплитуды (6). Это вы-
полняется, если 

2arctg 2 , 1.b       (8) 

Действительно, подставляя в уравнение (7) условие 
(8), мы получаем сопряжённый сЛГ-пучок, у которо-
го сделано зеркальное отражение второго аргумента, 
y  – y: 
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Рис. 1. Компьютерное моделирование сЛГ-пучков (а) 

и результат их астигматического преобразования при β = π /3 
(б) для θ = π /4, ε =1 и различных значений индексов (n,) 

Это означает, что для сЛГ-пучка с любыми ради-
альным и азимутальным индексами всегда существу-
ет пара управляющих параметров  и , при которых 
он превращается в астигматически инвариантный пу-
чок с точностью до зеркального отражения y  – y в 
системе с простым астигматизмом b. 

Сравнение картин интенсивности сЛГ-пучков 
(рис. 2а – в) и асЛГ-пучков (рис. 2г – е) при выполне-

нии условия (8) показано на рис. 2, в то время как ин-
терференционные картины указывают на сохранение 
знаков ТЗ. Мы видим, что структура картин интен-
сивности в целом не изменилась, но наблюдается зер-
кальное отражение относительно оси абсцисс. Также 
видим, что «вилки» интерференционной картины не 
изменили направления ветвей, за исключением не-
больших смещений их центров. Это означает, что ТЗ 
вихревых мод в асЛГ-пучке не изменили свой знак.  
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Рис. 2. Теоретические (а, г) и экспериментальные (в, е) 
картины интенсивности сЛГ- и астигматически 
инвариантных сЛГ-пучков для различных (n, ℓ) 

с амплитудным ε = 1, фазовым θ = π /2 и астигматическим 
β = π /4 параметрами, а также их интерференционные 

картины (б, д) 

Для вычисления ОУМ асЛГ-пучков воспользу-
емся представлением гибридных ЭЛГ-пучков в ба-
зисе ЛГ-мод: 
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где min = min (2n +  – k, k) и коэффициенты bk найде-
ны в Приложении Б. 

Разложение асЛГ-пучка (10) позволяет нам запи-
сать ОУМ в виде 

2 2 2
min,2 20

2 2 2
min,2 20

(2 2 ) ( , , ) LG ( )
,

( , , ) LG ( )

n
k n kk

z n
k n kk

n k b

b


 


 

    


  



r

r








 (11) 



Гигантские всплески и провалы орбитального углового момента…  Воляр А.В., Абрамочкин Е.Г., Акимова Я.Е., Брецько М.В. 

Компьютерная оптика, 2023, том 47, №3   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1243 353 

где ||LGn,  m
 (r)||2 =  (n + m)!/2m +1n! – мощность ЛГ-

пучка. Можно показать, что выражение (11) сводится 
к выражению ОУМ структурированных ЭГ-пучков, 
полученному Котляром и Ковалевым в недавней ра-
боте [24] посредством замены в (11): 

    2
*

12 2 , , 2 ,k n nn k b a a         

в числителе и   2
*

1, , !k n nb k a a     в знаменателе. 
Неожиданные результаты компьютерного моделиро-
вания и эксперимента, представленные на рис. 3, уди-
вили нас. Светлые кривые на рисунке соответствуют 
ОУМ в структурированных сЛГ-пучках, а темные 
кривые – ОУМ в асЛГ-пучках. Их точки пересечения 
указывают на значения фазового параметра θ, при ко-
торых выполняется условие инвариантности (8) к 
простому астигматизму, причем величина ОУМ на 
всех рисунках не превышает азимутальное  число 
сЛГ-пучка. Однако стоит сдвинуться в область значе-
ний  = , где условия астигматической инвариантно-
сти не выполняются, как ситуация резко изменяется 
для асЛГ-пучков c радиальным числом n  0 (см. 
рис. 3б-г). Мы наблюдаем резкие всплески и провалы 
ОУМ. Компьютерное моделирование показало, что 
высота максимумов и глубина минимумов ОУМ тем 
больше, чем больше разность радиальных и азиму-
тальных чисел, а при  = 1 величину максимумов 
можно оценить как max

  (n +1) /2. Кроме того, с ро-
стом радиального числа n расстояние между макси-
мумами и минимумами быстро сужается. Заметим, 
что такое поведение ОУМ не свойственно свободным 
от астигматизма сЛГ-пучкам, в которых радиальное 
число n не влияет на максимум ОУМ, а только отве-
чает за частоту быстрых осцилляций [16].  

Поскольку условие астигматической инвариант-
ности (8) удовлетворяется только для единичного ам-
плитудного параметра  = 1, найдем более общую 
форму такого условия для любых . Еще раз обратим 
внимание на точки пересечения кривых ОУМ z

 () 
для сЛГ- и асЛГ-пучков на рис. 3. Запишем условие 
пересечения кривых 

( , , ) ( , ,0) 0.z z z            (12) 

Мы ожидаем, что соотношение (12) описывает 
условие астигматической инвариантности, за исклю-
чением конечного числа точек, например, где ОУМ 
обращается в ноль z

 (, ) = 0 при  = 1. Чтобы прове-
рить предположение (12), были проанализированы 
картины интенсивности сЛГ-пучков без астигматизма 
и сЛГ-пучков, инвариантных к астигматизму, при 
различных амплитудных параметрах , а затем рас-
считывалась степень корреляции этих распределений 
интенсивности. Сравнение показало, что более 10 
картин интенсивности, полученных из условия (12) 
для различных -параметров, имеют степень корре-
ляции, превышающую 0,93, что убедило нас в ис-
пользовании условия (12), как условия инвариантно-

сти к астигматическому преобразованию. Кривые на 
рис. 4а задают пару значений (, ), соответствующих 
астигматической инвариантности для различных ам-
плитудных параметров  в то время как зависимости 
z

 () на рис. 4в описывают ОУМ для соответствующих 
значений -параметров. Вертикальные линии на 
рис. 4а указывают на положение нулей ОУМ для  = 1. 
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Рис. 3. ОУМ z
 ( ) асЛГ-пучков при (n, )=(0,8) (а), 

(n, )=(8,1) (б), (n,)=(20,1) (в), (n, )=(60,1) (г). Темные 
кривые соответствуют  = 0, а светлые –  =  /4. 
На выносках представлены картины интенсивности, 
соответствующие максимумам maxz

 ( )=z
 (m

 ). 
Кружочками обозначены экспериментальные точки 
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Рис. 4. Инварианты простого астигматизма при разных 
амплитудных ε и фазовых (θ;β)=(1;0,5) параметрах асЛГ-
пучка (а, б) и ОУМ z

 ( ) для различных амплитудных 

параметрах ε при (n, )=(8,4) и β= π /4 (в) 

Небольшое отклонение от -параметра от еди-
ницы до  = 0,05 приводит к разрывам прямых ли-
ний в местах расположения прежних нулей ОУМ. 
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Но это не означает многозначности условия инвари-
антности к астигматизму, просто значения  =   в 
точках разрыва указывают на то, что при таких фазо-
вых параметрах  не существует инвариантных асЛГ-
пучков. По мере увеличения -параметра острые 
участки кривых (11) сглаживаются, единственная 
точка разрыва располагается в точке  = , так что при 
параметре  = 100кривые описывают астигматизм ги-
бридного ЭЛГ-пучка [17] с условием астигматиче-
ской инвариантности  = , в то время как ОУМ опи-
сывается соотношением z

 =  cos  (см. рис. 4в).  
Вообще говоря, сохранение структурной устой-

чивости при астигматическом преобразовании 
предполагает количественное сохранение некото-
рого параметра, включенного в эти преобразования 
[25, 26]. Таким параметром и является орбиталь-
ный угловой момент, который остается неизмен-
ным z

 (m, m) = const, но только при вполне опре-
деленном параметре астигматизма m и фазовом m 
параметре. Однако платой за такое сохранение 
ОУМ является его резкие всплески и провалы в об-
ласти значений фазового параметра , где условие 
астигматической инвариантности не выполняется. 
Фактически условие сохранения ОУМ (12) означа-
ет вращательную симметрию асЛГ-пучка, при ко-
торой требование астигматической инвариантности 
выполняется при любых угловых поворотах струк-
турированного пучка вокруг оптической оси. 

2. Острые всплески и провалы ОУМ. Асимптотики 

Важно понимать физические истоки формирова-
ния резких всплесков и провалов ОУМ вблизи его 
нуля в асЛГ-пучках, высота которых значительно 
превышают экстремумы в свободных от астигматиз-
ма структурированных сЛГ-пучках [16], а их высота и 
глубина может контролироваться радиальным числом 
n. Ответ на этот вопрос таится в ЛГ-спектрах мод, ко-
торые управляют ОУМ. Типичные формы спектров 
для различных фазовых параметров  показаны на 
рис. 5. Стоит обратить внимание на то, что индекс k в 
спектрах мод отложен вдоль оси абсцисс так, что 
азимутальное число вычисляется как  = 2n +  – 2k, в 
то время как радиальное число задается как 
v = min (2n +  – k, k). Отсюда видно, что общее коли-
чество ЛГ-мод такое же, как и количество ЭГ-мод в 
исходном соотношении (1), а их ТЗ расположены в 
интервале ТЗ(– [2n + ], 2n + ). Первая строка 
(рис. 5а) представляет спектры ЛГ-мод в окрестности 
астигматически инвариантного сЛГ-пучка в состоя-
нии (      ,  , n = 8,  = 1).  

В точке астигматической инвариантности 
(      ) энергия почти одинаково распре-
деляется между ЛГ-модами с положительными и 
отрицательными ТЗ. Поэтому ОУМ пучка даже 
ниже азимутального числа  =1 и равна z=0,65. 
Справа и слева от этого состояния нет существен-
ных изменений в спектрах ЛГ-мод. Формы спек-

тров на рис. 5б, в радикально изменяются вблизи 
всплесков, провалов и нулей ОУМ.  
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Рис. 5. Спектры ЛГ-мод |bk (n,,,)|2 в асЛГ-пучках 
с β=π /4, ɛ=1: (а) спектр для состояния (n=8, =1) 

в окрестности условия инвариантности θ=π/2 c ОУМ 
z=0,65; (б-г) спектры в окрестности острых всплесков 

(слева), провалов (справа) и нуля (по середине) ОУМ 
c соответствующими значениями θ в состояниях: (б) n=3, 

 =1; (в) n=8,  =1; (г) n=20,  =1. Спектры (а)-(в) – 
эксперимент, спектр (г) – компьютерное моделирование. 

На выносках – картины интенсивности 
для соответствующих состояний асЛГ-пучков 

В точках максимума ОУМ основная энергия со-
средоточена в ЛГ-модах с азимутальными числами 
   и    соответственно. В хвостах спек-
тров энергия быстро спадает, но ее основная часть 
приходится на ЛГ-моды c ТЗ > 0. В точках миниму-
мов ОУМ основная энергия сосредоточена в ЛГ-моде 
с ТЗ   –  – и   –. В хвостах спектров 
энергия быстро уменьшается, но большая ее часть 
приходится на ЛГ-моды с отрицательными ТЗ.  

На практике важно знать положение основных 
максимумов ОУМ. Поскольку они управляются ради-
альным числом n асЛГ-пучка, имеет смысл упростить 
громоздкое выражение (11), заменив его асимптоти-
ческим, полагая n >>1. Для этого воспользуемся фор-
мулой (8.21.10) из монографии [27]: если α и β – про-
извольные вещественные числа, то 
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где 0 <  < . Используя эту асимптотику в уравнениях 
(11) и (12), мы приходим к приближенным выраже-
ниям для ОУМ в асЛГ-пучках (см. Приложение В): 
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Асимптотические кривые ОУМ на рис. 6а, в не-
много расходятся с точными построениями на рис. 3. 
Хотя их внешний вид довольно хорошо повторяет 
форму теоретических кривых, максимумы кривых от-
личаются от значений компьютерного моделирова-
ния. Тем не менее положения максимумов m почти 
совпадают с точными теоретическими значениями на 
рис. 6б,г. Из сравнения рис. 6б и г мы видим, что по-
ложения максимумов ОУМ для разных чисел (n,  ) 
расположены очень плотно, что значительно услож-
няет их экспериментальное измерение; в нашем экс-
перименте эти кривые сливаются из-за ошибки изме-
рения радиуса перетяжки Гауссова пучка на цилин-
дрической линзе (см. следующий параграф). 

Заметим, что появление резких пиков ОУМ на 
рис. 3 и рис. 6 сопровождается довольно драматич-
ным сценарием интерференционной конкуренции ЛГ-
мод в астигматическом пучке. Как уже отмечалось, 
резкие всплески и провалы ОУМ происходят вблизи 
фазового параметра θ = π, где ОУМ обращается в 
нуль, а высота (глубина) его пиков зависит от ради-
ального числа n: max z

 ≈ (n + 1)/2, где  = 1 и n >>1. На 
первый взгляд, кажется, что для того чтобы найти 
асимптотическое значение ОУМ, достаточно потре-
бовать n → ∞ в уравнении (10) и для параметров U и 
V в уравнении (16). Однако знаменатель этих пара-
метров включает множитель sinn  , и пики ОУМ 
появляются, когда одновременно выполняются тре-
бования n → ∞, θ ≈ π. Это значит, что всплески и про-
валы ОУМ для критических параметров θ(max) и θ(min) 
появляются только при оптимальных значениях ради-
ального числа n и фазового параметра . Критические 
значения фазового параметра требуют довольно гро-
моздких вычислений, приведенных в Приложении В. 
В результате расчета получаем критический параметр 
(В7). Сразу заметим, что положение главных макси-
мумов (max) в (В7) не зависит от параметра астигма-

тизма , в то время как на рис. 6 наблюдается такая 
зависимость. Дело в том, что при построении этих 
кривых учитывались члены высших порядков по ра-
диальному числу n. В то же время для того, чтобы 
заметить эту зависимость, необходимо учитывать 
вплоть до четырех значащих чисел после запятой для 
фазового параметра , что невозможно достичь в 
нашем эксперименте. 
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Рис. 6. Асимптотические кривые ОУМ z( ) при ε =1, 

β =π /4 (справа) и положения главных максимумов ОУМ 
(слева) в асЛГ-пучках с n = 8,  =1 и n =20,  =1  

3. Эксперимент 

Основными задачами нашего экспериментального 
исследования были, прежде всего, подтверждение 
формирования астигматически инвариантных пучков 
при выполнении условия (8), а также выявление рез-
ких всплесков ОУМ в астигматически инвариантных 
структурированных пучках асЛГ. Мы использовали 
экспериментальную установку, представленную на 
рис. 7, которая ранее была подробно описана в нашей 
статье [16], с единственным отличием, заключаю-
щимся в регулировании радиуса перетяжки Гауссова 
пучка на цилиндрической линзе. Напомним (см., 
например, статьи [17, 21] и ссылки в них), что при 
простом астигматизме, когда ось цилиндрической 
линзы совпадает с осью y, появляется фазовый мно-
житель (сразу за линзой) в форме exp (– ikx2/2 fcyl), где 
fcyl – фокусное расстояние цилиндрической линзы. В 
наших теоретических расчетах координаты x, y нор-
мируются на радиус перетяжки w0 Гауссова пучка на 
цилиндрической линзе, т.е.  

2 2 2 2
0 0 02 ( ) 2 ( ) ,cyl cyl cylkx f kw x w f z f x   

где 2
00 2z kw  и мы оставили обозначение x /w0

  x. 
В нашем эксперименте длина Рэлея z0 задается радиу-
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сом перетяжки Гауссова пучка на входной плоскости 
цилиндрической линзы. Регулируя радиус перетяжки 
w0 с помощью пространственных фильтров SLF1,2, 
мы достигали оптимальной степени корреляции 
астигматически инвариантного пучка асЛГ со струк-
турированным пучком сЛГ. 

SLF1

SLF2SLF2

SLM

Ls

L1

L2
CL

BS

CMOS1

CMOS2

D

2fcl

PC  
Рис. 7. Эскиз экспериментальной установки: Ls – He-Ne 
лазер (λ = 0,633 мкм), SLF12 – пространственный фильтр 
пучка, SLM – пространственный модулятор света, L1, L2 – 
сферические линзы с фокусным расстоянием fsp

 = 25 см, 
BS – делительный кубик, CL – цилиндрическая линза 

(fcyl
 = 15 см), CMOS1,2 – фотодетекторы, PC – компьютер 

Также мы считаем, что для оптимального совпа-
дения картины интенсивности асЛГ-пучка, инвари-
антного к астигматизму, и сЛГ-пучка, свободного от 
астигматизма, достаточно, чтобы степень их корреля-
ции была не ниже 0,93. Этот выбор оптимального 
значения 0,93 связан с особенностями нашей экспе-
риментальной установки. Дело в том, что точность 
измерения радиуса перетяжки w0 Гауссова пучка 
ограничена из-за неточностей юстировки оптической 
системы. В частности, это влияет на измерение поло-
жения основных максимумов ОУМ астигматических 
асЛГ-пучков (как мы отмечаем при обсуждении 
рис. 6б,г), когда мы не можем различить близкие по-
ложения максимумов ОУМ с разными радиальными 
числами n. Радиус перетяжки Гауссова пучка в плос-
кости цилиндрической линзы рассчитывался путем 
измерения моментов интенсивности второго порядка 

2
02 xJ w  и 2

20 yJ w , так что w0
 = (wx

 + wy)/2, подробно 
рассмотренных в наших статьях [28, 29]. Другим 
важным ограничением процесса измерений является 
разрешающая способность SLM-модулятора и фото-
приемника СMOS. Оптимальное восстановление пуч-
ка достигается, если на голограмме каждый локаль-
ный максимум асЛГ-пучка покрывал не менее 4 пик-
селей на SLM-модуляторе. В нашей эксперименталь-
ной установке использовались SLM-модулятор 
Thorlabs EXULUS-4K 1/M и CMOS-детектор 
Michrome 20, что позволило получить надежные из-

мерения спектров ЛГ-мод. Светоделительный кубик 
BS (Thorlabs BS007 50:50) разделяет сЛГ-пучок на 
два оптических плеча. В первом (прямом) плече из-
мерялись спектры ЛГ-мод в плоскости двойного фо-
куса 2fcyl цилиндрической линзы CL в соответствии с 
методикой моментов интенсивности, которая рас-
смотрена в нашей статье [29] и позволяет учесть зна-
ки ТЗ оптических вихрей в астигматическом асЛГ-
пучке. Второе плечо позволяло анализировать рас-
пределения интенсивности в исходном сЛГ-пучке.  

Измеренные спектры ЛГ-мод вблизи основных 
максимумов, минимумов и нулей ОУМ изображены 
на рис. 5б для состояний пучка n = 3,  =1 и n = 8,  =1. 
На максимуме ОУМ основная энергия сосредоточена 
в основных ЛГ-модах с n = 0,  = 3 и n = 0,  = 8, в то 
время как энергия остальных мод быстро уменьшает-
ся во всем диапазоне от ТЗ = 2 и от ТЗ = 7 до ТЗ = – 2 и 
ТЗ = –7 соответственно. Обратная ситуация наблюда-
ется для минимума ОУМ. Основная энергия сосредо-
точена в ЛГ-модах с n = 0,  = –3 и n = 0,  = – 8 соот-
ветственно. В нулевом режиме ОУМ энергия распре-
деляется примерно поровну между всеми ЛГ-модами 
с положительным и отрицательным ТЗ. Полученные 
спектры мод позволяют рассчитать ОУМ пучков в 
соответствии с соотношением 
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Расположение экспериментальных точек на рис. 2 
указывает на хорошее соответствие между теорией и 
экспериментом. Как уже отмечалось, для проверки 
условия (8), при котором формируются астигматиче-
ски инвариантные пучки, были проанализированы 
картины интенсивности в первом и втором плечах 
экспериментальной установки, затем они масштаби-
ровались и сравнивались друг с другом. Типичные 
распределения интенсивности пучков асЛГ и сЛГ по-
казаны на рис. 2 и рис. 4. Степень их корреляции бы-
ла не ниже 0,93, что указывает на выполнение усло-
вия астигматической инвариантности и выявление 
всплесков ОУМ.  

Выводы 

Когда структурированный сЛГ-пучок проходит 
через оптический астигматический элемент, напри-
мер, через цилиндрическую линзу или сферическую 
линзу, ось которой не совпадает с осью оптической 
системы, его внутренняя структура радикально меня-
ется. Такое астигматическое преобразование увели-
чивает количество степеней свободы структуриро-
ванных пучков и расширяет область их технического 
применения. Однако в некоторых случаях необходи-
мо, чтобы астигматический элемент не изменял 
структуру светового луча. Именно исследования 
условий формирования астигматически инвариант-
ных сЛГ-пучков проводились в нашей статье. Мы 
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теоретически и экспериментально подтвердили, что 
условия астигматической инвариантности заключа-
ются в том, что фазовый параметр  сЛГ-пучка равен 
арктангенсу отношения длины Рэлея z0 и фокусного 
расстояния fcyl цилиндрической линзы для единично-
го  =1 амплитудного параметра. Для остальных зна-
чений амплитудного параметра  1 условие астигма-
тической инвариантности задается равенством ОУМ 
структурированного сЛГ- и астигматически инвари-
антных асЛГ-пучков. Мы также обнаружили резкие 
всплески и провалы ОУМ в астигматических сЛГ-
пучках в области, где ОУМ обращается в ноль. Высо-
та и глубина этих всплесков и провалов значительно 
превышают максимальные и минимальные значения 
ОУМ в обычных структурированных сЛГ-пучках. 
Было показано, что возникновение всплесков и про-
валов ОУМ вызвано радикальной перестройкой спек-
тра ЛГ-мод в виде их жесткого упорядочения. Теоре-
тический расчет, сопровождаемый компьютерным 
моделированием, и эксперимент хорошо согласуются 
друг с другом. Вообще говоря, сохранение структур-
ной инвариантности при простом астигматическом 
преобразовании предполагает количественное сохра-
нение некоторого параметра, включенного в эти пре-
образования. В нашем случае таким параметром яв-
ляется орбитальный угловой момент, который остает-
ся неизменным z

 (m, m) = const, но только для 
вполне определенных астигматического m и фазово-
го m параметров. Однако платой за такое сохранение 
ОУМ являются его резкие всплески и провалы в об-
ласти значений фазового параметра , где условие 
астигматической инвариантности не выполняется. 
Фактически, условие сохранения ОУМ (12) означает 
вращательную симметрию асЛГ-пучка, при которой 
требование астигматической инвариантности выпол-
няется при любых угловых поворотах структуриро-
ванного пучка вокруг оптической оси. 
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Приложение А. Астигматическое преобразование сЛГ-пучка 

Для вычисления астигматического преобразования сЛГ-пучка в виде разложения по ЭГ-модам воспользуем-
ся частным случаем общего астигматического преобразования ЭЛГ-мод [17], когда дефокусировочная компо-
нента отсутствует: 
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Здесь параметры ,, являются решением следующей системы уравнений (достаточно найти только одно 
решение, т.к. любое другое приводит к тому же самому виду правой части (A1)): 
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где  = arctg b. Отметим, что при решении третьего уравнения системы (A2) достаточно выбрать один знак 
(верхний или нижний), второй вариант выполнится автоматически. 

В силу (3), для вычисления астигматического преобразования сЛГ-пучка достаточно применить (A1) к мо-
дам HLGn+,n

 (| /4) и HLGn,n+
 (R–/4|). 

В первом случае  =  /4 и  = 0. Тогда система (A2) имеет решение (,,) = ( /4,  /4 – ,  /4) и формула 
(A1) принимает вид 
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Для второй ЭЛГ-моды мы сначала должны сделать поворот,   R/4, а затем использовать уравнения 
(A1) – (A2) с  =  и  = –  /4. Тогда 
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т.к. (,,) = ( /4,  – , 0) – решение системы (A2). 
Поскольку  (R –/4r, –  /4) =  (r, 0), то астигматические фазовые множители в правых частях формул (A3) и 

(A4) совпадают. Собирая из ЭЛГ-мод в левых частях обеих формул сЛГ-пучок (3), получаем формулу (5). 

Приложение Б. Разложение асЛГ-пучка по ЛГ-модам 

Найдём коэффициенты bk разложения асЛГ-пучка по ЛГ-модам. Воспользуемся формулой (21) из [8], кото-
рая показывает разложение ЭЛГ-моды с некоторым параметром в ряд по ЭЛГ-модам с другим параметром: 
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Для значений  = –  /4 и  =  /4 коэффициенты разложения (Б1) сводятся к более простому виду 
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– коэффициенты, известные по теории ЭЛГ-мод. 
Тогда разложения ЭЛГ-компонент асЛГ-пучка (3) по ЭЛГ-модам с параметром  /4 принимают вид  
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Объединяя их в суперпозицию, получаем коэффициенты bk: 
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где min = min (2n +  – k, k) max = max (2n +  – k, k). Появление min- и max-выражений обусловлено переходом от 
ЭЛГ-мод с параметром  /4 к стандартным ЛГ-модам [17]: 

min max
, min,HLG ( 4) ( 1) 2 (min)! LG ( ).n m n m   r r  (Б6) 

Здесь min = min (n, m) и max = max (n, m). 

Приложение В. Асимптотические выражения для точек максимума и минимума ОУМ асЛГ-пучка 

Вычислим местоположение точек максимума и минимума ОУМ (14) как функции от θ, полагая  =1 и 
устремляя радиальный индекс n к бесконечности. Для простоты мы рассмотрим только случай, когда 
0 <  < , 0 <  <  /2 и  – нечётное число. Наиболее интересно поведение ОУМ вблизи точки  = , т.к. оба 
множителя U и V , входящих в состав ОУМ, содержат в знаменателе выражение nsin ~ ∞0. 

Введём обозначение N = 2n + . Подставляя выражения (15) в (14) и делая замену    по формуле  =  –
 2/(2N + 1), где  > 0, получаем 
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Поскольку N – большой параметр, то оба выражения можно упростить, используя хорошо известные соот-
ношения sin  ~ , cos  ~1 при  > 0. Тогда 
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Обозначим последнюю дробь как S (). Таким образом, проблема свелась к нахождению решений уравнения 
S () = 0. 

После дифференцирования S () уравнение сводится к следующему: 

2(1 cos sin ) 3 1 cos sin
(cos sin ) 0,

22

     
     

 
 (В3) 

где все три слагаемых являются непрерывными функциями при   0. Численно первые корни этого уравнения 
следующие: 1

 = 2,956, 2
 = 7,009, 3

 = 9,904, 4
 = 13,320. 

Для аналитической оценки корней воспользуемся следующими соображениями. Во-первых, при малых  
все три слагаемых в (В3) необходимо учитывать. Однако с ростом  влияние первых двух слагаемых становит-
ся всё более несущественным благодаря наличию знаменателей. Более того, если отбросить первое слагаемое, 
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то для второго корня получится значение 7,006. Таким образом, удаляя первое слагаемое, можно свести урав-
нение (В3) к следующему: 

2

3 3
sin arctg .

4 2 2(4 9)

       
 (В4) 

Это уравнение имеет две серии решений: 

1 2

3 3
2   

4 2 2 2

3( 2 1)
2   

42 2

3(2 2)
2   

4 (8 1)

7,006;    13,320.
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m

m

m
m


     

 

 
    



 
     

 
   

 (В5) 

0 1

5 3 3
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4 2 2 2

3( 2 1) 5
2   

42 2

5 3(2 2)
2   

4 (8 5)

3,275;    9,959.
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 (В6) 

Здесь в процессе упрощений мы избавились от арксинусов и арктангенсов, оставляя только аргументы в 
предположении их малости. Численная проверка показывает, что за исключением наименьшего корня 0 все 
остальные получаются из формул (В5) – (В6) с достаточно малой погрешностью, которая становится всё мень-
ше с ростом m. При больших m обе серии можно объединить:  /4 + m. Легко видеть, что серия (В5) задаёт ми-
нимумы, а серия (В6) – максимумы. Возвращаясь от  к θ, получаем местоположения максимумов с хорошей 
точностью O (1/n2): 

 (max)

1

2

2

1 5 3
,

(2 2)
2

2 4 (8 5)
1m m

n m
O n

  
            

 (В7) 

где m = 0,1, 
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Huge spikes and dips of the orbital angular momentum  
in structured Laguerre-Gaussian beams resistant to simple astigmatism 
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Abstract  

The article investigated conditions for shaping astigmatic-invariant structured Laguerre-
Gaussian (LG) beams in the case of simple astigmatism. We have theoretically and experimentally 
confirmed that the conditions of astigmatic invariance are that the -phase parameter of the struc-
tured LG (sLG) beam is equal to the arctangent of the ratio of the Rayleigh length z0 to the focal 
length fcyl of a cylindrical lens for a single amplitude parameter of . For the rest amplitude pa-
rameter values, 1  , the astigmatic invariance condition is set by the equality of the orbital angu-
lar momenta (OAM) of structured sLG and astigmatic-invariant sLG (asLG) beams. We have also 
found sharp spikes and dips of the OAM in astigmatic asLG beams in the region where OAM 
turns into zero. The height and depth of these spikes and dips significantly exceed the maximum 
and minimum OAM values in the conventional structured sLG beams. It has been shown that the 
occurrence of spikes and dips of the OAM is caused by a radical restructuring of the LG mode 
spectra in the form of their strong ordering. Theoretical calculations, accompanied by a computer 
simulation, and an experiment agree well with each other. 
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