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Аннотация 

В общем случае стандартный пучок Лагерра–Гаусса, состояние которого задаётся двумя 
квантовыми числами – радиальным числом n и азимутальным числом  (или топологиче-
ским зарядом вихря, переносимым пучком Лагерра–Гаусса), является неустойчивым отно-
сительно слабых возмущений. Это нетрудно заметить, если разложить комплексную ампли-
туду пучка Лагерра–Гаусса по модам Эрмита–Гаусса, общее число которых равно 
N = 2n +   +1. Изменяя амплитуды и фазы коэффициентов разложения с помощью возмущаю-
щих параметров, можно существенно трансформировать первоначальную радиально симмет-
ричную структуру пучка Лагерра–Гаусса. Мы назвали композицию мод Эрмита–Гаусса, зави-
сящую от двух возмущающих параметров (амплитудный параметр , фазовый параметр ), 
структурированным пучком Лагерра–Гаусса. При изменении этих параметров орбитальный уг-
ловой момент структурированного пучка Лагерра–Гаусса меняется в интервале (–, ), а полный 
топологический заряд – в интервале (–2n – , 2n + ). При n = 0 изменение орбитального углового 
момента в интервале (–, ) является плавным, а с ростом n поведение орбитального углового 
момента становится всё более осциллирующим. Число минимумов (максимумов) осцилляций 
равно радиальному числу в интервале  = (0, ) и  = (, 2), а их амплитуда нелинейно зависит 
от разности  – n, за исключением точки  = , где сЛГ-пучок становится вырожденным. Если же 
 = 0, то орбитальный угловой момент = 0 и в структуре структурированного пучка Лагерра–
Гаусса возникает либо симметричный массив вихрей с противоположными знаками топологи-
ческого заряда, либо узор краевых дислокаций, число которых равно радиальному числу n. 
Также мы обнаружили, что, несмотря на быстрые осцилляции орбитального углового момента, 
абсолютное значение полного топологического заряда структурированного пучка не изменяется 
при вариации как амплитудного , так и фазового параметра , но зависит исключительно от ис-
ходного состояния (n, ) пучка Лагерра–Гаусса и равно модулю (2n + ).  
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вой момент, спектр вихрей. 
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Введение 

Для единичного ЛГ-пучка ответ на вопрос в заго-
ловке статьи вполне ожидаем: конечно, нет. Для ком-
позиции ЛГ-пучков с одинаковым ТЗ ответ тот же: 
конечно, нет. Как правило, орбитальный угловой мо-
мент (ОУМ) единичных осесимметричных вихревых 
пучков однозначно связан с их азимутальными чис-
лами , иначе говоря, с их топологическими зарядами 
(ТЗ) [1]. Если комплексные амплитуды  паракси-
альных вихревых пучков нормированы, то ОУМ су-
перпозиции таких пучков (мод) также ассоциируется 
с их ТЗ [2] z

 =  |c|2, где c – амплитуды вихревых 

мод,  |c|2 =1. Более сложная ситуация возникает 
для несимметричных пучков, а также комбинаций 
вихревых мод. Принято считать [3], что ОУМ лазер-
ных пучков можно разделить на внутренний и внеш-
ний. Внутренний ОУМ определяется геликоидальным 
волновым фронтом (или непосредственно его фазо-
выми сингулярностями, оптическими вихрями), тогда 
как внешний ОУМ задаётся сдвигом пучков относи-
тельно общей оси, деформацией формы поперечного 
сечения или астигматизмом. Внутренний и внешний 
ОУМ можно измерить в эксперименте, используя ме-
тод моментов интенсивности [4]. Более того, можно 
достичь больших значений ОУМ простой деформа-
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цией безвихревых лазерных пучков [5]. Управление 
параметрами массива внеосевых вихревых и безвих-
ревых пучков позволяет либо многократно увеличи-
вать ОУМ [6], либо полностью его компенсировать 
[7]. Тем не менее, зависимость ОУМ от радиального 
числа не была замечена. Однако деформация вихре-
вых пучков неявно приводит к возникновению такой 
зависимости [8]. Более того, зависимость от радиаль-
ного числа начинает существенно сказываться на 
ОУМ в симметричных ЛГ-пучках, подверженных 
комплексному сдвигу [9]. Таким образом, в ряде ста-
тей был обнаружен эффект зависимости ОУМ от ра-
диального числа за счёт либо деформации вихревых 
пучков, либо их несимметричных сдвигов, что можно 
отнести к внешним проявлениям ОУМ. В настоящей 
работе мы рассмотрим проблему влияния радиально-
го числа на ТЗ вихревых мод и ОУМ в структуриро-
ванных осесимметричных пучках [10,11]. Недавно 
была опубликована статья [12], в которой авторы 
теоретически рассматривают ОУМ в композиции 
пучков Эрмита–Гаусса (ЭГ) с различными амплиту-
дами. Однако ими не был затронут вопрос влияния 
радиального и азимутального числа результирующего 
структурированного вихревого пучка на ОУМ при 
изменении амплитуд и фаз ЭГ-мод. 

Целью нашей статьи является исследование ОУМ 
и общего ТЗ структурированных ЛГ-пучков, в соста-
ве которых каждая ЭГ-мода испытывает двухпара-
метрическое гармоническое возбуждение амплитуды 
и начальной фазы. 

1. Двухпараметрическое возбуждение ЭГ-мод 
в структурированном ЛГ-пучке 

Использование многих степеней свободы структу-
рированных пучков предполагает ввод полезной ин-
формации в каждую его независимую моду [10]. Од-
нако изменение амплитуд и фаз этих мод неизбежно 
приводит к нарушению структурной устойчивости 
пучка в целом и резкому изменения ОУМ. Поэтому 
возбуждение собственных мод можно рассматривать 
как внутреннее возмущение структурированных пуч-
ка в отличие от внешнего возмущения, источником 
которого являются регулярные и случайные возму-
щения внешней среды. Отклик структурированного 
пучка на внутренние возмущения зависит от свойств 
вихревых мод в его составе и способов детектирования 
введенной информации. Как мы покажем ниже, ОУМ 
всего структурированного пучка может существенно 
отличаться от ОУМ мод пучка при возбуждении без-
вихревых ЭГ-мод. Более того, радиальное число 
структурированного пучка может существенно изме-
нять как ТЗ каждой моды, так и ОУМ пучка в целом. 

1.1. Комплексная амплитуда 
структурированного ЛГ-пучка 

В работе [13] мы показали, что фильтрация ЭГ-
мод в составе ЛГ-пучков может существенно изме-

нять свойства структурированного пучка в целом. 
Там же было показано, насколько чувствительна та-
кая волновая конструкция к небольшим изменениям 
амплитудного параметра. В этом подпараграфе мы 
рассмотрим, как изменяется вихревая структура пуч-
ка при возбуждении кратными фазами каждой ЭГ-
моды и как вариация амплитудного параметра разде-
ляет структурированный пучок на два структурно 
устойчивых семейства. 

Структурированный ЛГ-пучок (сЛГ) можно 
представить в базисе ЭГ-мод в виде 
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где r = (x, y), Pk
 (n +  – k, n – k)() – многочлен Якоби и 

k
 (, ) – возмущающие коэффициенты. В невозму-

щенном случае, k
 (0, 0) =1, сЛГ-пучок превращается в 

стандартную ЛГ-моду [14]. Мы хотим узнать, как из-
менится вихревая структура ЛГ-пучка для случая 
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т.е. когда к каждой ЭГ-моде добавлено амплитудное 
возмущение  и фазовое возмущение, кратное . 

Суперпозицию мод (1) с учетом возмущения (2) 
можно существенно упростить (см. Приложение А) и 
записать при   0 как 
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Фактически комплексная амплитуда (3) показыва-
ет, что возбужденное состояние сЛГ-пучка представ-
ляет собой сумму двух стандартных мод: ЛГ-моды и 
гибридной Эрмит–Лагерр–Гауссовой (ЭЛГ) моды, 
структурой которой управляют амплитудный  и фа-
зовый  параметры. Из формулы (3) следует, что вари-
ация амплитудного параметра  позволяет разделить 
возмущенный ЛГ-пучок на два структурно устойчивых 
семейства: 1) для   1 сЛГ-пучок, содержащий две 
стандартных ЛГ- и ЭЛГ-моды; 2) для  ≫ 1 сЛГ-пучок 
превращается в стандартную ЭЛГ-моду с одним 
управляющим параметром . Рис. 1 иллюстрирует кар-
тины интенсивности и фазы этих двух семейств. 

В многообразии структурных преобразований на 
рис. 1 привлекают внимание характерные картины 
для трех значений фазового параметра :  / 2, , 3 / 2 
и обоих значений амплитудного параметра. Так, в 
случае  = 1 и  =  / 2 возникает суперпозиция ЛГ- и 
ЭГ-мод (т.к. HLGn, n + (r |  / 2) = in

 HGn + , n(r) [14]) с 
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одинаковыми весами, а в случае  = 1 и  = 3 / 2 карти-
на интенсивности и фазы поворачивается на угол  / 2, 
в то время как при  = 100 возникают почти чистые со-
стояния ЭГ-мод, ориентированные под углами  / 4 и 
3 / 4. В случае  =  при  = 1 формируется вырожден-
ное состояние ЛГ-пучка, состоящее из суммы ЛГ-мод 
с противоположными знаками ТЗ, а при  = 100 фор-
мируется ЛГ-пучок с противоположным знаком ТЗ. 

 
Рис. 1. Теоретические (а, г) и экспериментальные (в, е) 
картины интенсивности и фазы (б, д) сЛГ-пучка для двух 
амплитудных параметров  = 1 и  = 100 и некоторых 

значений фазового параметра  

Важно отметить, что каждый сЛГ-пучок остаётся 
структурно устойчивым при распространении при лю-
бых значениях параметров возмущения, поскольку каж-
дая ЭГ-мода в разложении (1) получает одно и то же 
значение фазы Гуи, равное Г = (2n +  +1) arctg (z /z0), где 
z0

 – длина Рэлея. 

 
Рис. 2. ОУМ z () как функция фазового параметра   

в двух семействах сЛГ-пучков,  = 1 и  = 100, 
при радиальном числе n = 0 и азимутальных числах  
 = 5, 10, 15, 20. Непрерывные кривые – теория, 
перекрещенные кружочки – эксперимент 

1.2. Быстрые осцилляции ОУМ 

Для ответа на вопрос, поставленный в заголовке 
статьи, необходимо разложить комплексную ампли-
туду сЛГ-пучка (3) по базису ЛГ-мод. Как показано в 
Приложении Б: 
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где min = min (2n +  – k, k), max = max (2n +  – k, k) и 
n, k – символ Кронекера. Радиальное v = min и азиму-
тальное  = 2n +  – 2k числа связаны между собой 
полным числом мод 2v +  +1= 2n +  + 1 в сЛГ-пучке. 
Именно это приводит к перепутыванию радиального 
числа и ТЗ-мод. Такое перепутывание не изменяет 
свойства самих собственных ЛГ-мод, но радикально 
изменяет свойства всего сЛГ-пучка в целом. Коллек-
тивное влияние перепутывания следует искать в сум-
марных характеристиках сЛГ-пучков, к которым от-
носятся ОУМ и общий ТЗ. 

Амплитуды ЛГ-мод и их ТЗ в (4) позволяют запи-
сать выражение для ОУМ, предварительно отнорми-
ровав ЛГ-моды: 

2 2
2 2

0 0
(2 2 ) ,

n n

z k k
k k

n k c c
 

 

   
 

   (6) 

где min,2 2LG ( )k k n kc c    r  и нормировочные коэф-
фициенты ЛГ-мод хорошо известны (см. (B5)). 

Для сЛГ-пучка это общее выражение сводится к 
более простому виду (см. Приложение Б): 
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Как простое следствие, отсюда легко получить 
асимптотическую формулу для ОУМ: z ≃ cos  при 
  1. Кроме того, если радиальное число равно ну-
лю (n = 0), то ОУМ запишется в виде 
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На рис. 2 показаны кривые z
 (), построенные по 

формуле (8), для случаев  = 1 и   1. При  = 1 ОУМ 
обращается в ноль в одной точке  = . Стоит только 
амплитудному параметру превысить единицу  > 1, 
как особенность в нуле расщепляется на две точки, 
где ОУМ обращается в ноль в окрестности точки 
 = . По мере увеличения амплитудного параметра 
точки нулей стремятся к  =  / 2 и  = 3 / 2, в то вре-
мя как ОУМ стремится к максимальному ОУМ с про-
тивоположным знаком ТЗ.  

Когда радиальное число становится ненулевым, 
n  0, то на графиках ОУМ возникают осцилляции, 
характер которых показан на рис. 3. Чем больше раз-
ность между радиальным n и азимутальным  числа-
ми, тем больше частота осцилляций. 

Но для наших исследований важным является 
проблема связи числа нулей ОУМ и полного ТЗ 
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структурированного ЛГ-пучка, которую мы рассмот-
рим в следующем подпараграфе. Здесь же мы отме-
тим, что положение нулей ОУМ удобно исследовать, 
приравняв нулю числитель выражения (7): 
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Рис. 3. Зависимость ОУМ z () от фазового параметра  
(первая и третья строки сверху) и положение нулей ОУМ 
на плоскости параметров (, ) (вторая и четвертая 
строки) для двух случаев исходного ТЗ  =1 и  = 8. На 

вставках приведены картины интенсивности для  = 3 / 4 

Осцилляции положения нулей ОУМ на плоскости 
параметров (, ) показаны на рис. 3. Заметим, что 
нули ОУМ появляются в широкой области амплитуд-
ных параметров . Но нас будет интересовать в ос-
новном возникновение нулей ОУМ при критическом 
условии  = 1, когда амплитуды ЛГ- и ЭЛГ-мод оди-
наковы и ярко проявляются свойства сЛГ-пучков. 

Интересная ситуация возникает в случае нулевого 
азимутального числа ( = 0) сЛГ-пучка при произ-
вольном значении радиального числа n. ОУМ пучка 
обращается в ноль, но оптические вихри в структуре 
пучка не исчезают. Как видно из рис. 4а,в, пары вих-
рей с противоположными по знаку ТЗ, но равными 
«весами» группируются в симметричные топологиче-
ские диполи. Спектры ЛГ-мод (4) становятся симмет-
ричными относительно состояния k = n. Такая картина 
наблюдается для всех    / 2, , 3 / 2. В точках 
 =  / 2, 3 / 2 оптические вихри с противоположными 
знаками ТЗ аннигилируют, образуя узор краевых 
дислокаций, как показано на рис. 4б,г. В точке  =  
замкнутые фигурные дислокации вырождаются в се-
мейство концентрических колец, соответствующих 
стандартной ЛГ-моде с n = 4 (или n = 8), так что в 
спектре ЛГ-мод присутствует только одна линия с 

k = 4 (или k = 8). Напомним, что радиальное число ЛГ-
моды изменяется с индексом k как v = min (2n +  –
 k, k), а азимутальное число – в соответствии с выра-
жением  = 2n +  – 2k. 

Рис. 4. Линии равной фазы для состояний (n, ): 
(a) (4,0),  =  /4, (б) (4,0),  =  /2; (в) (8,0)  =  /4, (г) (8,0), 

 =  /2. На выносках представлены картины 
интенсивностей и спектры ЛГ-мод |ck|2 для 
соответствующих состояний сЛГ-пучка,  = 1 

1.3. Топологические инварианты сЛГ-пучков 
и их измерение 

Быстрые осцилляции ОУМ являются коллектив-
ным откликом множества ЛГ-мод в сЛГ-пучке на пе-
ремешивание в них радиальных и азимутальных чи-
сел. При этом свойства собственных ЛГ-мод не изме-
няются, но радикально изменяют свойства структу-
рированного пучка таким образом, что ОУМ может 
многократно менять знак при вариации фазового па-
раметра. Возникает вопрос, какие физические харак-
теристики сЛГ-пучка остаются неизменными на фоне 
быстрых осцилляций ОУМ? Как мы видели в преды-
дущем подпараграфе, обращение в ноль ОУМ при  = 1 
и  =   сопровождается перестройкой картины фазы в 
виде сетки краевых дислокаций. Поэтому нас заинте-
ресовал вопрос, какое перераспределение фаз ЛГ-мод 
возникает в случае дополнительных нулей ОУМ?  

На рис. 5a,в представлены картины интенсивности и 
теоретические линии равной фазы (рис. 5б,г) сЛГ-пучка 
в случае обращения в ноль ОУМ в точке (рис. 5а, б) 
 = 1,  = 0,9  в состоянии n = 1,  = 2 и для пучка (в, г) в 
состоянии n = 8,  = 4 в точке  = 1,   0,86. Заметим их 
отличие от состояния пучка с нулевым ОУМ при    
(см. рис. 1), где формируется вырожденная ЛГ-мода из  
радиальных краевых дислокаций и n кольцевых дисло-
каций. В нашем же случае (рис. 5б, г) возникает система 
топологических диполей [15, 16] (пары вихрей с проти-
воположными знаками ТЗ, покрывающих все попереч-
ное сечение пучка). Даже небольшое изменение пара-
метров пучка приводит к резкому изменению картин 
интенсивности и фазы.  

Тем не менее, внутри этого процесса имеются 
скрытые инварианты, которые остаются неизменны-
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ми при быстрых осцилляциях ОУМ. В этом подпара-
графе мы займёмся поиском таких инвариантов. 

 
Рис. 5. Картины интенсивности (а, в) и контуры равной 
фазы (б, г) сЛГ-пучка в состояниях (а, б) n = 4, = 2 в точке 

 = 1  = 0,9 и (в, г) n = 8, = 4 в точке  = 1,  = 0,86 

 
Рис. 6. Схема экспериментальной установки: LASER–He-
Ne-лазер, SLM – пространственный модулятор света, L1-
L4 – сферические линзы, CL – цилиндрическая линза, BS – 

делительный кубик (1:1±0,03); CMOS1, CMOS2 – 
фотодетекторы, M – зеркало, PC – компьютер 

Прежде всего, необходимо выяснить, как можно 
измерить в эксперименте быстрые осцилляции ОУМ? 
Чтобы обнаружить осцилляции ОУМ, мы использо-
вали метод моментов интенсивности, и процесс изме-
рения спектра ЛГ-мод на экспериментальной уста-
новке, схема которой показана на рис. 6. 

Метод моментов интенсивности, используемый 
для измерения спектра ЛГ-мод, подробно рассмотрен 
в статье [13]. Основной проблемой при измерении 
осцилляций ОУМ является ошибка измерений. Нам 
удалось снизить относительную ошибку измерений 
до 2,7 % за счёт использования улучшенного типа 
пространственного модулятора света (Thorlabs 
EXULUS-4K1/M) и фотодетекторов типа Michrome 

20. В качестве источника света использовался He-Ne-
лазер типа Thorlabs HNL100RB с длиной волны 
 = 0,633 мкм. 

В качестве примера на рис. 7 представлены 3D-
спектры ЛГ-мод для  = 1 с  =  / 2 и  =  при n =  = 4 
и n =  = 8 соответственно. Выбранные состояния пуч-
ка соответствуют случаю, когда энергия в основном 
сосредоточена в двух модах: ЛГ- и гибридной ЭЛГ-
моде. Если ЛГ-моде на рис. 7а,в для  =  / 2 соответ-
ствует только один яркий всплеск энергии, то энергия 
гибридной ЭЛГ-моды распределена среди 12 ЛГ-мод 
для пучка sLG4,4 (рис. 7а), а для sLG8,8 уже присут-
ствует 24 ЛГ-моды, что следует из выражения (4). В 
случае  =  (рис. 7б,г) наблюдается только две стан-
дартные ЛГ-моды с противоположными знаками ТЗ. 
Здесь важно подчеркнуть, что в формирование вто-
ричных ЛГ-мод дают основной вклад кратные перио-
дические возбуждения ЭГ-мод (см. выражения (1) и 
(2)). Причем радиальные n и азимутальные  числа 
сЛГ-пучка перепутываются между собой при его 
формировании. По нашему мнению, такой совокуп-
ный вклад возбуждённых ЛГ-мод и приводит к слож-
ному виду спектров на рис. 7 даже для простых со-
стояний пучка. 

 
Рис. 7. Измеренные 3D-спектры ЛГ-мод  , 2| |n

kK   
структурированных мод: (a, б) sLG4,4 и (в, г) sLG8,8 c (a, в) 

 =  / 2 и (б, г)  =  при  = 1 

При измерении характера быстрых осцилляций 
ОУМ нужно учитывать систематические ошибки, 
вносимые оптическими узлами, и случайные ошибки 
измерений. Систематические ошибки следует ожи-
дать из-за недостаточно высокой разрешающей спо-
собности SLM-модулятора и фотодетекторов. Слу-
чайные ошибки сопровождают процесс измерений. 

Для оценки предельных условий разрешающей 
способности модулятора пучка и фотодетектора до-
статочно сравнить предельные возможности этих 
устройств с минимальными расстояниями между ну-
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лями интенсивности сЛГ-пучка. В нашей экспери-
ментальной установке использовался SLM EXULUS-
4K1/M модулятор с диагональю рабочего элемента 
20,21 мм и размером зерна 3,7 мкм, а также фотоде-
текторы CMOS Michrome 20 с диагональю рабочего 
элемента 15,86 мм и размером одного зерна 2,4 мкм. 
С другой стороны, расстояние между соседними ну-
лями вдоль оси x ЭГ-моды можно найти из асимпто-
тического представления четного многочлена Эрмита 
[17]: 2 ( ) cos( 4 1 )nН x w n x w , где w – радиус пе-
ретяжки пучка, n > 50. Тогда расстояние между со-
седними нулями интенсивности будет 

4 1x w n    . Отсюда видно, что даже для ЭГ-
пучка с n > 100 расстояние между соседними нулями 
интенсивности будет значительно больше, чем размер 
зерна, как на модуляторе, так и на фотодетекторе, при 
условии, что пучок полностью покрывает минималь-
ную площадь рабочих элементов. Заметим, что в 
наших экспериментах нет сЛГ-пучков с максималь-
ным числом n = 100. 

Тем не менее, метод измерения ОУМ накладывает 
некоторые ограничения на экспериментальное опре-
деление положения нулей максимумов и минимумов 
функции z

 (). Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
На рис. 8 представлены графики зависимости ОУМ z 
от фазового параметра . 

 
Рис. 8. Осцилляции ОУМ z () и их измерение в сЛГ-пучке 

в состояниях (а) n = 4,  = 2 и (б) n = 14,  = 4. На выносках 
картины интенсивности в критических точках: (a) для 

максимума  = 0,69, для нулей  = 0,77 и  = , минимума 
 = 0,81; (б) максимума  = 0,88, минимумов  = 0,85 

и  = 0,93, нуля  =  

Картины интенсивности, расположенные на вы-
носках рис. 8, соответствуют состояниям пучка в 
максимумах, минимумах и нулях ОУМ. Именно ана-
лиз этих распределений интенсивности позволяет 
определить амплитуды ЛГ-мод в составе сЛГ-пучка. 
Измерение амплитуд ЛГ-мод позволяет определить 
ОУМ по формуле (6). Важно отметить, что ошибка 
измерений ОУМ пропорциональна сумме произведе-
ний азимутального числа  (2n +  – 2k) на среднюю 
погрешность измерения квадрата амплитуды ЛГ-
моды (2,7 %) в данной точке кривой z

 (). Анализ со-
стояния сЛГ с n = 4,  = 2 на рис. 8а показывает, что 
положения максимума ( = 0,69), первого нуля 
( = 0,77) и минимума ( = 0,81) ОУМ вполне раз-
личимы. Однако измерения ОУМ в минимуме 

( = 0,81) и во втором нуле ОУМ ( = ) лежат внут-
ри ошибки измерений. В то же время ошибка измере-
ний позволяет хорошо различать все особые точки 
ОУМ структурированного пучка в состоянии n = 14, 
 = 4 на рис. 8б. По-видимому, чем больше разность 
радиального и азимутального чисел, тем с большей 
точностью можно воспроизвести зависимость z

 () в 
эксперименте. Однако по мере увеличения азиму-
тального числа  амплитуды осцилляций уменьшают-
ся (см. третью и четвёртую строки на рис. 3) и в экс-
перименте эти осцилляции неразличимы за исключе-
нием узкой области вблизи  = . 

В то же время на фоне таких быстрых осцилляций 
ОУМ можно найти физическую характеристику, ко-
торая остаётся неизменной в широком интервале из-
менения параметров  и . Действительно, это следу-
ет из условия постоянства числа мод, 2n +  + 1, в сЛГ-
пучке. Обратим внимание на полный ТЗ структури-
рованного пучка. Согласно недавней работе [18] об-
щий ТЗ структурированного пучка, состоящего из 
ЛГ-мод, задаётся азимутальным числом ЛГ-моды с 
большим модулем амплитуды. Если же модули ам-
плитуд мод с противоположными знаками ТЗ одина-
ковы, то сравниваются амплитуды с предыдущими 
азимутальными числами. Вырожденное состояние 
структурированного пучка возникает при условии ра-
венства амплитуд всех мод с положительными и от-
рицательными знаками азимутальных чисел. Теперь 
мы должны ответить на два вопроса: 1) следует ли 
изменение знака общего ТЗ структурированного пуч-
ка за его ОУМ? 2) насколько точно мы можем разли-
чить в эксперименте изменение знака общего ТЗ? 

Ответ на первый вопрос даёт рис. 9, на котором 
изображены контуры квадратов амплитуд 2| ( ) |kc   с 
максимальными ТЗ и противоположными знаками. 
Смена знаков ТЗ происходит при  =  / 2 и  = 3 / 2 
для любых состояний (n, ) сЛГ-пучка, какие-либо 
осцилляции амплитуд отсутствуют. Чтобы ответить 
на второй вопрос, необходимо определить минималь-
ный интервал фазовых параметров , на краях кото-
рого можно надёжно разделить в эксперименте квад-
раты амплитуд ЛГ-мод с положительными и отрица-
тельными ТЗ, то есть определить условия, при кото-
рых разность измеренных квадратов амплитуд 

2| ( ) |kc   будет превышать ошибку эксперимента. За-
метим, что амплитудам 2| ( ) |kc   с максимальными ТЗ 
соответствуют индексы k = 0 и k = 2n + , при этом ради-
альное число равно нулю min (2n +  – k, k) = 0. Топологи-
чески нейтральное состояние наступает при 
k = (2n + ) /2, в эксперименте оно наблюдается только 
для чётных . Примеры надёжного измерения интерва-
лов , на краях которых различие квадратов амплитуд 
превышает ошибку измерений, приведены на рис. 9. 

Так, для sLG15,5 получается интервал фазовых па-
раметров (0,44; 0,56), где в эксперименте знак 
ТЗ остаётся неопределённым; для состояния sLG15,15 
получается интервал (0,45; 0,53). На выносках к 
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рисункам приведены картины интенсивности на кра-
ях соответствующих интервалов фазовых параметров. 
В остальной области фазовых параметров общий ТЗ 
структурированного пучка не изменяется, принимая 
одинаковые значения с точностью до знака. Таким 
образом, модуль общего ТЗ структурированного ЛГ-
пучка является инвариантом процесса двухпарамет-
рического возбуждения мод сЛГ-пучка. 

 
Рис. 9. Контуры квадратов амплитуд ЛГ-мод 2| ( ) |kc   

с максимальными положительными и отрицательными ТЗ 
для начальных состояний сЛГ-пучков: (а) n = 3,  = 1; 

(б) n = 15,  = 1; (в) n = 5,  = 15 и (г) n = 15,  = 15. 
На вставках приведены картины интенсивности сЛГ-
пучка на границах области надежного измерения ЛГ-мод 
с противоположными знаками ТЗ: (а)  = 0,44 и  = 0,56; 

(б)  = 0,44 и  = 0,56; (в)  = 0,46 и  = 0,54; 
(г)  = 0,45 и  = 0,53 

Выводы 

Рассмотрено двухпараметрическое возбуждение 
ЭГ-мод в структурированных ЛГ-пучках, при кото-
ром амплитудный параметр  меняет амплитуды мас-
сива ЭГ-мод, а фазовый параметр  вносит кратную 
начальную фазу в каждую ЭГ-моду. Теоретически и 
экспериментально обнаружено, что в общем случае 
сЛГ-пучок при кратных гармонических возбуждениях 
ЭГ-мод является суммой двух сингулярных пучков – 
стандартного ЛГ-пучка и гибридного ЭЛГ-пучка. При 
больших значениях амплитудного параметра струк-
турированный ЛГ-пучок превращается в гибридный 
ЭЛГ-пучок, ось которого повёрнута на угол  / 4. Ва-
риация фазового параметра  вызывает быстрые ос-
цилляции ОУМ при отличном от нуля радиальном 
числе n, которые сглаживаются при n = 0 или при 
больших значениях амплитудного параметра . Быст-
рые осцилляции ОУМ связаны с перепутыванием ра-

диальных и азимутальных чисел в сЛГ-пучке. Такое 
перепутывание не меняет свойств собственных ЛГ-
мод, но радикально изменяет свойства сЛГ-пучка. 
Мы нашли, что структурированный ЛГ-пучок с ради-
альным числом n и азимутальным числом  содержит 
2n +  + 1 мод в интервале азимутальных чисел (–
 (2n + ), 2n + ). Также на основе компьютерного мо-
делирования было обнаружено, что ТЗ структуриро-
ванного пучка может принимать значения 2n +  или 
(– (2n + ) при изменении фазового параметра . Если 
амплитудный параметр меньше или равен единице, а 
радиальное число равно нулю, то ТЗ структурирован-
ного пучка остается неизменным в интервале  от 0 
до 2, за исключением единственной точки  = . Ес-
ли же амплитудный параметр очень большой (≫1), 
то ТЗ меняет знак в точках  =  / 2 и  = 3 / 2. В об-
щем случае ненулевых значений радиальных чисел 
общий ТЗ структурированного ЛГ-пучка остаётся 
неизменным за исключением узких интервалов пара-
метров , где знак ТЗ остаётся неопределённым. 
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Приложение А 

Покажем, как представление сЛГ-пучка в виде конечной суммы (1) привести к формуле (3). 
Если подставить в (1) возмущающие коэффициенты (2) и свернуть те слагаемые конечной суммы, которые 

относятся к единице, в обычную ЛГ-моду, то легко видеть, что достаточно доказать равенство 
2def ( , ) 2
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Предварительно заметим, что если в этой сумме вместо ЭГ-мод подставить степенные множители x2n
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k yk, 

то сумма может быть найдена в замкнутом виде, если рассматривать её как ряд Тейлора: 
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Здесь в процессе вычислений мы использовали дифференциальное представление полиномов Якоби (фор-
мулу Родрига). 

Теперь запишем интегральное представление ЭЛГ-мод (см. равенство (4.9) в [14]): 
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            (A3) 

которое при  = 0 сводится к хорошо известному интегральному представлению ЭГ-мод: 
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Возвращаемся к вычислению S и заменяем ЭГ-моды HG2n +   – k, k(r) с помощью (A4): 
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Сравнивая эту формулу и формулу (A3), можно заметить, что при  = 0,   мы получаем ЛГ-моды, а при 
 =   / 2 – ЭГ-моды, повёрнутые на угол  / 4. Если в интеграле (A5) повернуть переменные (, ) на такой же 
угол,  + i = (u + iv)ei/4, то скобки ( + iei) и ( – iei) можно привести к виду соответствующих скобок в (A3). 
Пусть e2i = – iei, т.е. 2 =  –  / 2. Тогда 
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что совпадает с (A1). 
Чтобы разложить структурированный ЛГ-пучок в ряд по обычным ЛГ-модам и получить формулу (4), до-

статочно разложить только ЭЛГ-моду в правой части формулы (3). (Очевидно, что первое слагаемое в правой 
части (3) даст вклад n, k в коэффициент ck.) Воспользуемся для этого более общим результатом – формулой раз-
ложения ЭЛГ-моды с одним параметром по базису ЭЛГ-мод с другим параметром (см. равенство (4.20) в [14]): 

( , )( ) ( 2 )
, ,

0
HLG ( ) ( 1) ( )HLG ( ),

n m
n mi n m k i n m k

n m n m k kk
k

e e c


    
  



     R r r                (A8) 

где 
cos sin
sin cos

   
    

R  – матрица вращения, 
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и параметры (, , ) при заданных (, , ) определяются из системы уравнений 
( )

( )

cos cos cos( ) sin sin( ),
sin cos sin( ) sin cos( ),

i

i

e i
e i





        
         

                (A10) 

причём достаточно найти только одно (любое!) решение этой системы. Отметим также, что коэффициент 
( , ) ( )n m
kc   можно представить в виде 

 ( , ) ( ) [[ ]] (cos sin ) (sin cos ) ,n m k n m
kc t t t                     (A11) 

т.е. это коэффициент при tk в разложении произведения двух биномов, что иногда позволяет находить его быст-
ро и легко. Например, 
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Нам нужен случай, когда  = –  / 4, : =  / 2 –  / 4 и  =  / 4. Тогда  = ( – )/2,  = 0,  = –  / 4 – решение 
системы (A10) и равенство (A8) примет вид 
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Теперь, чтобы получить коэффициенты (5), осталось сделать замену индекса m:= n +  и перейти в правой 
части (A13) от ЭЛГ-мод к стандартным ЛГ-модам по формуле 

min max
, min,HLG ( 4) ( 1) 2 min! LG ( ),n m n m   r r                 (A14) 

где min = min (n, m) и max = max (n, m). 

Приложение Б 

Известно [1], что ОУМ двумерного светового поля (r) задаётся формулой z[]=L/E, где 
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Вычислим оба интеграла для структурированного ЛГ-пучка, используя далее формулу (3) в кратком ва-
рианте записи: 
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Сначала найдём E: 
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Интегралы E1 и E2 вычисляются сразу, поскольку нормировочные множители ЛГ- и ЭЛГ-мод хорошо из-
вестны: 
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Для вычисления E3 воспользуемся формулой (A13) и заметим, что в силу свойства ортогональности ЛГ-мод 
только член k = n даёт ненулевой вклад в интеграл. Поэтому 
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Нахождение L проделаем аналогичным образом, разбивая интеграл на три части и вычисляя их по от-
дельности: 
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Интегралы L1 и L2 сводятся к ОУМ соответственно ЛГ- и ЭЛГ-мод. При вычислении L2 была использована 
формула на стр.94 в [14]: 

,HLG ( ) ( )sin 2 .z n m n m     r                    (B9) 
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При вычислении L3 мы проинтегрировали по частям (g  d 2r = – g  d 2r ) для переноса действия  с 
ЭЛГ-моды на ЛГ-моду, а затем использовали свойство [LGn,

 (r)] = iLGn,
 (r). В итоге, 

    2 (0, ) 21 1
, 2 2LG ( ) 1 2 cos [2 ] cos (cos ) cos ,n nL n P          r  
               (B10) 

что приводит к формуле (7). 
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Can the radial number of vortex modes control the orbital angular momentum? 
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295007, Simferopol, Republic of Crimea, Russia, Academician Vernadsky 4; 
2 Lebedev Physical Institute, 443034, Samara, Russia, Novo-Sadovaya 221  

Abstract  

In general, a standard Laguerre-Gauss (LG) beam, whose state is given by two quantum num-
bers (n, ): the radial number n and the azimuthal number  (or the topological charge (TС) of the 
vortex carried by the LG beam), is unstable with respect to weak perturbations. This is not difficult 
to see if we decompose the complex amplitude of the LG beam in terms of Hermite-Gauss modes 
(HG), with the total number of HG modes being equal to N = 2n +   +1. If we now slightly change 
the amplitudes and phases of each HG mode, then the structure of the LG beam radically changes. 
Such a combination of modes is called a structured LG beam (sLG), which can carry large addi-
tional arrays of information embedded in the sLG beam by encoding the amplitudes and phases of 
the HG modes (excitation of modes). But as soon as a perturbation is inserted into the LG beam, 
its orbital angular momentum (OAM) can change dramatically in such a way that the value of the 
OAM changes in the interval (–, ), and the total TC – in the interval (–2n – , 2n + ). At n = 0, the 
OAM changes smoothly in the interval (–, ), however it is worth "turning on" the radial number 
n, as the OAM oscillations occur. The number of minima (maxima) of the oscillations is equal to 
the radial number n in the interval  = (0, ) and  = (, 2), with their amplitude nonlinearly de-
pending on the difference  – n, except for the point  = , where the structured beam becomes de-
generate. If  = 0, then the OAM is zero, so that in the sLG beam structure, we observe either a 
symmetrical array of vortices with opposite-sign TCs or a pattern of edge dislocations, the number 
of which is equal to the radial number n. We also found that, despite the fast oscillations of the 
OAM, the absolute value of the total TC of the sLG beam does not change with variation of both 
the amplitude  and phase  parameters, but depends solely on the initial state (n, ) of the LG 
beam and modulo (2n + ). 
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