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Аннотация 

Статья посвящена способам дискретизации энергетических характеристик двумерных 
случайных сигналов в рамках имитации случайных сигналов по оригинальному гармониче-
скому методу, являющемуся обобщением известного алгоритма В.С. Пугачёва на двумер-
ный случай. Требования к способу дискретизации выдвигаются с целью снижения вычис-
лительной сложности метода имитации и повышения его гибкости за счёт снятия ограниче-
ний по виду автокорреляционных функций и функций спектральной плотности энергии. 
Предлагается применение погрешности имитации в роли критерия оценки качества. Способ 
дискретизации рассмотрен для сигналов, заданных как на неограниченных интервалах 
определения, так и на ограниченных. В статье продемонстрированы результаты работы 
программной системы, реализующей оригинальный метод имитации с применением опи-
санных способов дискретизации, в обоих случаях. Показана работоспособность и эффек-
тивность полученных результатов, которые имеют как самостоятельное научно-техническое 
значение, так и могут быть использованы для разработки новых эффективных спектраль-
ных средств имитации сигналов для использования в интеллектуальных системах поддерж-
ки принятия решений. 
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Введение 

Настоящая статья продолжает тему, начатую в 
статье, опубликованной в журнале «Компьютерная 
оптика» [1], и посвящена теоретическому обоснова-
нию способов дискретизации энергетических харак-
теристик двумерных случайных сигналов, а также 
практическим результатам, полученным при помощи 
программной системы, реализующей эти способы. 

Существует множество сигналов и процессов, ко-
торые являются двумерными и обрабатывать которые 
необходимо двумерными методами. К ним относятся 
изображения, получаемые при метео- и аэрофото-
съёмках, рентгеновские снимки, сделанные в меди-
цинских целях, сейсмограммы, результаты гравимет-
рических и магнетических измерений, а также сним-
ки, получаемые с помощью электронного микроскопа 
и используемые для анализа пространственной струк-
туры сложных биологических молекул [2, 3]. Хотя 
двумерные сигналы можно обрабатывать с помощью 
одномерных систем [4, 5], предпочтительнее исполь-
зовать двумерные системы обработки. Многие осно-
вополагающие принципы одномерной обработки 
применимы к случаю двумерной обработки. Однако 

некоторые весьма важные понятия, относящиеся к 
одномерным системам, нельзя непосредственно ис-
пользовать для двумерных систем.  

Большинство существующих методов имитации, 
детерминированных и случайных, стационарных и 
нестационарных, а также эргодических сигналов и 
процессов относится к одномерным процессам. Они 
описываются вещественными и комплексными 
функциями одной переменной. В то же время в тех-
нике связи, телевидении, компьютерной томогра-
фии, радиолокации, оптических системах, антенной 
технике, системах технического зрения и особенно 
при обработке изображений различных видов и при-
роды, в том числе используемых в интеллектуаль-
ных системах поддержки принятия решений, всё 
большее значение приобретают двумерные детер-
минированные и случайные процессы. Обозначим 
их x (t1, t2) и y (t1, t2) соответственно, где t1 и t2 явля-
ются аргументами с интервалом определения разме-
ром T1×T2 [6, 7]. При этом следует учесть, что в та-
ких процессах аргументы двумерных сигналов за-
дают не время, а координаты положения измеряемой 
точки на плоскости в виде прямоугольника либо 
квадрата. 
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При калибровке оборудования, обучении персо-
нала и прогнозировании поведения некоторой си-
стемы возникает задача получения множества сиг-
налов, задающих случайные, но реалистичные со-
стояния системы, то есть задача имитации двумер-
ных и многомерных сигналов. В рамках классиче-
ской энергетической теории задачу имитации дву-
мерного сигнала целесообразно сформулировать 
следующим образом: заданы двумерная автокорре-
ляционная функция (АКФ) или функция спек-
тральной плотности энергии (ФСПЭ); требуется 
разработать алгоритм имитации для формирования 
на ЭВМ дискретных или непрерывных, детермини-
рованных или случайных сигналов или процессов с 
заданными характеристиками [4, 8].  

Примером такой задачи является обработка ра-
диолокационных сигналов, которая представляет со-
бой моделирование случайных полей [6] различного 
типа с исходными данными в виде ФСПЭ и АКФ. Эта 
обработка относится к классу пространственно-
временной или частотной обработки, производимой в 
n измерениях, где n > 1.  

Многомерная обработка имеет существенные от-
личия от одномерной: 

1) обычно для решения многомерных задач 
необходимо использовать значительно больший 
объём данных, чем при решении одномерных; 
2) математические методы описания многомер-
ных систем не отличаются той завершённостью, 
которая характерна для математических методов 
описания одномерных систем; 
3) многомерные системы обладают большим 
числом степеней свободы, в результате чего про-
ектирование таких систем приобретает гибкость, 
несвойственную одномерным. Так, все рекурсив-
ные цифровые фильтры реализуются с помощью 
разностных уравнений, но в одномерном случае 
эти уравнения упорядочены полностью, а в мно-
гомерном случае – лишь частично.  
Авторы статьи предлагают использовать эту до-

полнительную гибкость при создании новых спосо-
бов имитации сигналов и процессов. В одномерном 
случае дискретизации выбирается только частота от-
счётов, а в многомерном – не только частота отсчё-
тов, но и форма растра дискретизации. 

При решении задачи имитации требуется имити-
ровать стационарные или нестационарные сигналы по 
заданным характеристикам и сигналы с разрывами на 
частотах и с минимальным переходным процессом с 
высокой точностью и простой настройкой на кон-
кретные характеристики. Из всего множества обще-
известных методов и алгоритмов двумерного моде-
лирования в наибольшей степени требованиям соот-
ветствуют методы имитации случайных полей [9 –
 11], метод В.В. Быкова [4], методы на основе форми-
рующей фильтрации, в том числе метод 
В.Я. Катковника [6], а также методы двумерной ре-

курсивной и нерекурсивной цифровой фильтрации 
Л. Рабинера и Б. Гоулда [12]. Распространение полу-
чили методы, основанные на расширении по теореме 
Карунена–Лоэва и на факторизации матриц [13]. Все 
эти методы требуют при реализации большого объё-
ма данных и высокой вычислительной сложности об-
работки. Стремление к вычислительной эффективно-
сти заставляет исследователей обращаться к приме-
нению скользящей средней, местных средних подраз-
делений или методов спектральной имитации. Выиг-
рыш в вычислительной эффективности, как правило, 
достигается за счёт снижения гибкости настройки на 
различные характеристики. 

Предлагаемый в параграфе 1 новый подход к ими-
тации, основанный на алгоритме В.С. Пугачёва [14, 
15], изначально разработанном для одномерных сиг-
налов, использует представления сигналов и процес-
сов в спектральной области гармонических базисов и 
не содержит ограничений по виду АКФ и ФСПЭ. 
Кроме того, его применение позволяет использовать 
известные результаты цифровой обработки сигналов 
в области быстрых преобразований, которые до сих 
пор не теряют актуальности, например, в сфере ими-
тации случайных полей [13, 16]. Параграфы 2 и 3 по-
священы детальному описанию применяемых авто-
рами способов дискретизации ФСПЭ: на ограничен-
ных интервалах определения и на неограниченных 
соответственно. Параграф 4 описывает математиче-
ски переход от полученных в параграфах 2 и 3 дис-
кретных ФСПЭ к описанию сигналов в классе слу-
чайных событий. Параграф 5 данной статьи посвящен 
экспериментальному исследованию на типовых при-
мерах предложенного оригинального метода имита-
ции, включающего описанные способы дискретиза-
ции, реализованного в виде программной системы. 
Заключение призвано подвести итоги проведённой 
работы и наметить траекторию дальнейшего развития 
предложенного метода имитации в целом и использу-
емых в нём способов дискретизации в частности. 

1. Алгоритм имитации двумерных сигналов 
в классе случайных величин  

(двумерный алгоритм Пугачёва) 

Описанный В.С. Пугачёвым [14] алгоритм имита-
ции одномерных сигналов в классе случайных вели-
чин позволяет генерировать наборы случайных одно-
мерных сигналов по задаваемой одномерной ФСПЭ 
[17]. Получаемые сигналы заведомо будут соответ-
ствовать энергетическим характеристикам системы, 
описанной ФСПЭ. Дополнительным преимуществом 
алгоритма В.С. Пугачёва является возможность его 
ускорения за счёт применения быстрых алгоритмов 
для вычисления входящих в его состав преобразова-
ний. Алгоритм может быть преобразован для имита-
ции двумерных сигналов следующим образом.  

Выполняется разложение теоретической автокор-
реляционной функции 𝑅T, вычисляемой по форме 



http://www.computeroptics.ru  journal@computeroptics.ru 

830  Computer Optics, 2022, Vol. 46(5)   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1074 

ФСПЭ, в тригонометрическом базисе на интервале 
[−T1, T1], [−T2, T2]: 
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где параметры k1, k2 являются отсчётами в частотной 
области, параметры T1 и T2 задают периоды сигнала 
по двум осям определения аргументов t1 и t2.  

Коэффициенты 𝑎(k1, k2) принимаются в качестве 
дисперсии 2(k1, k2) коэффициентов V(k1, k2) и U (k1, k2) 
в искомом разложении: 
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Если T1 и T2 – достаточно большие интервалы по 
двумерному времени, то их можно считать равными 
бесконечности. Тогда применимо уравнение Винера–
Хинчина для двумерного случая, устанавливающего 
связь между ФСПЭ и АКФ стационарного в широком 
смысле двумерного процесса, преобразование Фурье 
для которого может не существовать: 
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где SE
 (0, 0) – значение ФСПЭ в нулевой точке ча-

стотной области. Из него следует: 
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Из уравнений (1 – 3) получаем следующие форму-
лы для спектральных коэффициентов в тригономет-
рическом базисе: 
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Имитированный тригонометрический ряд: 
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Параметры i1, i2 являются отсчётами в простран-
стве или в многомерной временной области, причем 
t – шаг дискретизации. N1, N2 задают дискретные 
граничные частоты сигнала. Алгоритмическая авто-
корреляционная функция (корреляционная функция 
двух копий y (t1, t2) и y (l1, l2) одного процесса) 
RА(1, 2), учитывающая природу спектральных коэф-
фициентов, после ряда тригонометрических преобра-
зований примет вид бесконечного ряда: 
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Величины V(k1, k2) и U (k1, k2) являются некоррели-
рованными случайными числами с параметрами 
(0, T 2 (k1, k2)). При практической реализации алгорит-
мов имитации и АКФ бесконечные ряды усекаются с 
учётом задаваемой точности имитации : 
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где  – малая величина. Неравенство (4) выражает тот 
факт, что сумма дисперсий должна быть равна дис-
персии моделируемого процесса. При помощи выра-
жения (4) подбираются верхние границы M1 и M2, 
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обеспечивающие необходимую точность, и записы-
ваются собственно имитационные ряды: 
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где i1, i2 – дискретные отсчёты; t1 и t2 – шаги дис-
кретизации по осям t1 и t2. Дискретные верхние ча-
стоты связываются с периодом сигнала и шагами 
дискретизации: 
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В представленном виде алгоритм имитации по су-
ти является обобщением одномерного алгоритма 
В.С. Пугачёва на двумерный случай. Важной особен-
ностью алгоритма Пугачёва является возможность 
преобразования его в быстрый алгоритм имитации 
для снижения вычислительной сложности. 

2. Способ дискретизации энергетических 
характеристик двумерных случайных сигналов, 

заданных на неограниченных интервалах 
определения 

В случае, если интервал определения ФСПЭ бес-
конечный, то в аналитическом выражении спектра 
для наглядности используется формальная двумерная 
частота 1∗, 2∗, что позволяет представить ФСПЭ в 
графическом виде (рис. 1).  

 
Рис. 1. Дискретизация двумерной ФСПЭ, заданной 

на неограниченном интервале определения 

При этом частоты среза 1С и 2С заранее не зада-
ются, а четыре части области определения ФСПЭ мо-
гут рассматриваться независимо как SE

 (0, 0), 
SE

 (n1, 0), SE
 (0, m2) и SE

 (k11, k22). Две части 
SE

 (n1, 0) и SE
 (0, m2) по сути представляют од-

номерные функции, определённые по осям 1 и 2. 
Аргументы n, m, k1 и k2 являются дискретными отсчё-

тами, а 1 и 2 являются шагами дискретизации по 
осям 1 и 2 соответственно. 

Определение всех ФСПЭ может быть выполнено с 
помощью операции дискретизации ФСПЭ с допусти-
мой точностью приближённого представления всех 
SE

 (n1, 0), SE
 (0, m2) и SE

 (k11, k22) с помо-
щью заданной частоты среза. 

2.1. Дискретизация одномерных составляющих  
сигнала, образующихся на осях определения 

Рассмотрим одномерные ФСПЭ, образующиеся на 
осях 1 и 2. Целесообразно преобразовать ФСПЭ, 
сделав переход от переменных 1 и 2 к переменным 
1∗ и 2∗ соответственно: x1

 = 1/1*; x2
 = 2/2*. 

Остановимся на оси 1. Представим обобщённую 
запись SE

 (1, 0) в виде SE
 (x11*, 0). Энергия такого 

процесса будет равна: 

 1*2
1 1* 1

0

,0 .EE S x dx
   

   

При дискретизации часть мощности, распределён-
ной на интервале [x1C, ∞) по теореме 
В.А. Котельникова, отразится в низкочастотную об-
ласть спектра и исказится [18]. Принимая эту часть 
энергии пренебрежимо малой, например E, где пара-
метр дискретизации [10−3,10−2] можно записать как: 

 1*
1 1* 1

0

,0 .EE S x dx
  

   

Это уравнение задаёт процедуру определения и дис-
кретизации ФСПЭ. Однако уравнение содержит опера-
цию интегрирования, которая аналитически вычисляет-
ся не для всех SE

 (x11*, 0). Решением этой проблемы яв-
ляется способ определения 1С с использованием взаи-
мосвязи частот x1C

 = 1C
 /1* в такой точке частотной 

оси, в которой значение ФСПЭ равно незначительной 
доле от максимального значения SE

 (0, 0). Математиче-
ски это выражается так: SE

 (0, 0) = SE
 (x1C1*, 0), что поз-

воляет представить процесс преобразования SE
 (1, 0) в 

виде следующих общих выражений: 

   1 1 1*,0 ,0 ,E ES S x   1 [0, ),    

   1 1*0,0 ,0 ,E E CS S x   1
1*

1
,C

Cx
   

3 210 ,10 ,        1 1 1,0 ,0 .E ES S k    

Зная SE
 (k11, 0), по уравнению можно опреде-

лить значения коэффициентов Фурье XФЧ(0,0), 
XФЧ(n, 0), XФЧ(0, m), XФЧ(k1, k2), присутствующих в ал-
горитмах имитации. 

Для иллюстрации рассмотренного подхода к дискре-
тизации возьмём SE

 (1, 0) дробно-рационального вида: 

 
2

1*
1 12 2

11*

2,0 , [0, ),ES      
 

 (5) 
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где 2 =1. 
Функция спектральной плотности энергии преоб-

разуется к следующему виду: 

       
1*

1 1 1* 2 2 2
1 1* 11*

2 2,0 ,0 ,
1 1E ES S x

x x
    

      

тогда 

 2
1 1* 1

2 2
1 Cx

 
  

 

или 

12
1

1 1, .
1 C

C
x

x
  

 
 

Отсюда следует уравнение связи 1* и 1С: 

1
1* 1

1 .
1
C

C
    

 
 

Для дискретизации ФСПЭ в формулу (5) подстав-
ляется значение 1*. Тогда: 

   
 

1
1 2 2

1 1

2 1
,0 .

1
C

E
C

S
  

 
   

 

Подстановка предельных значений  = 0,01 и 
 = 0,001 приводит к следующему виду ФСПЭ: 

  1
1 2 2

1 1

2 0,00990,01 ,0 ,
0,01 0,99

C
E

C
S


    

  
 

  1
1 2 2

1 1

2 0,0009990,001 ,0 .
0,001 0,999

C
E

C
S


    

  
 

Если теперь подставить в (5) значения частоты: 

1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 ,k k k
T N t
     


 

принимая t1= tk
 =  /1C, получатся дискретные зна-

чения частоты: 

1
1 1 1 1

1

2 , 0,1,...Ck k k
N
    

и соответствующие им значения дискретной ФСПЭ: 

   
  

   

   

2
11

1 1 2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2
1 1

1 1 2 2
1 1 1 1

2 12,0 ,0
4 1

2 0,0099 2 99 , 0,01;
3,96 396

2 2 999,0 ,0 ,
3996

0,001.

C
E E

C

C C

C
E E

C

N
S S k

N N k

N N
N k N k

NS S k
N N k

          

   
   

       
 

 

Для получения дискретных коэффициентов Фурье 
используем отсчёты n, m на осях 1 и 2 в качестве 
номеров таковых коэффициентов. В результате для 
нечётных N1 и  = 0,01 получим: 

   
   

22 1
1 2 2 2 2

1 1 1 1 1

2 1 2 99,0 ,
1 396

C
E

C C

NS n
N k

  
  

     
 

 
2

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

2 ,0
19,9,0 ,

2 2 396

E

ФЧ
C

S n
T NX n
T T N n

 
 
  

   
 

1 11, .
2

Nn     
 

Здесь учтено, что XФЧ(n, 0) =XФН(n, 0) при k,0
 =1. 

По аналогии находится ФСПЭ и коэффициенты по 𝑚: 

   
2
2

2 2 2
2 2 1

2 990, ,
396E

C

NS m
N k

 
 

 

 
2
2 1

2 2 2
2 2 2

19,9 10, , 1, .
22 396ФЧ

C

N NX m m
T N m

         
 

Значения нечётных коэффициентов Фурье 
XФН(n, 0) и XФН(0, m) легко находятся из соотношения 
XФН(0, m) =0,m

 XФЧ(0, m). 

2.2. Дискретизация двумерных составляющих  
сигнала в произвольной точке области определения 

Для преобразования двумерной части области 
определения (не расположенной на осях определе-
ния) запишем общую ФСПЭ двумерных сигналов. 
Она равна SE (1, 2), 1, 2[0, ∞) и после преобра-
зований, описанных в пункте 2.1, принимает вид 
SE

 (x11*, x22*), где x1
 = 1/1*, x2

 = 2
 /2*. Энергия та-

кого процесса равна: 

 1* 2*2
1 1* 2 2* 1 22

0 0

, .EE S x x dx dx
      

    

Прямая дискретизация ФСПЭ искажает её, отра-
жая часть двумерного спектра в низкочастотную об-
ласть. По аналогии с одномерным случаем, разобран-
ным в пункте 2.1, целесообразно использовать дву-
мерные частоты среза 1С и 2С, связав их с вспомо-
гательными частотами 1* и 2* посредством 
x1С

 = 1С
 /1* и x2С

 = 2С
 /2* в такой точке двумерной 

частотной оси, в которой значения ФСПЭ равны не-
значительной доле от максимального значения 
SE (0,0) (рис. 1). 

Математически это выражается уравнениями 

   1 1* 2 2*0,0 , ,E E C CS S x x     

где параметр дискретизации  имеет такой же интер-
вал определения, как одномерные варианты 
[10−3,10−2]. Используются нормированные по энер-
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гии сигналы с E=1 Дж с дробно-рациональными 
ФСПЭ вида: 

   1* 2*
1 2 2 2 2 2

1 21* 2*

2
, .ES

 
 

   
 

Для таких сигналов: 

   1* 2*

2 2
1* 2*

2
0,0 ,ES

 


 
 

   1* 2*
1 2 2 2 2 2

1 21* 2*

2
, .E C C

C C
S

 
  

   
 

Параметр  будет равен: 

 
 

2 21 2 1* 2*
2 2 2 2

1 21* 2*

,
,

0,0
E C C

E C C

S
S
     

   
 

где можно учесть, что 1C
 = x1С1*, 2C

 = x2С2*, в та-
ком случае появляются разные варианты записи дис-
кретной области определения спектра и сигнала: 
N×N, N1×N2.  

Рассмотрим интервал N×N. Для него x1
 = x2С

 = xС 
(т.е. частоты среза по осям будут равными). Тогда: 

  
2 2
1* 2*

22 2 2
1* 2*

1
11 CC xx

   
  

 (6) 

и совпадает с  одномерного сигнала. Преобразуя 
выражение (6), можно получить формулу: 

 

1* 2*
1* 2*

1 2
2 2 2

1 2

1 1

4
1

, .
2

1

C C
C C

C

E

C

x

S

            
   




   
  


 

Перейдём к дискретным значениям частот. Так как 
одномерные проекции были приведены в пункте 2.1, 
здесь рассмотрим коэффициенты с двумя непрерывны-
ми проекциями XФЧ(k1, k2), включая и коэффициенты с 
нулевыми номерами XФЧ(0, 0). В этом случае: 

1 1 1 1 1 1
2 2 2 ,Ck k k k
T N t N
       


 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 .Ck k k k
T N t N
       


 

Для чётного N: 

   1 1 2 2 1 2
2 2, , 1, , 1, .C Ck k k N k N
N N
        

Для нечётного N: 

   1 1 2 2 1 2
2 2, , 1, 1 , 1, 1 .

1 1
C Ck k k N k N

N N
        
 

 

Тогда: 

 

   
2

1 1 2 2 2 2 2
1 2

2 99 19,90,0 ,

2 99, .
198

E
C C

E
C

S

NS k k
N k k

 
 

  
    

 

Коэффициенты Фурье для чётных значений N 
равны: 

   
4 4

0,0 2 990,0 0,95,E
ФЧ

C

S
X

T T
  


 

    

     

2

1 2
4 2 2 2

1 2

1 22 2
1 2

2 99,
2 198

22,171 , 1, , 1, .
49 198

ФЧ
C

NX k k
T N k k

k N k N
k k

 
  

  
 

 

Преобразования выполнены для  =10−2 и k1,k2=1. 
Нечётные значения N требуют корректировки – заме-
ны в формулах N на N–1. 

При N1N2 частоты примут следующий вид: 

1 1 2 2
1 2

2 2, .C Ck k
N N
      

ФСПЭ принимает вид: 

 
1 2

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

2
1 1

, .

1 1

C C

E

C C

S

         
    
 

 

Квантование приводит ФСПЭ к такому виду: 

 
   

   

1 1 2 2

1 2

2 2
1 1 2 22 2

1 2 2 2
1 2

,

2 1
.

4 1

E

C C

C C
C C

S k k

k k
N N

  

   


         

 

При чётных N1 и N2 имеем: 

   1 1 2 21, , 1, .k N k N   

Коэффициенты Фурье будут иметь следующий 
вид: 

     
 

     

   

1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 1 2 22 2 2 2

1 2 1 2 2 2
1 2

2 1
0,0 ,

, 2 1 /

/ 2 4 1 .

C C
ФЧ

C C

ФЧ C C

C C
C C

X
T T

X k k

k kT T
N N

   


  

    

          
  

(7) 

В случае нечётности N1 или N2 требуется их заме-
на в формулах на N1–1 и N2

 –1 соответственно, как и в 
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случае N1=N2=N. В отличие от случая N1=N2=N, име-
ется не два варианта, а четыре – каждый из парамет-
ров k1 и k2 может быть чётным или нечётным незави-
симо от другого. В приведённых рассуждениях пара-
метр k1,k2=1. 

Дискретная теоретическая АКФ на одномерных 
участках будет равна: 

   

   

1

2

1
1 1 1

1
2 2 2

,0 , 1, ,

0, , 1, .

m

T

m

T

R m e m N

R m e m N







 

 

 

На двумерном участке: 

   

   

1 2 1 21 1 1
1 2

1 1 2 2

, ,

1, , 1, .

m m m m

TR m m e e e

m N m N

     
   

 
 

АКФ RT
 (0,0) =1 показывает, что сигнал центриро-

ван по энергии. Диапазоны значений m1 и m 2 также 
зависят от чётности N1 и N2, как и диапазоны k1 и k 2. 
Полученные коэффициенты позволяют перейти к 
имитации сигналов с непрерывной ФСПЭ. Однако 
энергетическая характеристика сигнала может быть 
ограниченной по области определения. Такой случай 
требует отдельного рассмотрения. 

3. Способ дискретизации энергетических 
характеристик двумерных случайных сигналов, 

заданных на ограниченных интервалах 
определения 

В случае, если ФСПЭ сигнала конечна по области 
определения, то в аналитическом выражении спектра 
SE(1,2) формальные частоты не используются, а за-
даются частоты среза 1С и 2С и сама конфигурация 
ФСПЭ. Как и в параграфе 2, вся конечная область 
определения делится на четыре части, которые также 
являются конечными: SE(0,0), SE(n1, 0), SE(0, m2) 
и SE(k11, k22). Две части SE(n1, 0) и SE(0, m1) 
представляют одномерные функции, определённые 
на осях 1 и 2. Определение всех ФСПЭ и соответ-
ствующих им коэффициентов Фурье возможно по 
теоретической непрерывной ФСПЭ. 

В качестве примера рассмотрим ФСПЭ, XФЧ(k1, k2), 
АКФ и имитационные случайные ряды для сигналов 
двумерного физического белого шума (рис. 2). 

 
Рис. 2. Дискретизация двумерной ФСПЭ «белый шум», 
заданной на ограниченном интервале определения 

На рис. 2 видно, что  

     1 2 0 1 1 2 2, , 0, , 0, .E C CS S          

Для остальных 1 и 2: 

 1 2, 0.ES     

По уравнению Винера–Хинчина энергия (диспер-
сия) равна: 

   
1 2

2
1 2 1 22

0 0

10,0 , .
C C

T EE R S d d
 

       
    (8) 

При этом следует, что энергия геометрически с 
точностью до константы 1/2 совпадает с объёмом 
фигуры, описываемой ФСПЭ: 

   2
1 2 1 2 0 1 22

1, , .E S        


 

Для E = 2 = S012
 /2, а при 1С

 = 2С придём к 
E = 2 = vS0C

2/2. Для нормированных по энергии 
сигналов, в которых E = 2 =1, получим параметр 
S0

 = T1T2
 /4N1С

 N2С. Так как N1
 = 2N1С, а N2

 = 2N2С, то 
S0

 = T1T2
 /N1

 N2. Здесь учтено, что 
N1С

 = 1С
 /∆1

 = 1СT1/2; N2С
 = 2С

 /∆2
 = 2СT2

 /2. С 
учётом того, что T1

 = N1∆t1
 = N1 /1С; 

T2
 = N2∆t2

 = N2 /2С, далее можно получить N1С
 = N1

 /2, 
N2С

 = N2
 /2. Таким образом, N1 и N2, T1 и T2 – интерва-

лы определения сигналов по осям t1 и t2 (или i1 и i2), а 
N1С и N2С – максимальное число прямых (не сопря-
жённых) коэффициентов Фурье по осям 1 и 2 (или 
k1 и k2). Определим ФСПЭ во всех четырёх областях, 
что позволит найти коэффициенты Фурье. ФСПЭ для 
проекции по оси 1 примет следующий вид: 

    1 2
1 0 1 1 0 1

1
,0 , 0, , , 1.E C

TS S S
N

         

Для других 1: 

 1,0 0.ES    

ФСПЭ для проекции по оси 2 будет определяться 
аналогично. Для точки (0,0): 

  1 2
0

1 2
0,0 .E

T TS S
N N

   

Для прямоугольника N1×N2: 

     1 2 0 1 1 2 2, , 0, , 0, .E C CS S          

Для других 1:  

 1 2, 0.ES     

ФСПЭ позволяет определить коэффициенты 
Фурье: 

   
2 2

1 2 1 2 1 2

0,0 10,0 ,E
ФЧ

S
X

T T T T N N
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1 1

2 2

1
1

1 2 2 21 1 1

2
2

2 2 2 22 2 2

2 ,0
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1 1

20,
10, ,

1 1

E

ФЧ
k k

E

ФЧ
k k

S
TX k
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S
TX k
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  (9) 

 

   1 2 1 2

1 2

1 2
1 2

2 2 2 21 2 , 1 1 2 2 ,

,

2 2,
1 .

1 1

ФЧ

E

k k k k

X k k

S
T T

T T T N T N



    
  

   

 

Теоретическая АКФ определяется из приведён-
ного ранее уравнения Винера–Хинчина (8). Полу-
ченные результаты позволяют перейти непосред-
ственно к новому методу имитации случайных сиг-
налов в классе случайных событий, он описан в сле-
дующем параграфе. 

4. Новый метод имитации двумерных случайных 
сигналов в классе случайных событий 

При разработке случайных алгоритмов имитации 
используются детерминированные коэффициенты 
Фурье с внесением в них случайных элементов в виде 
некоррелированных параметров (k1, k2) и (k1, k2), 
принимающих значения «+1» и «–1». Чтобы получа-
емые при этом сигналы представляли собой эргоди-
ческий стандартный процесс, параметры  (k1, k2) и 
(k1, k2) должны удовлетворять следующим условиям: 

   1 2 1 2, , 0,M k k M k k           

   2 2
1 2 1 2, , 1,M k k M k k           

       
   
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, , , ,

, , 0, , .

M k k m m M k k m m

M k k m m k m k m

           
       

 

Приведенные условия позволяют сформировать 
случайные элементы полных базисов Фурье для раз-
личных N, N1 и N2. Сокращая объём аналитических 
преобразований, остановимся только на чётных зна-
чениях N1 и N2 (параметр N получается автоматиче-
ски путём приравнивания N1 и N2). Случайный спектр 
Фурье может быть получен из детерминированного, 
представленного в пунктах 2.1 и 2.2: 

     0,0 0,0 0,0 ,Ф ФЧY X   

       ,0 ,0 ,0 ,0 ,Ф ФЧY n n j n X n       

       * ,0 ,0 ,0 ,0 ,Ф ФЧY n n j n X n       

       0, 0, 0, 0, ,Ф ФЧY m m j m X m       

       * 0, 0, 0, 0, ,Ф ФЧY m m j m X m       

       1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,Ф ФЧY k k k k j k k X k k       

       *
1 2 1 2 1 2 1 2, , , , .Ф ФЧY k k k k j k k X k k       

По спектру можно представить случайный ряд 
Фурье y(i1,i2), используя методику, описанную в 
пункте 1 данной статьи. Полученный ряд использует-
ся для вычисления алгоритмической АКФ: 

     1 2 1 2 1 2, , , ,AR m m M y i i y l l     

а также экспериментальной АКФ – функции корреля-
ции итогового имитационного сигнала и копии такого 
же сигнала с задержками m1 и m2 по соответствую-
щим измерениям: 

 
   

  

1 1 2 2

1 2

1 1

1 2 1 1 2 2
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1 1 2 2
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и средней погрешности имитации: 

   
1 2

1 2

1 2 1 2
0 0

1 2

, ,
,

N N

A Э
m m

A ср

R m m R m m
R

N N
 


 

 
 

   1 1 2 20, , 0, .m N m N   

При разработке алгоритмов имитации и АКФ ис-
пользуются коэффициенты Фурье, приведённые в 
формулах (7) и (9). Наличие формул для вычисления 
ФСПЭ, коэффициентов, сигнала и всех трёх АКФ 
позволило спроектировать программную систему. 
На основании оригинального математического опи-
сания полученные алгоритмы реализованы в про-
граммной системе имитации двумерных сигналов в 
базисе Фурье.  

5. Экспериментальное исследование алгоритма 
имитации двумерных сигналов в базисе Фурье 

Программная система имитации двумерных сиг-
налов в базисе Фурье основана на оригинальном 
спектральном методе имитации в классе случайных 
событий, описанном выше. Алгоритмы, реализован-
ные в компонентах программной системы, требуют 
отдельного экспериментального тестирования на ти-
повых примерах. Ниже рассмотрены два примера: 
один для сигналов с бесконечной или неограничен-
ной ФСПЭ, другой – с ФСПЭ, ограниченной по ча-
стотам среза. 

5.1. Имитация случайных сигналов с ФСПЭ, заданной 
на неограниченных интервалах определения 

Рассмотрим пример со следующими входными 
данными: N =7, T =1 с, С

 =7 рад /с, k1,k2
 =1, 

Δtk
 = 1/7 с,  =10−2. ФСПЭ в важных точках в таком 

случае примет следующий вид: 
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На рис. 3а приведены результаты построения дис-
кретной ФСПЭ, соответствующей заданным услови-
ям, по которой можно получить следующие значения 
коэффициентов Фурье: 
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Данные коэффициенты Фурье используются для 
построения или имитации сигналов, но для возмож-
ности случайной имитации используются дополни-
тельные коэффициенты  и  [1, 16]. При задании

 всех этих коэффициентов равными 1 происходит 
имитация детерминированного сигнала, результаты 
которой приведены на рис. 3б. При задании коэффи-
циентов в пространстве случайных событий происхо-
дит имитация случайных сигналов, одна из реализа-
ций которых приведена на рис. 3в. 

Теоретическая АКФ рассчитывается напрямую из 
исходных данных и не учитывает структуру коэффи-
циентов или природу конечного сигнала: 

   

   

1 2 1 2

1 2

, exp( ),
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TR m m m m

m m

  

 
 

График теоретической АКФ приведён на рис. 3г. 
Алгоритмическая АКФ вычисляется на основании 

коэффициентов Фурье, полученных ранее: 
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а)   б)   в)  

г)   д)   е)  
Рис. 3. График неограниченной ФСПЭ (а); график сымитированного детерминированного сигнала (б); график 

сымитированного случайного сигнала (в); график теоретической АКФ (г); график алгоритмической АКФ (д); график 
экспериментальной АКФ детерминированного сигнала (е) 

График алгоритмической АКФ приведен на 
рис. 3д. Сравнение алгоритмической и теоретической 
АКФ позволяет оценить качество вычисления коэф-
фициентов. Однако необходимо заметить, что перио-
дическая природа алгоритмической АКФ, объясняю-
щая симметричность графика, оставляет свой вклад в 
вычислении погрешности. 

Экспериментальная АКФ вычисляется на основа-
нии сымитированного сигнала, детерминированного 
или случайного: 
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График экспериментальной АКФ для одной реа-
лизации случайного сигнала приведен на рис. 3е. 
Экспериментальная АКФ рассчитывается по сымити-
рованному сигналу и учитывает его случайную или 
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детерминированную природу. При имитации детер-
минированного сигнала была вычислена средняя по-
грешность: 
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5.2. Имитация случайных сигналов с ФСПЭ, заданной 
на ограниченных интервалах определения 

Рассмотрим пример со следующими входными 
данными: N1

 = 9, N2
 = 5, T =1 с, 1С

 =9 рад /с, 
2С

 = 5 рад /с, k1,k2
 =1, Δt1

 =1/9 с, Δt2
 =1/5 с. 

Вычислим коэффициенты Фурье: 

 0,0 0,149,ФЧX   ,0 0,236,ФЧX n   

     0, 0,3165, 0,8 , 0, 4 ,ФЧX m n m    

     1 2 1 2, 0,105, 0,8 , 0, 4 .ФЧX k k k k    

Эти коэффициенты позволяют получить случай-
ные коэффициенты и затем случайные сигналы. На 
рис. 4а приведены три реализации случайного сигна-
ла с ограниченной ФСПЭ. 

Алгоритмическая АКФ на основании новых зна-
чений коэффициентов будет вычисляться следующим 
образом: 
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 (10) 

На рис. 4б приведен график алгоритмической 
АКФ, рассчитанной по формуле (10). Формула экспе-
риментальной АКФ совпадает с предыдущим приме-
ром и позволяет получить графики различных реали-
заций, приведённых на рис. 4в. Разброс амплитуд 
случайных сигналов разнится, как и ожидается от 
случайной системы, сохраняя сходную общую при-
роду поведения. Найденные значения средней по-
грешности для двух реализаций равны 0,15 и 0,21, что 
демонстрирует большую приспособленность метода к 
имитации сигналов с ФСПЭ в форме белого шума. 
Общая погрешность имитации для обеих рассмот-
ренных форм ФСПЭ лежит в допустимом на данном 
этапе разработки диапазоне, однако дальнейшее раз-
витие метода подразумевает повышение точности. 

а)      

б)   в)    
Рис. 4. Графики трёх реализаций случайного сигнала с ограниченной ФСПЭ (а); график алгоритмической АКФ (б); графики 

экспериментальной АКФ для двух реализаций случайного сигнала (в) 

Заключение 

Данная статья продолжает серию статей, направ-
ленных на исследование новых методов и моделей 
энергетической теории цифрового матричного про-
цессинга, в рамках которого планируется разработка 
основ энергетической теории цифрового матричного 
представления и преобразования реальных сигналов 
для создания быстрых алгоритмов, обеспечивающих 
снижение вычислительной сложности и повышение 
точности восстановления сигналов применительно к 
нанотехнологическим процессам. 

Сравнительный анализ методов имитации дву-
мерных сигналов привёл к формулировке оригиналь-

ного метода имитации в гармоническом базисе 
Фурье. В статье детально описаны разработанные ме-
тоды дискретизации функций спектральной плотно-
сти энергии, являющиеся важной подготовительной 
частью процесса имитации в базисе Фурье. 

Реализована программная система имитации, на 
двух типовых примерах показана работоспособность 
и эффективность полученных результатов, которые 
имеют самостоятельное научно-техническое значение 
и могут быть использованы для разработки новых 
эффективных спектральных средств имитации для 
интеллектуальных систем поддержки принятия ре-
шений [19 ‒ 22]. 
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Дальнейшее развитие связано с применением рас-
смотренного спектрального метода для имитации в 
других базисах и разработкой быстрой версии алго-
ритма [23]. Также возможно дополнение метода ими-
тации дискретизацией ФСПЭ с формой растра дис-
кретизации, отличной от прямоугольной, и, в долго-
срочной перспективе, постепенное приращение точ-
ности имитации и размерности имитируемых сигна-
лов [24, 25]. 
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Abstract  

The article is devoted to methods of discretization of energy characteristics of two-dimensional 
random signals when simulating random signals using the original harmonic method, which is a 
generalization of the well-known algorithm proposed by V. S. Pugachev for the two-dimensional 
case. Requirements imposed on the sampling method are aimed at reducing the computational 
complexity of the simulation method and increasing its flexibility thanks to removing restrictions 
on the form of autocorrelation functions and spectral energy density functions. The use of the sim-
ulation error as a criterion for quality assessment is proposed. The discretization method is consid-
ered for signals given both on unlimited definition intervals and on limited ones. The article 
demonstrates results of the software system implementation in which the original simulation 
method is realized using the described sampling methods in both cases. The proposed technique is 
shown to be robust and efficient, with the results obtained being of independent scientific and 
technical value and showing promise for developing new effective spectral techniques of simulat-
ing signals for the use in intelligent decision support systems. 
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