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Аннотация 

Предложен метод вычисления ядра смаза, возникающего при вращении цифровой ка-
меры. Вращение измеряется трёхосным гироскопом, скреплённым с камерой. Получены 
дифференциальные уравнения траектории вращательного смаза, исходящей из выбранно-
го пикселя цифрового изображения. Уравнения записаны в фокальной плоскости объек-
тива без вычисления промежуточных элементов внешнего ориентирования камеры. При-
ведено выражение для интеграла от энергетической освещённости вдоль траектории сма-
за, создаваемой точечным источником излучения. В интеграле учитываются функция рас-
сеяния объектива и апертурные функции отдельных фоточувствительных ячеек матрич-
ного фотоприёмника. Расчёт значений интеграла для всех фоточувствительных ячеек, 
освещённых точечным источником, даёт дискретное ядро вращательного смаза, начина-
ющееся в выбранным пикселе цифрового изображения. Описаны алгоритмы численного 
интегрирования полученных уравнений. Выполнен анализ уравнения смаза, выделены ха-
рактерные особенности ядер, и показана их неоднородность – ядра вращательного смаза для 
различных пикселей при произвольном вращении камеры не совпадают между собой. При-
ведён пример синтеза ядер смаза для заданных параметров вращения цифровой камеры.  
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Введение 

Цифровая камера представляет собой единую 
конструкцию, состоящую из объектива и полупро-
водникового матричного фотоприёмника (МФП) c 
электронной схемой считывания. Объектив строит 
оптическое изображение пространства предметов на 
фоточувствительной поверхности МФП, размещён-
ной в фокальной плоскости. МФП состоит из дис-
кретных фоточувствительных ячеек одинакового 
размера и формы. Каждая ячейка участвует в про-
странственной дискретизации оптического изображе-
ния, преобразуя падающий на неё поток излучения в 
поток фотоэлектронов. Фотоэлектроны накапливают-
ся внутри зарядовой ёмкости ячейки в течение време-
ни экспозиции, по завершении которого накопленный 
заряд подвергается аналого-цифровому преобразова-
нию. Цифровые коды выносятся из МФП через схему 
считывания и выстраиваются в виде двумерной чис-
ловой матрицы, которая называется цифровым изоб-
ражением или растром. Элементы растра называются 
пикселями. Особенности схемотехнических решений 
МФП, обеспечивающих преобразование заряда в 
цифровой код, в данной работе не рассматриваются. 

Если оптическое изображение пространства пред-
метов неподвижно относительно поверхности МФП, 
то каждая фоточувствительная ячейка выделяет толь-

ко один дискретный элемент оптического изображе-
ния. В этом случае цифровое изображение формиру-
ется в соответствии с характеристиками резкости и 
разрешения, достигнутыми при изготовлении цифро-
вой камеры. Такое цифровое изображение называется 
статическим. Движущееся оптическое изображение пе-
ремещается относительно неподвижных ячеек МФП. 
Если величина перемещений, совершённых за время 
экспозиции, больше размера ячейки, то один и тот же 
элемент оптического изображения будет присутствовать 
в двух и более пикселях цифрового изображения. Иска-
жения такого рода, присутствующие в цифровом изоб-
ражении, полученном из подвижного оптического изоб-
ражения, называются смазом. Смаз ухудшает разреше-
ние цифрового изображения и затрудняет определение 
координат его характерных точек [1]. 

Общий подход к коррекции смаза состоит в 
нахождении так называемого ядра смаза – дискретной 
функции, которая сворачивается со статическим 
изображением и превращает его в «смазанное». Если 
результатом коррекции является восстановление ху-
дожественных качеств цифрового изображения, то 
вычисляется «обратная свертка» смазанного изобра-
жения с ядром смаза, которая даёт новое изображе-
ние, близкое к статическому в смысле заданного кри-
терия качества [2 – 6]. Если цифровое изображение 
нужно только для обнаружения точечных объектов и 
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измерения их координат и к нему не предъявляются 
художественные требования, то коррекция смаза сво-
дится к локальному улучшению резкости изображе-
ния, без устранения смаза в целом. Этот тип коррек-
ции может быть выполнен методами согласованной 
фильтрации, в которых неоднородная импульсная ре-
акция корректирующего фильтра строится непосред-
ственно из ядра смаза, без вычисления обратной 
свертки [7, 8]. 

Движение оптического изображения в плоскости 
МФП возникает при перемещении объектов про-
странства предметов относительно поля зрения каме-
ры. Относительные перемещения могут быть вызва-
ны как движениями объектов относительно камеры, 
так и собственными поворотами и перемещениями 
камеры. Для вычисления ядра смаза необходимо по-
лучить информацию о перемещении оптического 
изображения относительно плоскости МФП во время 
экспозиции. Если движущееся оптическое изображе-
ние насыщено сложными структурными элементами, 
то ядро смаза можно получить в результате цифровой 
обработки смазанного изображения [9 – 11]. Для этого 
не требуется никакой дополнительной информации о 
структуре движения. 

Если смазанное изображение зашумлено или со-
держит мало структурных элементов, то выделить 
ядро смаза из самого изображения не удаётся и при-
ходится привлекать информацию о движении от дру-
гих источников. Параметры движения наблюдаемого 
объекта относительно камеры могут быть получены 
из автоматического сопровождения цифрового изоб-
ражения этого объекта [12, 13]. Параметры собствен-
ного движения камеры относительно пространства 
предметов могут быть измерены непосредственно, 
если камера скреплена с какой-либо навигационной 
системой, измеряющей вектор скорости и ориента-
цию камеры [14, 15]. Собственное движение камеры 
можно разложить на поступательное перемещение её 
проективного центра и на вращение камеры вокруг 
этого центра. Для определённости будем называть 
смаз, возникающий при обоих типах движения каме-
ры, смазом общего вида. Если поступательное пере-
мещение проективного центра камеры за время экс-
позиции таково, что угловое перемещение наблюдае-
мой сцены меньше углового размера фоточувстви-
тельной ячейки, то поступательным движением каме-
ры можно пренебречь. В этой ситуации причиной сма-
за будут только повороты камеры во время экспозиции, 
которые могут быть вычислены из измерений трёхосно-
го гироскопа – векторного датчика угловой скорости, 
встроенного в конструкцию камеры [16 – 19]. 

Подавляющее большинство опубликованных ме-
тодов коррекции смаза используют измерения инер-
циальных датчиков для восстановления художе-
ственных качеств смазанного изображения [18 – 24]. 
В этих методах ядро смаза вычисляется не в форме 
свёрточного, а в форме матричного оператора, дей-

ствующего на статическое изображение в целом и 
превращающего его в смазанное. Матричный опера-
тор необратим, поэтому обратное преобразование 
представляет собой некорректную оптимизационную 
задачу, которая восстанавливает изображение, близ-
кое к статическому в смысле заданной меры качества 
и регуляризации. Для вычисления матричного опера-
тора смаза общего вида требуется полное решение 
задачи инерциальной навигации внутри интервала 
экспозиции: должны быть вычислены траектория по-
ступательного движения проективного центра и при-
ращение ориентации камеры. Для коррекции враща-
тельного смаза достаточно вычислить только прира-
щение ориентации. Такие методы не предназначены 
для реализации в реальном масштабе времени и ис-
пользуются для восстановления смазанных изобра-
жений в постобработке. 

В данной работе рассматривается алгоритм синте-
за свёрточного ядра вращательного смаза, который 
может быть реализован в реальном времени. Ядро 
синтезируется для каждого пикселя смазанного изоб-
ражения в отдельности. Характерной особенностью 
алгоритма является использование дифференциаль-
ного уравнения траектории смаза, записанного ис-
ключительно в плоскости изображения, без явного 
выхода в трёхмерное пространство. Вращение каме-
ры измеряется гироскопом в виде отсчётов вектора 
угловой скорости или вектора малого поворота. Про-
межуточного вычисления приращения ориентации 
камеры не требуется – интегрирование уравнений 
ориентации камеры заменяется интегрированием 
уравнения траектории смаза. На каждую траекторию 
накладываются дискретизированные изображения 
функции рассеяния точки (ФРТ) объектива. После 
сложения всех ФРТ вдоль траектории получается 
дискретное ядро смаза для выбранного пикселя. При 
синтезе ядра смаза естественным образом учитывает-
ся различие траекторий смаза для различных пиксе-
лей – ядро смаза оказывается неоднородным по раст-
ру. Описанный алгоритм синтеза неоднородного ядра 
вращательного смаза может быть использован как в 
задачах обнаружения слабосветящихся точечных 
объектов, так и в более общих задачах коррекции 
цифровых изображений. 

1. Системы координат цифровой камеры 
и преобразования между ними 

Растр содержит H строк и W столбцов, направле-
ния которых совпадают с одноимёнными направле-
ниями сетки фоточувствительных ячеек МФП. Нуме-
рация строк и столбцов в растре совпадает с нумера-
цией строк и столбцов в МФП и выполняется от 
начального элемента – левого верхнего пикселя раст-
ра или левой верхней ячейки МФП соответственно. 
Строки нумеруются сверху вниз, столбцы – слева 
направо. Положение каждого пикселя внутри растра 
задаётся парой целочисленных индексов (h, w), кото-
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рые называются растровыми координатами пикселя, 
где h = 0…H−1 – номер строки, w = 0…W−1 – номер 
столбца, в которых расположен пиксель. Начальный 
пиксель имеет растровые координаты (0, 0). 

В качестве геометрической модели цифровой ка-
меры используется модель камеры-обскуры, которая 
строит изображение пространства предметов в фо-
кальной плоскости объектива по правилам централь-
ного проектирования (рис. 1). Проективным центром 
камеры является задняя узловая точка S объектива. 
Фоточувствительная поверхность МФП размещается 
в фокальной плоскости объектива. Ориентация каме-
ры относительно пространства предметов задаётся 
при помощи системы координат камеры (СКК).  

 
Рис. 1. Взаимное расположение систем координат камеры, 

МФП и характерных точек объектива. Начальный 
элемент – ячейка с индексами (0, 0) выделена серым 

цветом 

Начало O СКК расположено в точке с растровыми 
координатами (hO, wO) пресечения оптической оси 
объектива и плоскости МФП и совпадает с задним 
фокусом объектива. Оси xСКК и yСКК лежат в плоско-
сти МФП и направлены вдоль столбцов и строк МФП 
соответственно, в стороны увеличения растровых ко-
ординат. Ось zСКК направлена вдоль оптической оси 
объектива в сторону пространства предметов. Гео-
метрическим изображением удалённого точечного 
источника света Z является точка Z' пересечения пря-
мой ZS с фокальной плоскостью объектива. 

Фоточувствительные ячейки в МФП предполага-
ются квадратными с длиной стороны a. Геометриче-
ское изображение точечного источника может распо-
лагаться в любом месте ячейки, поэтому растровые 
координаты такого изображения задаются дробными 
значениями в долях пикселя. Точка внутри физиче-
ской фотоприёмной ячейки, которой соответствуют 
целочисленные индексы пикселя в цифровом изобра-
жении, выбирается произвольно, исходя из удобства 
решения конкретной задачи. Здесь выбран вариант, в 
котором целочисленные индексы соответствуют ле-
вому верхнему углу ячейки. Ширина зазора между 
фоточувствительными ячейками считается пренебре-
жимо малой и в расчётах не учитывается. 

Направление на удалённый источник Z относи-
тельно камеры задаётся единичным направляющим 
вектором 


s , лежащим на прямой ZS. В СКК этот век-

тор представляется столбцом своих координат 

s = [sx  sy  sz]T. Направление, задаваемое вектором s, 
проектируется объективом камеры в точку Z', поло-
жение которой задаётся вектором 


p , лежащим в 

плоскости МФП. Начало вектора 

p  лежит в точке O, 

конец – в точке Z'. Этот вектор полностью определя-
ется двумя координатами p = [x  y]T относительно 
осей xCCK и yCCK, которые называются векторными 
координатами геометрического изображения Z' то-
чечного источника Z: 

2 2
,

1

    
              

x x

y yz x y

s sx F F
s sy s s s

 (1) 

где F = OS – фокусное расстояние объектива. Для вы-
ражения (1) существует обратное – если в плоскости 
МФП задана точка с векторными координатами p, то 
ей соответствует направляющий вектор в простран-
стве предметов  
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Векторные и растровые координаты точки связаны 
соотношениями  
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Точка с векторными координатами p попадает в пик-
сель с растровыми координатами 

floor ,
    

          

p O

O

h h

w wa
 

где floor (x) – функция округления к − ∞. 
Параметры F, hO, wO, объединённые с параметра-

ми ориентации растра относительно СКК и коэффи-
циентами дисторсии объектива, обычно называются 
элементами внутреннего ориентирования камеры. 
Для выбранного способа определения СКК направле-
ния одноимённых (первой и второй) осей растровых и 
векторных координат совпадают, поэтому их взаим-
ная ориентация описывается единичной матрицей. 
Дисторсия объектива, согласно принятой модели ка-
меры-обскуры, в работе явно не учитывается. То есть 
она либо пренебрежимо мала, либо может быть 
устранена вычислительным способом. 

Выберем правую ортогональную инерциальную 
систему координат (ИСК), оси которой совпадают с 
осями СКК в момент tЭ начала экспозиции очередно-
го кадра. В момент времени t[tЭ, tЭ+TЭ], где TЭ – 
время экспозиции, ориентация СКК относительно 
ИСК задаётся ортогональной матрицей  
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называемой также матрицей внешнего ориентирова-
ния камеры. Здесь sij – коэффициент матрицы ИСК

СККS , 
расположенный в строке i = 1…3 и в столбце j = 1…3. 
Элементами внешнего ориентирования камеры назы-
ваются параметры, однозначно описывающие её ори-
ентацию: коэффициенты sij, коэффициенты кватерни-
она ориентации, компоненты вектора конечного по-
ворота и т.д. Все перечисленные типы элементов 
внешнего ориентирования связаны между собой вза-
имно однозначными соответствиями. В данной рабо-
те в качестве элементов внешнего ориентирования 
используются только коэффициенты sij.  

Верхние и нижние символы в записи ИСК
СККS  указы-

вают на направление преобразования координатного 
вектор-столбца. Например, если один и тот же вектор 
r  задан вектор-столбцами своих координат rИСК и 
rCKK

  r в ИСК и в СКК, то ИСК
СКК ИСКr S r . Из курсов 

механики известны дифференциальные уравнения 
для компонент матрицы ИСК

СККS  с начальным условием 
ИСК
СКК Э 3( ) S It  (точкой обозначено дифференцирование 

по времени): 

ИСК ИСК
СКК СКК[ ] ,  S ω S  (3) 

и для компонент вектора s с начальным условием 
s(tЭ) = s0: 

[ ] ,     s ω s ω s  (4) 

где In – единичная матрица размера n×n; 
 [x y z]T – компоненты вектора угловой скоро-
сти камеры в СКК; [×] – кососимметричная матри-
ца, составленная из компонент левого вектора в ко-
ординатной записи векторного произведения, 

0

[ ] 0 .

0

  
     
   

ω
z y

z x
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2. Дифференциальное уравнение траектории смаза 

Если камера поворачивается во время экспозиции, 
то геометрическое изображение Z' неподвижной точ-
ки Z описывает некоторую траекторию в плоскости 
МФП, которая называется траекторией вращательно-
го смаза. Рассмотрим траекторию, которая в момент 
времени tЭ начинается в точке с векторными коорди-
натами p0 = [x0  y0]T. Этой точке соответствует посто-
янный направляющий вектор 


s , указывающий на не-

подвижную точку в пространстве предметов. Коор-
динаты вектора 


s  относительно СКК в момент вре-

мени tЭ вычисляются согласно (2) 

T
0 0 0

0 2 2 2 1/ 22
0 00 0

1 [ ]
.
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x y F

F x y FF

   
      

p
s

p pT
 

В момент времени t  tЭ на точку Z будет указывать 
тот же самый вектор 


s , но с новыми координатами 

0 11 0 12 13

ИСК
СКК 0 0 21 0 22 232 2 2 1/2

0 0
0 31 0 32 33

1
.
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s S s

x s y s Fs
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Подстановка новых координат s в (1) даёт векторные 
координаты  = [x y]T позиции, в которую переместит-
ся изображение Z' неподвижной точки Z в момент t  tЭ 

0 11 0 12 13

0 31 0 32 33

0 21 0 22 23

0 31 0 32 33

,

.

     
    
  

x

y

x s y s Fs
F

x s y s Fs

x s y s Fs
F

x s y s Fs

 (5) 

Траекторию смаза, начинающуюся в произволь-
ной точке p0 плоскости изображения, можно выра-
зить двумя способами. Обычный способ основан на 
промежуточном вычислении матрицы простран-
ственной ориентации камеры на момент времени 
t[tЭ, tЭ+TЭ]. Для этого решается матричное диффе-
ренциальное уравнение (3) и при помощи коэффици-
ентов матрицы ИСК

СККS  выполняется преобразование 
точки p0 в новую точку ξ согласно (5). Множество 
всех точек { = (t): t[tЭ, tЭ+TЭ]} образует искомую 
траекторию смаза. 

Другой способ состоит в построении дифференци-
ального уравнения движения точки Z' в плоскости 
изображения. Уравнение строится для векторных ко-
ординат Z', а их зависимость от времени учитывается 
при помощи скалярных компонент вектора угловой 
скорости камеры, заданных в СКК. Уравнение может 
зависеть от постоянных элементов внутреннего ори-
ентирования и не должно содержать переменных 
элементов внешнего ориентирования камеры. Для 
получения искомого дифференциального уравнения 
траектории смаза продифференцируем (1) по времени 
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и учтём выражения для отдельных множителей: 
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В результате получаем 
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Компоненты xs  и ys  получаются из (4): 

0

0

   
     

ω



x z y

y z x

s s s

s s s
 

и подставляются в (6): 

2 2

2 2

( )
, ( ) .

( )

     
         

M ξ ω
ξ M ξ x y x y

y x y x

F F

F FF
 (7) 

Уравнение (7) вместе с начальным условием ξ(tЭ) = p0 
представляют окончательный вид уравнения траекто-
рии вращательного смаза в плоскости изображения. 

3. Энергетический расчёт смазанного изображения 

Объектив строит оптическое изображение точеч-
ного источника Z в виде функции рассеяния точки 
(ФРТ), описывающей распределение потока излуче-
ния по плоскости МФП вокруг геометрического 
изображения Z'. При проектировании объективов ста-
раются сохранить однородность размеров ФРТ в фо-
кальной плоскости. При этом форма ФРТ существен-
но искажается по мере увеличения угла θ (рис. 1) 
между оптической осью и направлением на источник 
[25]. Изображения источников, расположенных на 
оптической оси объектива, как правило, имеют круг-
лую форму. Поскольку размеры ФРТ относительно 
малы и не изменяются в плоскости МФП, искажени-
ем формы ФРТ обычно пренебрегают и аппроксими-
руют её функцией Гаусса [26] 

2 2

2 2

1
( , ) exp ,

2 2

 
     A A

x y
x y  

где σA – параметр размера кружка рассеяния, который 
выбирается из условия попадания в кружок диамет-
ром dA заданной доли 0 < A < 1 потока излучения 

2

2
( , ) 1 exp ,

8

 
      

A

A

AD

d
A x y dxdy  

где DA = {(x, y): (x2+y2)1/2  dA
 /2} – область интегриро-

вания внутри кружка рассеяния. Отсюда  

.
2 2ln(1 )

 
 

A
A

d

A
 

При проектировании цифровой камеры размер пятна 
рассеяния объектива согласуется с размером ячейки 
МФП и указывается в виде квадратной апертуры раз-
мером NA×NA ячеек, которая полностью вписывается 

в кружок рассеяния. Отсюда 2A Ad aN  и 

0,5 / ln(1 )   A AaN A . Как правило, выбирают 

A = 83,8 % – доля потока излучения внутри централь-
ного максимума кружка Эйри и 

0,5 / ln 0,16A AaN    (рис. 2). 

Время экспозиции TЭ одного кадра сравнительно 
мало по сравнению с характерным временем измене-

ния яркости наблюдаемого источника, поэтому поток 
фотонов P, падающий на переднюю линзу объектива, 
можно считать постоянным. Поток P порождает в 
МФП поток электронов Pe = ηP, где 0   < 1 – коэф-
фициент пропорциональности, рассчитываемый из 
спектральной плотности мощности падающего излу-
чения, полосы пропускания объектива и квантовой 
эффективности МФП [27]. 

 
Рис. 2. Расположение кружка рассеяния ФРТ c апертурой 

NА
 = 3 относительно фотоприёмных ячеек ФПМ 

при попадании геометрического изображения Z' в позицию 
с растровыми координатами [x y]T внутри 

центральной ячейки. Центральная ячейка выделена серым 
цветом 

Если ξ – векторные координаты геометрического 
изображения в момент времени t, то поток электронов 
распределится по плоскости МФП в виде Ф(x – x, y – y). 
Скорость накопления e e ( , )I I h w   электронов в фото-
приёмной ячейке с растровыми координатами (h, w) в 
этот же момент времени 

e e ,
ˆ ( , ) ( , ) ( , ) ,h w x yI PV h w A x y x y dxdy

 

 

       (8) 

где Ah,w
 (x, y) – апертурная функция ячейки (h, w), опи-

сывающая геометрическую форму её фоточувстви-
тельной зоны; ˆ ( , )V h w  – коэффициент виньетирова-
ния для ячейки (h, w), учитывающий ослабление 
освещённости оптического изображения при больших 
углах θ. Ослабление считается постоянным в преде-
лах одной ячейки. Значение ˆ ( , )V h w  определяется ви-
ньетированием объектива и сокращением видимой 
площади входного зрачка при увеличении угла θ. Для 
сокращения записи оба указанных эффекта учитыва-
ются в одном коэффициенте ˆ ( , )V h w : 

Р

2 2 2 2 1/2

ˆ ( , ) ( , )cos ( , ),

cos ( , ) ,
( ( ) )

 

 
   

V h w V h w h w

F
h w

a h w F

 

где (h, w) – угол между оптической осью объектива 
и проективной прямой, проходящей через левый 
верхний угол ячейки (h, w) и точку S; VP(h, w)  1 – 
функция виньетирования, обусловленная исключи-
тельно оптико-механической конструкцией объектива 
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и заданная в растровых координатах, причём 
VP(h0, w0) = 1. Если не учитывать геометрический шум 
и неоднородность чувствительности отдельных ячеек, 
то апертурные функции Ah, w(x, y) можно считать оди-
наковыми 

ПА
,

( 1);
, если 

( , ) ( 1);

0, в остальных случаях;

     
       



h w

a h x a h
k

A x y a w y a w  (9) 

где h = h – hO, w = w – wO; 0 < kПА < 1 – коэффициент 
передачи апертурной функции, в котором учитывает-
ся неполное использование площади фотоприёмной 
ячейки для преобразования свет-сигнал.  

Точка ξ попадает внутрь некоторой ячейки с раст-
ровыми координатами (p, q): x = a(p – hO) + x, 
y = a(q – wO) + y, причём 0  x, y < a. Подставим 
апертурную функцию (9) в (8) c заменой переменных 

ˆ  x x a h , ˆ  y y a w : 

e ПА e

0 0

ˆ ( , )

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ,

 

       


a a

x y

I k PV h w

x ha y wa dxdy
 (10) 

где ˆ  h h p , ˆ  w w q  – смещения ячейки (h, w) от-
носительно ячейки (p, q), содержащей геометрическое 
изображение точечного источника. Из (10) видно, что 
скорость генерации зарядов в ячейке (h, w) зависит 
только от смещения ˆ ˆ( , )h w  и от координат x, y 
геометрического изображения внутри ячейки (p, q). 
Однородность модели ФРТ позволяет ввести дис-
кретную функцию от растровых координат 

0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , ) ,        ξ
a a

h w x x y y dxdy  (11) 

где ˆˆ   xx ha , ˆ ˆ    yy wa , которая показывает, 
как распределяется поток излучения по ячейкам 
внутри оптического изображения точечного источни-
ка, если его геометрическое изображение попало в 
точку  = [x y]T центральной ячейки с растровы-
ми координатами (0, 0). Начало растровых координат 
ˆ ˆ,h w  находится в левом верхнем углу ячейки (0, 0), а 
растровые координаты окружающих ячеек могут 
принимать отрицательные значения (рис. 2). Инте-
грал (11) выражается через стандартную функцию 
ошибок [26]: 

ˆ ˆ1ˆ ˆ( , , ) erf erf
4 2 2
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erf erf .
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С учётом новой функции ˆ ˆ( , , ) ξh w  выражение (10) 
перепишется в виде 

e ПА e
ˆˆ ˆ( , ) ( , , ).  ξI k PV h w h w  

Величина яркости I(h, w) пикселя цифрового изобра-
жения получается после аналого-цифрового преобра-
зования заряда, накопленного в ячейке (h, w) за время 
экспозиции TЭ: 
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 (13) 

где kАЦП – коэффициент передачи АЦП. Коэффици-
ент kАЦП связан с единицей младшего разряда (ЕМР) 
АЦП обратным соотношением ЕМР = 1/ kАЦП. При 
таком определении ЕМР измеряется в количестве 
электронов [e−]. 

4. Численный расчёт ядра смаза 
4.1. Интегрирование уравнений траектории смаза 

Трехосный гироскоп измеряет вращение камеры в 
виде компонент вектора угловой скорости ωk = ω(tk) 
либо в виде компонент вектора малого поворота за 
период измерения 

1

( ) ,
k

k

t

k
t

t dt


 θ ω  

где tk = kTГ, k = 0,1,… – дискретные моменты измере-
ния; TГ – постоянный период измерения. Измеренные 
значения содержат погрешности измерения и обозна-
чаются ω k  или θ k  соответственно. Как правило, из-
мерения гироскопа не синхронизируются c началом 
экспозиции и для получения значений угловой скоро-
сти в произвольный момент времени внутри интерва-
ла [tЭ, tЭ+TЭ] требуется интерполяция. Время экспози-
ции TЭ относительно мало, поэтому для интерполяции 
можно использовать полиномы нулевого или первого 
порядка, коэффициенты которых получаются методом 
наименьших квадратов (МНК). Для интерполяции ис-
пользуются K+1 последовательных измерений гироско-
па 0{ } ω

 K
i i  или 0{ } θ


K

i i , полученных между началом 
tH = kHTГ  tЭ и концом tK = kKTГ  tЭ+ TЭ интервала интер-
поляции [tН, tК], накрывающего интервал экспозиции 
[tЭ, tЭ+TЭ]⊂[tН, tК]. Здесь kН, kК – порядковые номера 
измерений гироскопа в начале и в конце интервала 
интерполяции; K = kK – kH; i = 0…K – индекс внутри 
обрабатываемого массива измерений; ω


i  или θ


i  – 

элементы интерполируемого массива измерений, та-
кие что 

Н ω ω
 i k i  или 

Н θ θ
 

i k i . Формулы для МНК-
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Формулы для МНК-интерполяции первого порядка 



Синтез ядра вращательного смаза в цифровом изображении с использованием измерений трехосного гироскопа  Василюк Н.Н. 

Компьютерная оптика, 2022, том 46, №5   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-1081 769 

(1) (1)
К

(1)
0

Г

(1)
0

ˆ ( ) ( ) ,

6
( 2 ) ,

2
(2 1 3 ) ,





  

  

   





ω  a b

a ω

b ω





K
K ii

K
K ii

t t t

K i
KCT

K i
C

 

или 

 

(1)
02

Г

(1)
0

Г

6
( 2 ) ,

1
(4 5) 6 ( 1) ,





  

    






a θ

b θ





K
K ii

K
K ii

K i
KCT

K K i K
KCT

 

где C = K2 + 3K + 2, ˆ ( )ω t  – интерполированный вектор 
угловой скорости камеры с выбранным порядком ин-
терполяции. 

Уравнения смаза решаются методом Эйлера в 
дискретные моменты Э

0{ } 
N

u ut , где u = 0…NЭ – номер 
узла дискретной сетки, NЭ – количество интервалов 
разбиения, причём t0 = tЭ, tNЭ = tЭ +TЭ. За один шаг раз-
биения времени экспозиции tu = tu – tu–1 геометриче-
ское изображение должно переместиться не более 
чем на половину пикселя. Для постоянного шага 
tu = tЭ = a / (2vmax), tu = t0 +utЭ, NЭ = TЭ

 / tЭ, где 
max Э Э Эˆ ˆmax{| ( ) |, | ( ) |} ω ωv F t t T  – максимальная 

скорость геометрического изображения в плоско-
сти МФП. 

Если траектория смаза вычисляется через инте-
грирование ориентации камеры, то сначала интегри-
руется уравнение (3) 

 ИСК ИСК
СКК 3 1 СКК 1

ИСК
СКК 0 3

ˆ( ) [ ] ( ),
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S I ω S

S I ω ω
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а затем, согласно (5), рассчитываются отсчёты траек-
тории смаза Э

0{ ( )} ξ ξ N
u u ut  для начальной точки p0. 

Если траектория вычисляется из дифференциального 
уравнения (7), то 

1 1 1 0 0ˆ( ) , .  


  ξ ξ M ξ ω ξ pu
u u u u

t

F
 

4.2. Интегрирование яркости пикселей в цифровом 
изображении смаза 

Непрерывное значение δξ дискретезируется внут-
ри ячейки на двумерной квадратной сетке размером 
NС×NС с координатами узлов aC[i  j]T, aC = a / NC, 
где i, j = 0,…, NC

 –1 – двумерные индексы узлов 
(рис. 3). Дискретные индексы для точки δξ:  

С
С С

floor , floor , ,
   

          
yxi j n iN j

a a
 (14) 

где 2
С0... 1 n N  – одномерный индекс для двумер-

ной пары индексов (i, j) = mod (n, NC). При внутрияче-
ечной дискретизации значение функции (12) в точке 
δξ заменяется её значением в узле с индексами (14):  

T
С

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , [ ] ) ( , ).nh w h w a i j h w      ξ  

 
Рис. 3. Расположение узлов внутриячеечной дискретизации 
для NС = 4: черные круги – узлы ячейки (h, w); серые круги – 
узлы ячейки (h+1, w); черные квадраты – узлы ячейки 

(h, w+1); серый квадрат – узел ячейки h+1, w+1) 

Большая часть объёма под Гауссовой аппрокси-
мацией ФРТ сосредоточена в ограниченной окрест-
ности её максимума, поэтому каждую функцию 

ˆ ˆ( , )n h w  можно приблизить двумерной квадратной 
матрицей размера NФ×NФ, отбросив малые значения 

ˆ ˆ( , )n h w : 

ˆ ˆˆ ˆ( , ),  если ( , ) trˆ ˆ( , ) ,
ˆ ˆ0,  если ( , ) tr

n n
n

n

h w h w
h w

h w





   
 

 
 

где 0 < trФ< 1 – порог отбрасывания. С практической 
точки зрения размер NΦ удобно назначать нечётным и 

одинаковым для всех матриц 
2
С 1
0

ˆ ˆ{ ( , )} 
 N

n nh w . При не-

чётном NΦ значение (0,0) n  находится в центре 

квадратной апертуры NФ×NФ. Величина NΦ устанав-
ливается не меньше, чем максимальная длина строки 
или столбца ненулевых элементов среди всех матриц 

2
С 1
0

ˆ ˆ{ ( , )} 
 N

n nh w , после чего эти матрицы дополняются 

нулями до одинакового размера NФ×NФ. Так как объ-

ем под непрерывной ФРТ ˆ ˆ( , , ) ξh w  равен единице, 

матрицы 
2
С 1
0

ˆ ˆ{ ( , )} 
 N

n nh w  тоже нормируются к единице 

/2 /2

/2 /2
ˆ ˆ

ˆ ˆ( , )ˆ ˆ( , ) ,
ˆ ˆ( , ) 

  


 

 



n

n N N
nl N m N

h w
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где NФ/2= 0,5(NФ–1). 

Матрица ˆ ˆ( , )n h w  представляет собой дискрет-

ную ФРТ при попадании геометрического изображе-
ния в узел внутриячеечной сетки с индексом n 
(рис. 4). Каждому дискретному отсчёту u траектории 
смаза соответствуют растровые координаты пикселя 
(pu, qu), в который попал этот отсчёт: xu= a(pu

 – hO) + xu, 
yu

 = a(qu
 – wO) + yu. Индексы Э

0{ , , } 
N

u u u up q n  всех дис-

кретных ФРТ на дискретной траектории смаза рас-
считываются из значений Э

0{ } ξ N
u u согласно (14). Яр-
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кость (13) пикселя с растровыми координатами (h, w) 
выражается через дискретные ФРТ: 

Э

ПА АЦП Э e

1

0

( , )

ˆ( , ) ( , ) .




  

    u

N

n u u
u

I h w k k t P

V h w h p w q
 (15) 

«Смазанное» цифровое изображение точечного 
источника, начинающееся в произвольном пикселе с 
растровыми координатами (p, q), полностью содер-
жится в некоторой прямоугольной области 
C(p, q) = {(h, w): hB h  hH, wЛ  w  wП}, накрываю-
щей все ненулевые значения (15), причём p0 = p, 
q0 = q. Область C(p, q) содержит внутри себя пиксель 
(p, q), а её границы внутри полноразмерного растра 
задаются номерами верхней hВ (начальной) и нижней 
hН (конечной) строк и номерами левого wЛ (начально-
го) и правого wП (конечного) столбцов. Размеры об-
ласти C (p, q) зависят от координат (p, q) начального 

пикселя и от параметров вращения камеры и состав-
ляют HЯ×WЯ пикселей, где HЯ

 = hH
 – hB

 +1, WЯ
 = wП

 –
 wЛ

 +1. Ядро смаза в пикселе (p, q) получается из (15) 
в два этапа. Сначала выделяются компоненты, зави-
сящие только от геометрии смаза: 

Э 1

0

ˆ( , ; , ) ( , ) ( , ) ,




   
u

N

n u u
u

H h w p q V h w h p w q  

причём ( , ; , ) 0,H h w p q   если hB h  hH и wЛ w  wП; 
( , ; , ) 0H h w p q  в остальных случаях. Затем выде-

ленные компоненты нормируются к единичной сумме 
для получения окончательного вида искомого ядра 
смаза H (h, w; p, q)  

К К

Н Н

[1]

1 1
[1]

0 0

( , ; , )
( , ; , ) ,

( , ; , ) ( , ; , ).
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а)     б)     в)  
Рис.4. Негативные изображения дискретных ФРТ для n = 0 (a), n = 10 (б) и n = 15 (в) при NС = 4, NΦ

 = 7 и trΦ = 0,01. Белый 
круг – узел сетки внутрипиксельной дискретизации, для которого рассчитана дискретная ФРТ. Центральный пиксель ФРТ 

выделен белой рамкой. Внутри ячеек указаны значения коэффициентов дискретной ФРТ 

Для каждого начального пикселя ( p, q) нужно инди-
видуально вычислять не только значения коэффици-
ентов H(h, w; p, q), но и пределы изменения [hB, hH] и 
[wЛ, wП] внутриядерных индексов, поэтому ядро смаза 
неоднородно в плоскости оптического изображения. 
Ядро можно рассматривать как импульсную реакцию 
двумерного неоднородного КИХ-фильтра, согласо-
ванного со смазом, начавшимся в пикселе с растро-
выми координатами (p, q). Свертка смазанного изоб-
ражения 1, 1

0, 0{ ( , )}  
 

H W
h wI h w  с неоднородным согласован-

ным фильтром записывается в общем виде 

1 1

0 0

ˆ( , ) ( , ; , ) ( , )
 

 

 
H W

p q

I h w H h w p q I p q . 

Далее будут найдены специальные условия, при ко-
торых удаётся построить однородное ядро смаза. Для 
таких условий форма, размеры и расположение 
начального пикселя (p, q) внутри границ [hB, hH] и 
[wЛ, wП] ядра не зависят от координат начального 
пикселя: 

Н В П Л

В В Н Н

Л Л П П

const, const,

const, const,

const, const.

   
       
       

h h w w

h p h h h p

w q w w w q

 

Свертка для однородного ядра принимает привычную 
форму 

Н П

В Л

1 1

0 0

ˆ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

 

 

 

 

   

  



 

H W

p q

h w

l h m w

I h w H h p w q I p q

H l m I p l q m

 

5. Анализ уравнения и пример синтеза ядра 
вращательного смаза 

Величина || ограничена геометрическими разме-
рами МФП, причём max|| = rМФП

  F и уравнение (7) 
можно рассматривать с точностью до членов первого 
порядка относительно векторных координат. После 
простой замены независимой переменной t  t + tЭ, 
переводящей интервал [tЭ, tЭ +TЭ] в интервал [0, TЭ], 
линеаризованное уравнение (7) приобретает вид 

0

0
, (0) ,

0

    
         

ξ ξ ξ p z y

z x

F  (16) 

где rМФП – максимальное расстояние от точки O до 
границы МФП. Если угловая скорость вращения ка-
меры во время экспозиции постоянна или интерполи-
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руется нулевым порядком, то (16) превращается в си-
стему линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами. Такая система решается 
аналитически для z

 ≠ 0: 

  Т

0 2( ) ( ) ( ) ,z z x y
z

F
t t t      

ξ R p R I  (17) 

и для z
 = 0 

T
0( ) [ ] .y xt tF   ξ p  (18) 

Матрица  

cos sin
( )

sin cos 
  

    
R

z z
z

z z

t t
t

t t
 

задаёт поворот в плоскости изображения (вокруг оси 
zСКК), возникающий при z

 ≠ 0, причём 

 2 2
0 0

0 1
lim ( ) , lim ( ) / .

1 0   

 
         

R I R I
z z

z z zt t t   

То есть решение (17) в пределе z0 переходит в 
решение (18). Аналитическое решение позволяет 
приближённо представить траекторию  вращатель-
ного смаза в виде комбинации  = ЛИН + ПВР линей-
ного ЛИН и поворотного ПВР смазов. Линейный смаз 

 ЛИН 2( )
    

         
ξ R I

x y
z

y xz

F
t tF   

возникает вследствие вращения камеры вокруг оси, 
параллельной фокальной плоскости. В первом при-
ближении этот смаз не зависит от расположения 
начального пикселя, т.е. его можно считать однород-
ным. Поворотный смаз  

ПВР 0 0 0

0 1
( )

1 0

 
   

 
ξ R p p pz zt t  

возникает при вращении камеры вокруг оптической 
оси объектива. Величина этого смаза зависит от уда-
ления начального пикселя от точки O. Поворотный 
смаз является основной причиной неоднородности 
вращательного смаза.  

Камера имеет различную чувствительность к сма-

зам: скорость ЛИН| |ξ  линейного смаза практически 

однородна в фокальной плоскости; максимальная 

скорость ПВР МФП| | ξ zr  поворотного смаза проявля-

ется только на краю поля зрения. Если исключить из 
рассмотрения специальные широкоугольные объек-
тивы, то для практически значимых камер техниче-
ского зрения rМПФ

  F и доминирующей компонентой 

смаза при 2 2 1/2( )  z y x будет линейный смаз. Если 
2 2 1/2( )  z y x , то доминирующим будет поворот-

ный смаз. 
Если угловая скорости вращения камеры постоян-

на и 2 2 1/2( )  z y x , то на изображении возможно 

появление стационарной точки, в которой не будет 
вращательного смаза (линейный и поворотный смаз 
скомпенсируют друг друга). Векторные координаты 
этой точки находятся из решения уравнения, полу-
ченного приравниванием правой части (7) к нулю 

2 2

2 2

( )1
.

( )

 

       

              

x y x x yy

y x x y yx z

F

FF
 

Если эта система уравнений совместна, то координа-
ты стационарной точки получаются методом простых 
итераций с начальным приближением, взятым из (16): 
x0 = –Fx

 / z, y0 = –Fy
 / z. 

Синтез ядра вращательного смаза выполним для 
одного кадра, полученного при постоянной угловой 
скорости камеры  = [– 0,08  0,08  10]T градус /с с 
временем экспозиции TЭ = 0,2 с и периодом измере-
ний гироскопа TГ = 0,005 с. Параметры камеры: 
F = 10 см, a = 4 мкм, H = W = 1024 пикселей. Дискрет-
ные ФРТ рассчитывались в соответствии с парамет-
рами рис. 4. На рис. 5 показаны синтезированные яд-
ра смаза, для наглядности рассчитанные с шагом 
100 пикселей по вертикали и горизонтали. 

 
Рис. 5. Негативное изображение ядер смаза в плоскости 
растра. Черный круг – стационарная точка вращательных 
смазов. Рамкой в левой верхней части рисунка выделено 

ядро, увеличенное на рис. 6 

При выбранных параметрах модели проявляются 
все эффекты вращательного смаза, описанные выше. 
Т.к. 2 2 1/2( )  z y x , доминирующим является по-
воротный смаз, длина которого увеличивается к пе-
риферии МФП. Множество ядер смаза имеет выражен-
ную стационарную точку с растровыми координатами 
[712  312]T, отмеченную черным кружком. В правой 
верхней части рис. 5 чёрной рамкой выделено ядро сма-
за, начинающееся в пикселе [400  700]T. Увеличенное 
изображение ядра, на которое наложены начальная точ-
ка и траектория смаза, показано на рис. 6. 

Заключение 

Предложенный алгоритм позволяет синтезировать 
ядро вращательного смаза в цифровых изображениях 
за счёт использования измерений трехосного гиро-
скопа, скреплённого с камерой. Никакой цифровой 
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обработки смазанного изображения для синтеза ядра 
смаза не требуется. Алгоритм естественным образом 
учитывает неоднородность ядра смаза внутри растра. 
Такой алгоритм может быть полезен в задачах кор-
рекции смаза в зашумлённых изображениях с не-
большим числом структурных элементов. Ядро смаза 
можно рассматривать как импульсную реакцию со-
гласованного КИХ-фильтра в задачах обнаружения 
изображений слабосветящихся точечных объектов на 
фоне случайных шумов. 

 
Рис. 6. Негативное изображение ядра смаза, 

начинающегося в пикселе [400 700]T, на которое наложена 
траектория смаза (белая линия). Белый круг – начальный 

пиксель траектории 

Синтез ядра вращательного смаза основан на ин-
тегрировании Гауссовой аппроксимации ФРТ вдоль 
траектории смаза. Траектория смаза рассчитывается 
двумя способами. В первом способе сначала опреде-
ляется последовательность матриц ориентации каме-
ры, рассчитанных в узлах траектории смаза внутри 
интервала экспозиции. Затем для каждого узла траек-
тории при помощи полученной последовательности 
матриц выполняется проективное преобразование ко-
ординат начального пикселя. Второй способ расчёта 
траектории смаза состоит в решении системы из двух 
нелинейных дифференциальных уравнений без про-
межуточного определения матрицы ориентации. 

Последовательность матриц ориентации получа-
ется в результате решения системы из девяти линей-
ных дифференциальных уравнений, связанных ше-
стью условиями нормировки. Число дифференциаль-
ных уравнений в системе можно сократить до трёх 
нелинейных или четырёх линейных, если задавать 
ориентацию камеры соответственно в виде трёх углов 
Эйлера или четырёх коэффициентов нормированного 
кватерниона. Однако такой подход не даёт особого 
выигрыша в количестве вычислительных операций, 
так как в каждом узле траектории из выбранных па-
раметров ориентации всё равно приходится рассчи-
тывать матрицу ориентации для выполнения проек-
тивного преобразования. 

В первом способе расчёта траектории смаза по-
следовательность матриц рассчитывается только один 
раз и применяется для преобразования всех началь-

ных пикселей. Во втором способе система уравнений 
смаза решается индивидуально для каждого началь-
ного пикселя, так как координаты этого пикселя при-
нимаются в качестве начальных условий. Если обра-
батывается кадр большого формата, то эффективней 
будет первый способ – достаточно один раз решить 
систему уравнений ориентации и для каждого пиксе-
ля выполнить последовательность вычислительно 
простых проективных преобразований. Для обработ-
ки небольшой зоны интереса, построенной вокруг 
предполагаемого изображения точечного объекта, 
выгодней будет второй способ. Пороговые размеры 
зоны интереса, определяющие выбор между двумя 
способами расчёта траектории, зависят от техниче-
ских параметров конкретной реализации алгоритма – 
типа вычислительной платформы, способа програм-
мной реализации, настроек компилятора и т.д. 
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Synthesis of the rotational blur kernel in a digital image using measurements 
of a triaxial gyroscope 
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Abstract  

A method for calculating of a blur kernel arising from the rotation of a digital camera is pro-
posed. The rotation is measured with a three-axis gyroscope attached to the camera. Differential 
equations of a continuous trajectory of the rotational blur starting from a selected pixel are ob-
tained. These equations are presented both in the form of an explicit system of differential equa-
tions for the blur curve in the focal plane and in the form of a matrix equation for the increment of 
the camera attitude. An expression is given for the integral of the energy illumination from a point 
light source along the continuous blur trajectory. The integral takes into account the point spread 
function and the aperture functions of individual photosensitive cells of the photodetector array. 
The calculation of the integral values for all photosensitive cells illuminated with the point source 
gives a discrete kernel of rotational blur starting at the selected pixel. Algorithms for the numerical 
integration of the blur equations are described. The analysis of the blur equations are carried out, 
characteristic features of the kernels are highlighted and their non-homogeneity is shown, with the 
kernels of rotational blur revealed not to coincide with each other for different pixels. An example 
of the synthesis of the blur kernels for given rotation parameters of the digital camera is given. 
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