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Аннотация 

Обратимые целочисленные преобразования имеют большое значение для алгоритмов 
сжатия без потерь. Для выполнения обратимой декорреляции цветовых каналов предло-
жен алгоритм вычисления параметров обратимого целочисленного преобразования, ап-
проксимирующего такие непрерывные отображения, как дискретное преобразование Ка-
рунена–Лоэва. Предложен способ оценивания ошибок аппроксимации, позволяющий вы-
брать оптимальную аппроксимацию исходного преобразования, минимизирующую эти 
ошибки. На примере формата файлов MRG, предназначенного для хранения больших 
объёмов целочисленных растровых данных, показано, что после применения декорреля-
ции получается повысить степень сжатия многоканальных растровых изображений при 
использовании алгоритма сжатия без потерь. 
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Введение 

Разработанный в ИДСТУ СО РАН формат MRG 
(Multi Resolution Grid) [1], предназначенный для 
представления без потери информации растровых 
данных большого объёма, был адаптирован для хра-
нения многоканальных изображений. Для каждого 
блока изображения данные нескольких каналов по-
следовательно размещаются в памяти, что позволяет 
использовать для их обработки алгоритмы, разрабо-
танные для одноканальных изображений. Кроме того, 
разделение каналов в памяти повышает эффектив-
ность использования алгоритмов сжатия, поскольку 
при этом рядом оказываются более близкие данные, 
что особенно важно для применяемых в формате 
MRG способов сжатия разностных целочисленных 
последовательностей [2]. Эффективность этих алго-
ритмов зависит от того, насколько близко к нулю бу-
дут находиться получаемые разности. 

Дальнейшее улучшение результатов сжатия может 
быть получено за счёт учёта сходства разных цвето-
вых каналов. Действительно, если визуально срав-
нить два канала одного изображения, то легко заме-
тить сходство между ними: области высокой и низкой 
яркости на таких изображениях будут в основном 

находиться на одних и тех же местах, т.е. эти изобра-
жения обычно сильно коррелированы. Таким обра-
зом, должно быть возможно улучшить степень сжа-
тия по сравнению с независимой упаковкой каналов 
за счёт учёта этой корреляции. 

В данной работе рассматривается подход, осно-
ванный на использовании декорреляции цветовых 
каналов, при которой вектора цвета переводятся в 
другое цветовое пространство, наиболее подходящее 
для обрабатываемых данных. В этом цветовом про-
странстве результирующие каналы уже не являются 
коррелированными, за счёт чего снижается разброс 
значений для большинства из них. 

При этом все рассматриваемые алгоритмы сжатия 
работают без потерь, поэтому преобразование декор-
реляции цветовых каналов также должно быть обра-
тимым. В работе рассматривается универсальный под-
ход, позволяющий построить обратимое целочислен-
ное преобразование на основе непрерывного линейно-
го преобразования над действительными числами. 

Заметим, что, с одной стороны, от обратимого 
преобразования F(x) требуется только, чтобы выпол-
нялось F(–1)(F(x))  x для обрабатываемых целочис-
ленных векторов x, т.е. при этом не требуется такая 
же обратимость F(–1)(x), т.к. нам достаточно, чтобы 
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можно было восстанавливать x после преобразования. 
С другой стороны, нас не устраивают тривиальные 
решения, увеличивающие норму F, когда, например, 
за счёт умножения матрицы с рациональными коэф-
фициентами на общий знаменатель этих коэффици-
ентов мы заменим матрицу преобразования на цело-
численную, поскольку таким способом мы увеличи-
ваем диапазоны результирующих значений, что мо-
жет пропорционально увеличить объём получаемых 
данных при использовании рассматриваемых алго-
ритмов сжатия. 

Предложен способ оценки ошибки округления по-
лучаемого целочисленного преобразования и алго-
ритм выбора наилучшего варианта дискретизации 
преобразования, минимизирующего эту ошибку. 

1. Примеры обратимых целочисленных 
преобразований 

При создании алгоритмов сжатия без потерь и со-
ответствующих форматов файлов, в которых выполня-
ется преобразование целочисленных векторов, напри-
мер, значений цветовых каналов, разработчики давно 
используют обратимые целочисленные преобразова-
ния, которые в какой-то степени аппроксимируют не-
прерывные. Хотя эти аппроксимации могут быть очень 
грубыми, их использование даёт ощутимый эффект. 
Рассмотрим примеры таких преобразований. 

1.1. Преобразование цветов в JPEG 2000 

Известный пример простого обратимого целочис-
ленного преобразования используется, например, в 
формате JPEG 2000 [3]. Когда в этом формате приме-
няется сжатие без потерь, требуется обратимость 
преобразования цветового пространства. В докумен-
тации по формату описывается "Reversible multiple 
component transformation" (RCT) – прямое преобразо-
вание цветового пространства RGB: 

Yr = ⌊(R +2G + B) / 4⌋; Ur = R − G; Vr = B – G, (1) 

которому соответствует следующее обратное преоб-
разование ("Inverse RCT"): 

G = Yr − ⌊(Ur + Vr) / 4⌋; R = Ur + G; B = Yr + G. 

Легко увидеть, что это преобразование действи-
тельно является обратимым, поскольку 

⌊(Ur + Vr) / 4⌋ = ⌊(R – 2G + B) / 4⌋ =  
= ⌊(R + 2G + B) / 4⌋ − G = Yr – G. 

Преобразование YrUrVr является довольно грубой 
аппроксимацией точных формул для перехода от цве-
тового пространства RGB в цветовое пространство 
YCrCb, задаваемых стандартом CCIR 601 и его более 
актуальными версиями [4]: 

Y = 0,299R + 0,587G + 0,114B, 
Cr = 0,5𝑅 – 0,4187G – 0,0813B + 128, 
Cb = − 0,1687R – 0,3313G + 0,5B + 128. 

А именно: Ur аппроксимирует 2Cr, а Vr – 2Cb, в 
которых коэффициенты округляются до ближайшего 
целого (при этом меньшие коэффициенты обнуляют-
ся). На самом деле точные формулы CCIR 601 также 
используются в JPEG 2000 при сжатии с потерями и 
обозначаются в стандарте аббревиатурой ICT (irre-
versible component transformation). 

Из того, что в формате JPEG 2000 используется 
настолько грубое приближение желаемого преобра-
зования цветового пространства, можно сделать вы-
вод, что разработчикам этого формата не были из-
вестны более эффективные способы построения об-
ратимых целочисленных аппроксимаций непрерыв-
ных преобразований. 

1.2. Новое обратимое преобразование 
 для спутниковых снимков 

После анализа матрицы декорреляции для кон-
кретного спутникового снимка для этой матрицы 
удалось вручную найти новое обратимое преобразо-
вание цветового пространства, которое больше под-
ходит для таких данных: 
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.

           
 

Cr R G B Cr R B G

Cr B R
 (2) 

Соответствующее обратное преобразование: 
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Покажем, что преобразование (3) является обрат-
ным для (2). 

Теорема 1. Преобразование цветового простран-
ства для спутниковых данных (2) обратимо, его об-
ратное преобразование задаётся формулой (3). 

Доказательство. Будем рассматривать операцию 
  как округление вниз, а значения вида X mod D бу-
дем считать всегда положительными, т.е., например, 
– 5 mod 3 = – 2 + 3 = 1, а не – 2. Тогда 

 / mod / .   X D X X D D  
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На самом деле для получения таких обратимых 
преобразований нужна определённая удача. Этот 
процесс не может выполняться на регулярной основе, 
кроме того, в данном примере, так же как и для RCT 
из JPEG 2000, требуется существенно исказить ап-
проксимируемое преобразование, чтобы получилось 
его обратить. 

2. Основные принципы предлагаемого подхода 

Сначала рассмотрим основные идеи, лежащие в 
основе предлагаемого подхода: использование преоб-
разования Карунена–Лоэва для декорреляции цвето-
вых каналов и общую схему дискретизации непре-
рывных преобразований. 

2.1. Получение непрерывного преобразования 
 для декорреляции цветовых каналов 

Главные компоненты изображения можно найти 
при помощи дискретного преобразования Карунена–
Лоэва (ДКЛ): построения ковариационной матрицы и 
вычисления её собственных векторов [5]. После пере-
хода в эту систему координат цветовые компоненты 
оказываются некоррелированными, что устраняет из-
быточность информации и способствует сокращению 
числа бит, используемых для представления второ-
степенных цветовых каналов за счёт небольшого уве-
личения средней битовой глубины главного канала. 
Однако элементы матрицы преобразования оказыва-
ются действительными числами, что требует исполь-
зования округления для получения целочисленных 
результатов и не позволяет в общем случае рассчиты-
вать на обратимость преобразования. 

2.2. Получение обратимого 
 целочисленного преобразования на базе непрерывного 

Для обратимого поворота растрового изображения 
на угол a широко известна схема лифтинга [6]: 

1 0
cos sin

1 cos
1sin cos

sin

1 0
1 sin

.1 cos
10 1

sin

 
               

 
             

 (4) 

Здесь представлен один из её вариантов. Эта схе-
ма вычислений позволяет заменить поворот на ряд 
последовательных сдвигов вдоль осей координат, где 
величина сдвига вычисляется без участия изменяемой 
координаты, что позволяет выполнять вычисление и 
округление величины сдвига в ходе как прямого, так 
и обратного преобразований, имея в распоряжении 
все необходимые входные данные. 

Этот подход можно обобщить для построения об-
ратимых целочисленных аппроксимаций произволь-
ных непрерывных преобразований при том условии, 

что преобразование может быть представлено в необ-
ходимой для его применения форме. Рассмотрим ос-
новную идею подхода в несколько более общей фор-
ме, чем то, как это было изначально предложено в [7]. 

Непрерывное преобразование  y F x  должно 
быть представимо как последовательность шагов сле-
дующего вида: 
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где ki
  , ki

 ≠ 0 и y0 – вспомогательное промежуточ-
ное значение, не входящее в результирующий вектор 
y . Скорее всего, коэффициенты ki

 {–1; 1}, посколь-
ку иначе будет расширен диапазон значений yi, что 
неблагоприятно скажется на последующем сжатии 
соответствующей последовательности. 

Тогда получится определить обратимую целочис-
ленную аппроксимацию  y F x   исходного непре-
рывного преобразования, где оба вектора x  и y  яв-
ляются целочисленными: 
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здесь скобки [ ] обозначают некоторую операцию 
округления, например round, ceil, floor. 

В результате получится обратить целочисленное 
преобразование, выражая из равенств значения 0y  и xi и 
меняя порядок выполнения вычислений на обратный: 
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Обращение преобразования таким образом становит-
ся возможным благодаря тому, что fi зависит лишь от 
значений, доступных как при прямом, так и при об-
ратном порядке вычислений, и не зависит от xi и iy . 
Хотя рассматриваемый подход не делает никаких 
предположений о виде функции fi и может быть при-
менён для произвольных нелинейных преобразова-
ний, далее будем использовать только линейные, по-
скольку только это требуется в данной задаче. 

Хотя при abs (ki) > 1 обратное преобразование 
перестаёт быть целочисленным, поскольку для зна-
чений 
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 0 1 1 1,..., , ,..., ,       i i i i ny f y y x x  

которые не делятся на ki, оно даёт не целые xi, это не 
делает  F x  необратимым, т.к. для  iy F x   де-
лимость этих выражений на ki обеспечена. 

Заметим, что величина ошибки целочисленной 
аппроксимации dy y y   складывается из ошибок 
округления fi и ошибок, вызванных заменой на iy  в 
аргументах fi . Далее мы проанализируем этот вопрос 
более подробно. 

3. Представление линейного преобразования  
как последовательности сдвигов 

по одной из координат 

Теперь покажем конструктивно, каким образом 
линейное преобразование может быть аппроксимиро-
вано по общей схеме (6). 

3.1. Элементарные обратимые матрицы 

Для получения обратимого целочисленного пре-
образования, близкого к матрице перехода к главным 
компонентам, был адаптирован подход, описанный в 
[7]. В этой работе вводится понятие элементарных 
обратимых матриц (ERM – elementary reversible ma-
trices). Задаваемые этими матрицами преобразования 
могут быть вычислены обратимо. Рассматриваются 
треугольные элементарные обратимые матрицы 
(TERM – triangular elementary reversible matrices) и 
однострочные элементарные обратимые матрицы 
(SERM – single-row elementary reversible matrices). 

Матрицы вида SERM отличаются от тождествен-
ной матрицы I только значениями недиагональных 
ячеек одной строки и, возможно, знаком соответ-
ствующего диагонального элемента. Таким образом, 
такие матрицы задают линейный сдвиг вдоль одной 
из координат, величина которого не зависит от самой 
этой координаты. Именно это требуется для того, 
чтобы можно было применить ранее рассмотренный 
подход для получения обратимого целочисленного 
преобразования. 

В работе [7] доказано, что матрицу A размерности 
n×n с det A = ±1 можно разложить в произведение 
матрицы перестановки строк P и n +1 матрицы вида 
SERM. При доказательстве используется промежуточ-
ное разложение на треугольные матрицы вида TERM, и 
это доказательство не получается использовать как 
непосредственное руководство к действию для написа-
ния алгоритма SERM-факторизации. Поэтому далее 
рассмотрим альтернативное конструктивное доказа-
тельство аналогичной теоремы, которое описывает кон-
кретный алгоритм SERM-факторизации. 

3.2. Алгоритм факторизации 
 на матрицы сдвига по одной координате 

Покажем конструктивно, что для матрицы A раз-
мерности n×n с определителем по модулю, равным l, 
можно построить разложение на n + 1 матрицу сдвига 

вдоль осей системы координат B (i) с единичными по 
модулю элементами на диагонали и единственной 
ненулевой строкой: 

     1 0 ,...    n
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(9) 

Здесь матрица PL задаёт перестановку строк, а PR – 
столбцов, в итоге получаем матрицу M – результат 
перестановки строк и столбцов матрицы A. 

В матрицах B(i) используются коэффициенты 
ki {–1, 1}, i {1..n}, которые могут изменять направ-
ление i-й оси. Для заданных значений ki выбираем k0 
так, чтобы выполнялось: 

0

det det 1.
n

i L R

i

k M P AP


     (10) 

Необходимость использования отрицательных значе-
ний ki мы покажем позже при рассмотрении примера 
с лифтингом матрицы поворота в параграфе 5.1. На 
самом деле, если использовать знаки ki, i {1..n}, то 
можно всегда задавать k0 = 1, поскольку изменение 
знака k0 можно выполнить путём изменения знака 
всех bin для i {1..n} и kn. Всё же далее мы рассмот-
рим общий случай с выбором знака и у k0. 

В матрицах сдвига B (i) для i {1..n} от строк еди-
ничной матрицы отличается только i-я (и n-я у B (0)). 
Таким образом, при использовании такого разложе-
ния за один шаг выполняется изменение одной из ко-
ординат. Всего происходит n +1 пересчёт координат, 
что потребует n +1 округления при выполнении цело-
численной аппроксимации. Каждая комбинация пере-
становки строк и столбцов и выбора знаков ki опреде-
ляет свой способ разложения. Эти способы разложе-
ния отличаются порядком вычисления результирую-
щих координат (зависит от перестановки строк), вы-
бором исходных координат, соответствующих ре-
зультирующим (зависит от перестановки столбцов), а 
также тем, происходит ли при этом изменение знака 
координаты (знак ki). 

Теорема 2. Каждому сочетанию результата пе-
рестановки строк и столбцов M = PLAPR и выбора 
знаков ki{–1, 1}, i{1..n} может соответствовать 
способ факторизации на n +1 матрицу сдвига по од-
ной координате. 
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Доказательство. Для начала дадим общие сооб-
ражения, подтверждающие возможность решения 
рассматриваемой задачи. Рассмотрим преобразование 
y = M x. Обратим внимание, что пространство матриц 
M имеет размерность n2 –1 (поскольку матрица зада-
ётся в n2-мерном пространстве значений элементов 
ограничением на величину детерминанта). Простран-
ство коэффициентов bij также имеет размерность 
(n +1) (n –1) = n2–1. Таким образом, размерности двух 
рассматриваемых пространств совпадают при любом 
n. Поскольку |det B (i)| = 1, равенство модуля определи-
теля произведения матриц единице с необходимым 
знаком обеспечивается по построению с использова-
нием условия (10) посредством выбора знака элемен-
та со значением k0 матрицы B (0). 

Покажем, как может быть найдено сдвиговое раз-
ложение матрицы M. Обозначим 

1

0 0

1

,
n

j j n

j

v b x k x




   (11) 

n-я координата вектора после применения B(0). 
Дальше начинают вычисляться координаты ре-

зультирующего вектора y. 
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при этом, с другой стороны, 
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.
n

i ij j
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y m x


   

Сравнивая коэффициенты при xj в двух выражениях 
для y1, получаем: 
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Из последнего равенства находим b1n, после чего из 
первого находится b01, а остальные равенства стано-
вятся линейными по ещё не известным b0j и b1j (здесь 
и далее ещё не известные коэффициенты выделены 
жирным шрифтом). Эти остальные равенства будут 
использованы для вычисления b1j после нахождения 
значений b0j на следующих шагах (см. далее (20)). 

Далее рассмотрим i-й шаг: 
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Здесь в качестве значений yj сразу используем выра-
жения с коэффициентами из матрицы M. Группируя 
слагаемые с xj, получим: 

1 1 1

0 0

1 1 1

1 1 1

0 0

1 1 1

.

i i i

i il lj in j j il li in i i i

j l l
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(15) 

Если предположить, что по результатам анализа вы-
ражений для yj для j<i нам уже известны значения для 
b0j для j < i, то по первому и последнему слагаемым в 
выражении (15) для yi получим систему из i линейных 
уравнений: 
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для i неизвестных: bil для l{1..i – 1} и bin. 
После решения этой системы второе слагаемое в 

выражении (15) даёт уравнение: 
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Отсюда 
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Таким образом, предположение индукции о воз-
можности найти b0j для j < i по результатам анализа 
выражений для yj для j < i распространяется и на i. За-
метим, что база индукции также выполнена, т.к. по 
результатам анализа y1 было вычислено значение b01 . 

Из третьего слагаемого в выражении (15) получим: 
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      j ijb b
i
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l
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После подстановки в эти равенства вычисленных 
значений bil для l{1..i – 1} и bin они позволяют выра-
зить ещё не известные bij (этими выражениями можно 
будет воспользоваться после вычисления b0j): 
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Также теперь после вычисления b0i можно опреде-
лить ещё не вычисленные значения bij с использова-
нием второго равенства из (13) (даёт уравнение для 
j = 1) и части равенств (19) для ранее выполненных 
шагов (дают уравнения для j{2..i – 1}): 
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Наконец, на n-м шаге: 
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Аналогично общему случаю, группируя слагае-
мые с xj, получим: 

1 1 1

0 0

1 1 1

.
  

  

   
      

   
  
n n n

n nl lj n j j nl ln n n

j l l

y b m k b x b m k k x  (22) 

Отсюда следует система из n линейных уравнений: 
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для поиска n – 1 неизвестного bnl для l{1..i – 1}. Т.е. 
одно из этих уравнений будет лишним, а система – 
избыточной. Это происходит из-за того, что условие 
(10) на знак det M выполняется автоматически в силу 
строения матриц, участвующих в разложении. 

Поскольку при избыточности системы сразу не 
ясно, какое из уравнений лишнее, такую систему 
необходимо решать именно как переопределённую с 
использованием соответствующих алгоритмов, при-
нимающих на вход прямоугольную матрицу. Напри-
мер, можно применить метод Гаусса с выбором глав-
ного элемента для прямоугольных матриц. 

После нахождения значений bnl из (23) также тре-
буется найти последние ещё не вычисленные коэф-
фициенты по формуле (20). 

Таким образом, при условии, что все рассматрива-
емые системы линейных уравнений будут разреши-
мыми и коэффициенты, на которые происходит деле-
ние в ряде формул, не будут равны 0, будут вычислены 
все коэффициенты матриц линейных сдвигов по одной 
координате, используемые в разложении. При этом все 
эти коэффициенты определяются однозначно. 

Табл. 1. Порядок вычисления коэффициентов  
для матрицы 5×5 

B 1 2 3 4 5 
0 1 2 3 4 k0 
1 k1 2 3 4 1 
2 2 k2 3 4 2 

3 3 3 3k  4 3 

4 4 4 4 k4 4 
5 5 5 5 5 k5 

Но здесь возможен и отрицательный результат, 
когда для данного порядка вычислений решение не 
получится найти из-за деления на 0 или неразреши-
мости системы линейных уравнений. Поэтому в фор-
мулировке теоремы содержится фраза «может соот-
ветствовать». ◻ 

В табл. 1 показан порядок вычисления коэффици-
ентов матрицы B на примере расчётов для матрицы M 
с размерностью 5×5. Цифра в ячейке таблицы – номер 
шага алгоритма, на котором эта ячейка вычисляется; 
ki в ячейке означает, что её значением является ki, ко-
торое известно ещё до начала работы алгоритма. 

4. Поиск наилучшего способа вычислений 

Напомним, что матрица M = PLAPR, т.е. она явля-
ется результатом перестановки строк и столбцов мат-
рицы A. Кроме того, на получаемые выражения влия-
ет выбор знаков ki. Таким образом, остаётся вопрос о 
поиске наилучшего способа вычисления коэффици-
ентов bij. Более качественным будем считать такое 
разложение матрицы, которое минимизирует средне-
квадратичное отклонение значений целочисленного 
преобразования от исходного непрерывного. Таким 
образом, для небольших размерностей можно выпол-
нить полный перебор всех 2n (n!)2 вариантов. В част-
ности, если в ходе вычислений возникает деление на 
0, то это означает, что просто требуется рассмотреть 
другой вариант порядка переменных и равенств. 

4.1. Среднеквадратичная ошибка округления 

Рассмотрим способ оценивания среднеквадратич-
ного отклонения результатов целочисленного преоб-
разования от результатов непрерывного. Обозначим 
через v целочисленную версию v. Здесь и далее [x] 
обозначает округление x, а {x} = [x] – x – разность 
между результатом округления и исходным значени-
ем. Если считать, что округление выполняется к бли-
жайшему целому, то для больших диапазонов изме-
нения x (т.е. при max(|x|) >> 1) можно считать, что {x} 
является случайной величиной, равномерно распре-
делённой на интервале [– 0,5; 0,5). Тогда 

 
0.5

2 2

0.5

1
.

12

 x x dx  (24) 

Заметим, что, например, при обработке растровых 
изображений значения цветовых компонент обычно 
представлены целочисленными значениями из интер-
вала 0..255, поэтому здесь явно можно считать такой 
диапазон изменения значений большим. 

При работе с матрицами, возникающими в задачах 
обработки измерений об объектах реального мира, 
например матриц ДКЛ, оценка (24) всегда будет вы-
полнена, т.к. получение рациональных коэффициен-
тов с небольшими знаменателями здесь крайне мало-
вероятно. Однако для преобразований, задаваемых 
аналитически, такие коэффициенты вполне возмож-
ны, поэтому далее рассмотрим и эти случаи. 

4.2. Среднеквадратичная ошибка округления 
 для рациональных чисел с небольшим знаменателем 

Когда все коэффициенты в линейном выражении 
над целочисленными параметрами являются рацио-
нальными числами с небольшим знаменателем, оценку 
(24) может потребоваться уточнить. Действительно, 
если для знаменателей di у коэффициентов из некото-
рого равенства НОК (di) = D, то разность между резуль-
татом округления и исходным значением может быть 
равна одной из D дробей со знаменателем D: 
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Поэтому, считая все эти дроби равновероятными, 
получаем: 
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Используя формулу для суммы квадратов первых 
n целых чисел  
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и упрощая выражение  
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Таким образом 
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Легко заметить, что с увеличением n оба выражения 
с разных сторон стремятся к 1/12 = 0,08(3), однако при 
небольших n они существенно отклоняются от этой ве-
личины. Несколько первых значений показаны в табл. 2 
(в третьем столбце приводится отклонение в % от 1/12). 

Таким образом, для D = 2 отклонение будет боль-
ше в 1,5 раза, чем при округлении непрерывных ве-

личин, для D = 3 – на 11 % меньше, а далее, например, 
только значения D = 4 и D = 6 дают отклонение более 
5 %. Поэтому, чтобы сократить ошибку оценки до 
этого уровня, достаточно проверить коэффициенты 
на то, что все они являются целыми или рациональ-
ными числами со знаменателями 2, 3, 4, 6. Поэтому 
необходимым условием существования таких знаме-
нателей у коэффициента C является то, чтобы 12C 
было целым числом. Для определения знаменателя 
достаточно проанализировать остаток от деления это-
го целого числа на 12. 

Табл. 2. Ошибки округления  
для рациональных знаменателей 

D = 
= 2n  2

x  
в % от 

1/12 
D = 

= 2n +1  2
x  

в % от 
1/12 

2 0,125 50 3 0,07407 – 11,111 
4 0,09375 12,5 5 0,08 – 4 
6 0,08796 5,5556 7 0,08163 – 2,0408 
8 0,08594 3,125 9 0,08230 – 1,2346 
10 0,085 2 11 0,08265 – 0,8265 
12 0,08449 1,3889 13 0,08284 – 0,5917 
14 0,08418 1,0204 15 0,08296 – 0,4444 
16 0,08398 0,7813 17 0,08305 – 0,3460 
18 0,08385 0,6173 19 0,08310 – 0,2770 
20 0,08375 0,5 21 0,08314 – 0,2268 

4.3. Оценивание ошибок 
 целочисленной аппроксимации линейного выражения 

При использовании в одном линейном выражении 
нескольких ошибок округления можно считать эти 
ошибки независимыми случайными величинами в том 
случае, когда округляемые выражения различаются. 

Если U и V – независимые случайные величины, а 
W = aU + bV, то 

 22 2 2 2 2 .   W aU bV a U b V  

Если же U = V, то ошибка округления возрастёт: 

   2 22 2 .   W aV bV a b V  

Отдельно необходимо учесть, что в том случае, 
когда все коэффициенты целочисленные, ошибка 
округления равна нулю. 

Обозначим ошибку округления для вспомогатель-
ной величины v в (11): 
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Далее рассмотрим выражение для целочисленной ап-
проксимации i-й результирующей координаты из (14): 
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Перепишем выражения для yi через целочислен-
ные аппроксимации переменных jy : 
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Отсюда получаем выражение для общей ошибки ап-
проксимации, учитывающей и ошибки аппроксима-
ции используемых в выражении yi: 
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здесь для ошибки округления, выполняемого при вы-
числении iy , мы вводим обозначение 

1 1
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.
i n
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   (30) 

Из (29) видно, что dyi зависит от dyj для j от 1 до i – 1, 
а также от i и 0. Подставляя аналогичные выраже-
ния для dyj, получим, что 

1

0

,




   
i

i i ij j

j

dy D  (31) 

здесь Dij – коэффициенты, которые ещё требуется 
найти. 

Подставляя выражения для dyj из (31) в (29), получим: 
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отсюда 
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Сопоставляя коэффициенты перед j в (33) и (31), по-
лучим выражения для Dij, задающие процесс их вы-
числения по коэффициентам, уже вычисленным для j 
от 0 до i – 1. Отдельно требуется рассмотреть началь-
ное значение i = 1: 

1 1 1 0 .ndy b     (34) 

При оценке среднего квадрата этих выражений 

будем считать, что 2 1/12i  , если среди bij есть дей-
ствительные (т.е. рациональные с большим знамена-
телем) коэффициенты, если же все коэффициенты ра-
циональные с небольшим знаменателем, то использу-

ем оценки для рациональных чисел, иначе (все bij – 

целочисленные) считаем, что 2 0i  . 

4.4. Учёт зависимостей между координатами 
 результирующего вектора 

В том случае, когда в правой части выражений для 
вычисления iy  и jy  используются одинаковые 
округляемые выражения, ошибки округления для 
этих координат уже нельзя считать независимыми 
случайными величинами, что должно повлиять на 
вычисление оценки для тех ky , в правой части выра-
жений для которых используются и iy , и jy . При 
этом 2

i  и 2
j  будут совпадать. Поэтому при наличии 

таких совпадений после вычисления D заменяем Dki 
на Dki+Dkj и Dkj на 0. Более точно: среди всех коорди-
нат с совпадающими округляемыми выражениями 
выбираем одну (скажем, с наименьшим индексом i), 
записываем в Dki сумму элементов Dkj по всем j, для 
вычисления которых используется то же самое 
округляемое выражение, что и для i, а остальные Dkj 
заменяем на 0. 

Также возможна ситуация, что округляемые вы-
ражения для iy  и jy  отличаются только знаком. Если 
считать, что операция [ ] соответствует функции 
round( ) с округлением к ближайшему чётному числу, 
тогда [–E] = –[E]. Поэтому дополнительно необходи-
мо учитывать и такие совпадения, только теперь для 
тех jy , для которых знак округляемого выражения 
отличается, надо вычитать Dkj из Dki. 

4.5. Учёт наличия целочисленных коэффициентов 
 при поиске совпадений 

При наличии в округляемых выражениях цело-
численных коэффициентов может возникнуть жела-
ние вынести целочисленные слагаемые I из-под опе-
рации округления, рассчитывая на то, что 
[I+E] = I+[E], после чего могут обнаружиться допол-
нительные совпадения округляемых выражений. Од-
нако если используется округление к ближайшему 
чётному числу, то на результат не влияет вынос из-
под округления только чётных I. Вынос же нечётного 
приведёт к изменению знака {E} для E = n + 1/2 (n – 
целое), т.е. направление округления для чисел вида 
XXX,5 будет изменено на противоположное. Такой 
эффект будет существенным только в том случае, ко-
гда все нецелочисленные коэффициенты в E являют-
ся рациональными и НОД знаменателей этих коэф-
фициентов – небольшое чётное число, поскольку для 
действительных коэффициентов вероятностью полу-
чения дробной части 0,5 можно пренебречь, а для не-
чётных знаменателей дробная часть 0,5 невозможна. 
Таким образом, для D = 2n ошибка округления до 
ближайшего чётного принимает значения 

  1 1 1 1
, ,..., , ,

2 2 2 2

n n
x

n n
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где вероятность всех промежуточных значений равна 
1/2n, а значения ±1/2 возникают с вероятностью 1/4n. 

В итоге слагаемые с чётными коэффициентами 
сразу выносим из-под операции округления. Если по-
сле этого у двух округляемых выражений различают-
ся только целочисленные слагаемые, а все рацио-
нальные совпадают, то округляемые величины из 
двух таких выражений будут всегда совпадать, когда 
они принимают промежуточные значения, а для 
крайних значений –1/2 и 1/2 они могут либо совпа-
дать, либо различаться с вероятностью 1/2. 

Т.е. случайные события округления вниз и вверх 
для двух рассматриваемых подвыражений являются 
независимыми при условии того, что дробная часть 
округляемых чисел равна 1/2. Поэтому при вычисле-
нии корреляции между i и j слагаемые для –1/2 и 
1/2 будут равны нулю. Таким образом: 

        3 22 1 / 2 2 1 1 / 24 .i j S n n n n n        (35) 

При вычислении оценок 2
idy  придётся вычислять вы-

ражения вида 
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Аналогично можно получить такое же выражение для 
бо́льшего числа слагаемых: 
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2 2
2

2 1 11
.

8 24
i i

i i

n n
W a a

n n

    
    
   
   (38) 

Таким образом, первое слагаемое описывает j как 
независимые случайные величины, а второе – как 
совпадающие. Видно, что с ростом n доля независи-
мой составляющей быстро падает, но при n = 1 (зна-
менатель D = 2), наоборот, i являются полностью не-
зависимыми при наличии любых различий в цело-
численных слагаемых у округляемых выражений. В 
итоге получаем следующие уточнения к алгоритму 
проверки на совпадение округляемых выражений: 
 слагаемые с чётными целочисленными коэффици-
ентами всегда можно пропускать при сравнении 
выражений; 

 если в округляемом выражении присутствуют 
действительные коэффициенты или все знамена-
тели рациональных являются нечётными, то мож-
но пропускать и нечётные целочисленные коэф-
фициенты; 

 если все знаменатели рациональных коэффициен-
тов равны 2, то любые различия в слагаемых с не-

чётными целочисленными коэффициентами дела-
ют ошибки округления независимыми; 

 иначе (чётное НОК знаменателей больше 2) исполь-
зуем схему вычислений, комбинирующую незави-
симые и зависимые составляющие по формуле (38). 

4.6. Алгоритм поиска наилучшего порядка вычислений 

Как уже упоминалось ранее, существует (n!)2 пе-
рестановок строк и столбцов матрицы n×n и 2n вари-
антов выбора знаков kj. С ростом размерности матри-
цы произведение этих величин быстро даёт очень 
большие числа. Поэтому при необходимости обраба-
тывать более 4 – 5 каналов требуется использовать 
методы ускорения полного перебора. 

Ускорить вычисления позволяет наблюдение, что 
рассматриваемый в Теореме 2 алгоритм работает по-
строчно: первые i его шагов обрабатывают первые i 
строк матрицы и никак не зависят от значений эле-
ментов следующих её строк. Поэтому в ходе перебора 
можно существенно повысить скорость вычислений 
разложений матриц за счёт повторного использова-
ния вычислений для всех начальных строк матрицы, 
которые не подвергались перестановке. 

Для генерации перестановок строк и столбцов ис-
пользуем идею алгоритма перестановок Хипа, кото-
рый минимизирует число обменов переставляемых 
объектов (строк или столбцов). При этом изменяем 
этот алгоритм так, чтобы он чаще обменивал объекты 
с бо́льшими индексами. 

Цикл верхнего уровня выполняет перебор пере-
становок столбцов. Вложенный цикл выполняет пе-
ребор перестановок строк. При этом он повторно ис-
пользует результаты вычислений для неизменивших-
ся строк, так как метод вычисления разложения полу-
чает на вход номер строки, начиная с которой необ-
ходимо продолжить расчёт. Кроме того, этот метод 
возвращает номер строки, на которой произошла 
ошибка вычислений (деление на 0 или ошибка в ме-
тоде Гаусса): новые вычисления в ходе перебора про-
должатся только после изменения ошибочной строки. 

Ещё необходимо учесть, что первый шаг алгорит-
ма зависит от знака определителя, который меняется 
на противоположный при каждой перестановке. По-
этому нельзя непосредственно повторно использовать 
результаты от предыдущего состояния вычислений. 
Вместо этого алгоритм работает с двумя состояниями 
вычислений: для положительного и отрицательного 
значений определителя. 

5. Примеры использования алгоритмов 

Приведём несколько примеров, демонстрирующих 
применение предложенных алгоритмов. Сначала ана-
литически исследуем задачу обратимой целочислен-
ной аппроксимации операции поворота в 2D с исполь-
зованием предложенных в статье алгоритмов фактори-
зации и оценки ошибок аппроксимации. Далее рас-
смотрим несколько примеров применения разработан-
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ного с использованием этих алгоритмов программного 
обеспечения для обработки матриц с действительными 
и рациональными коэффициентами, а также при сжа-
тии многоканальных растровых изображений. 

5.1. Поворот в 2D 

Вернёмся к рассмотрению схемы лифтинга для 
матрицы поворота (4). Применим к этой матрице ал-
горитм факторизации из Теоремы 2. 

Сначала вычислим результат работы алгоритма 
для произвольной двумерной матрицы M. При этом 
выполняется detM = k0k1k2, и отсюда k0 = detM /(k1k2). 
Из (13) получаем: 

   
12 12 0

01 11 1 12 11 1 0 12

/

/ ./

,b m k

b m k b m k k m



   
 

Далее сразу переходим к последнему шагу алго-
ритма (23), на котором используется переопределён-
ная система. Из последнего уравнения: 

 21 22 0 2 12/ .b m k k m   

Из первого можно получить тот же результат, т.к. 
detM = m11m22 – m21m12: 
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В результате получаем следующее разложение мат-
рицы M: 
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Подставим выражение для k0 
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 (39) 

и eщё упростим эту формулу посредством умноже-
ния / деления соответствующих строк и столбцов со-
седних матриц на одинаковую величину 

  1 12

22 1 11 1

1212 1

1 0 1 0

,det / det 10 1

k m
M m M k m kM

mm k

   
                

 (40) 

при этом из неё уйдут k0 и k2. Здесь k0 изначально был 
избыточным, а k2 уходит потому, что знак k2 опреде-
ляется знаком k1. 

Применим формулу (40) к четырём возможным 
перестановкам строк и столбцов матрицы поворота 
(4) (в номере варианта младший бит – признак пере-
становки столбцов, старший – строк). В результате 
получаем четыре альтернативных разложения, пока-
занных в табл. 3. Здесь ещё возможны одновремен-
ные перестановки столбцов матрицы, стоящей слева, 
и строк матрицы – её соседа справа, а также смены 
знака строк и соответствующих столбцов, которые не 
влияют на конечный результат. Среди этих переста-
новок в табл. 3 приведены такие варианты, которые 
делают выражения более симметричными. 

Теперь вычислим ошибки округления, соответ-
ствующие каждому из вариантов разложения с ис-
пользованием алгоритма из параграфа 4.3. Поскольку 
минимальный возможный общий знаменатель 5 при 
рациональных значениях косинуса и синуса угла по-
ворота соответствует острым углам египетского тре-
угольника, и уже это значение знаменателя согласно 
табл. 2 даёт лишь небольшое отклонение (4 %) от не-
прерывного случая, будем всегда использовать оцен-
ку для непрерывного случая (24), согласно которой 

все 2 1/12i  . Из (26) dv = 0. Из (34) dv = 0. По (29) 

 
 
2 2 21 1 2 2 2 0 21 1 12 0

2 12 21 0 21 1 2.
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 (41) 

Отсюда определяем среднеквадратичные ошибки 
округления по отдельным координатам: 

 2 2
1 12

1
1 ,

12
dy b   (42) 

  22 2
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12
dy k b b b     (43) 

и суммарную среднеквадратичную ошибку 

  22 2
12 21 2 12 21

1
2 .

12
E b b k b b      (44) 

Подставляя в (44) значения из Табл. 3 вариантов 
разложения матрицы поворота, получаем оценки 
ошибок округления для каждого из вариантов, пред-
ставленные в Табл. 4. Видно, что для вариантов 0 и 3 
эти ошибки совпадают, а для остальных они отлича-
ются. На рис. 1 представлены графики функций оши-
бок в зависимости от угла поворота для различных 
вариантов факторизации. Для сравнения приведён 
график функции E = 1/6 = 0,16 (6), соответствующий 
согласно (24) среднему квадрату суммарной ошибки 
округления двух координат при необратимой цело-
численной аппроксимации. 

Таким образом, при использовании схемы лиф-
тинга для получения обратимой целочисленной ап-
проксимации операции поворота для  [–
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(1/4), (1/4)] лучше использовать варианты 0+ или 3+, 
для  ∊[–(3/4), – (1/4)] – варианты 1+ и 2–, для 
 [(1/4), (3/4)] – варианты 1– и 2+, а для  [(3/4), 

– (3/4)] (на круге) – варианты 0– или 3–. В результате 
для квадрата ошибки округления E будет выполняться 

1 3 2
0, 25 0,2643 .

4 6
E


     

Таким образом, использование обратимой цело-
численной аппроксимации в двумерном случае уве-
личивает E на 50 – 59 % по сравнению с простым 
округлением. Заметим, что для углов поворота, крат-
ных  / 2, выполняется E = 0, т.к. при этом все элемен-
ты матрицы M равны ±1, но здесь мы рассматриваем 
только нетривиальные случаи, требующие использо-
вания округления. 

Табл. 3. Варианты разложения матрицы поворота 

№ detM b01 b12 b21 Разложение 
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Рис. 1. Графики ошибок округления. Обозначения: 𝑁 ±, где 𝑁 – номер варианта из табл. 3, индексы: +⇒𝑘1

 = 1, −⇒ 𝑘1
 = −1; 

линия round – ошибка округления по двум координатам, равная 1/6 

Табл. 4. Ошибки округления для вариантов разложения 
матрицы поворота 

№ Ошибка 
0 

1
2

1

1 1 cos 1 1
1 1

6 sin 6 1 cos

k

k

            
 

1 
1

2
1

1 1 sin 1 1
1 1

6 cos 6 1 sin

k

k

            
 

2 
1

2
1

1 1 sin 1 1
1 1

6 cos 6 1 sin

k

k

            
 

3 
1

2
1

1 1 cos 1 1
1 1

6 sin 6 1 cos

k

k

            
 

Если же не использовать при переборе изменение 
знака ki (т.е. при k1 = k2 = 1), то с этого графика при-
дётся удалить последний вариант, представленный

 пунктирной линией. В этом случае наибольшая 
ошибка E = 1/3 = 0,33 (3) будет достигаться в окрест-
ности  = ±. Этот пример показывает, что без ис-
пользования отрицательных ki для некоторых матриц 
не получится достичь минимальной ошибки округле-
ния. С ростом размерности вектора вероятность таких 
событий будет возрастать. 

5.2. Факторизация случайных матриц поворота 

Для тестирования алгоритмов факторизации 
матриц реализовано приложение, в котором гене-
рируются матрицы M заданной размерности с 
detM = 1 с использованием последовательности 
случайных поворотов (также можно считать и об-
работать готовые матрицы). 

Приведём пример вычислительного эксперимента. 
Была сгенерирована следующая матрица: 

3

0,167578095807093 0,832080011626454 0,528734750188967

0,970365522982484 0, 233924320504726 0,0605818791663982 .

0,174092887886319 0,50291377643501 0,846622347838325
testM
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В результате поиска наилучшей факторизации 
этой матрицы без использования смены знака (все 
ki = 1) был найден следующий порядок вычислений 

 
 
 
 

3 2 1

3 2 1

2 1 3

1 3 2

0,587140446781492* 0,103131497526781* ,

0,0867794573141128* 0,846622347838325* ,

0,269494392105347* 0,167578095807093* ,

0,569295788686185* 0,176839800421345* ,

v x x x

y x x v

y x y v

y v y y

   

   

  

   

 

который даёт среднеквадратичную ошибку округле-
ния  = 0,6038768. 

При использовании смены знака был найден сле-
дующий способ вычислений: 

 
 

 
 

3 2 1

1 2 1

2 1 1

3 1 2

0,31758833387352* 0,036428232395694* ,

0,14831722345153* 0,528734750188967* ,

0,214684222437343* 0,174092887886319* ,

0,270580419465551* 0,170222215147965* ,

v x x x

y x x v

y x y v

y v y y

  

  

   

   

 

позволяющий сократить среднеквадратичную ошибку 
округления до K = 0,5866457. 

В табл. 5 приведены среднеквадратичные ошибки 
округления по каналам, полученные при этих поряд-
ках вычислений. Здесь round – ошибка округления для 
непрерывного преобразования, exp – эксперимен-
тальные данные, полученные сравнением результатов 
обратимой целочисленной аппроксимации с резуль-
татами вычислений на действительных числах для 
всех 224 = 16777216 значениий векторов из трёх бай-
тов; calc – оценки этих отклонений, вычисленные по 
формулам из параграфа 4.3. Индекс K отмечает ре-
зультаты, полученные при смене знака. Видно, 
насколько близки оценки к экспериментально полу-
ченным значениям. 

Табл. 5. Ошибки округления для матрицы Mtest3 по каналам 

Канал 1 2 3 
round
i  0,2886751370780 0,2886749943275 0,2886750796816 

exp
i  0,378233137697 0,2994850696208 0,3631997618950 

calc
i  0,378238174508 0,2994853072995 0,3631963917705 

,exp K
i  0,3265365557316 0,2957695715349 0,3873472743671 

,calc K
i  0,3265425490470 0,2957701077198 0,3873540625016 

5.3. Факторизация матрицы с рациональными 
 коэффициентами с небольшими знаменателями 

Рассмотрим пример, демонстрирующий необхо-
димость использования уточнений оценок, сделанных 
в параграфах 4.2 и 4.5, при наличии рациональных 
коэффициентов. В формате MRG используется обра-
тимое целочисленное преобразование, позволяющее 
получить значение пикселя растра более низкого раз-
решения H по четырём пикселям растра L более вы-
сокого разрешения, и сохранить информацию, необ-
ходимую для восстановления значений этих исход-

ных пикселей, с использованием всего трёх дополни-
тельно запоминаемых значений (U, V, и W): 

 

 

 

, 2 ,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1

, 2 ,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1

, 2 ,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1

, 2 ,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1 .

1
,

4

1
,

2

1
,

2

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

H L L L L

U L L L L

V L L L L

W L L L L

   

   

   

   

      
      
      

   

 (45) 

Приведём соответствующее обратное преобразование: 

 
 
 
 
 

, , ,

2* ,2* ,

2* ,2* 1 ,

2* 1,2* ,

2* 1,2* 1 ,

; 2 mod 2; 2 mod 2 ,

2 mod 4 2 ,

4 ,

4 ,

4 ,

4 .

i j i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

w W u U w v V w

h u v w

L H h u v w

L H h u v w

L H h u v w

L H h u v w





 

    

    

     

     

     

     

(46) 

Заметим, что данное преобразование не укладывается 
в схему (5) и его было достаточно сложно придумать. 
Поскольку в (45) выполняется три округления рацио-
нальных выражений: два из них с общим знаменате-
лем 2 и одно – со знаменателем 4, среднеквадратич-
ная ошибка округления согласно Табл. 2 составляет 

2*0,125 0,09375 0,58630197HL    . 
Посмотрим, какой способ вычислений будет 

найден рассматриваемым методом для соответству-
ющей преобразованию матрицы 

1 4 1 4 1 4 1 4

1 2 1 2 1 2 1 2
.

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

HLM
 

 

 
 
 
 
   

 

Получаем следующую последовательность вы-
числений (для этой матрицы изменение знаков не 
позволяет улучшить результат, поэтому дальше не 
рассматривается) 

 

 

4 1 2 3

1 1 2 3

2 2 3

3 3 1 2

4 1 2 3

2*

1,5* 0,5* ,

2* ,

,

,

,

1,5* 0,75* 1,5*

v x x x x

y x x x v

y x x v

y x y y v

y v y y y

   

    

  
   

    

 

и ошибки, показанные в Табл. 6. Из таблицы видно, 
что данная схема вычислений позволяет получить 
ошибки exp, равные минимально возможным ошиб-
кам округления для результатов непрерывного пре-
образования round. При этом вычисленные с учётом 
рациональности знаменателей оценки calc

i  точно со-
ответствуют экспериментальным данным. Итоговое 
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среднеквадратичное отклонение  = 0,58630197 точно 
совпадает с ошибкой для схемы (45). Таким образом, 
рассматриваемый метод позволяет автоматически 
найти способ вычислений, который оказывается не 
хуже по точности, чем исходный, полученный по-
средством более сложных рассуждений. 

Всего было найдено 32 способа вычислений с этой 
же точностью, здесь был приведён первый из них. 
Среди этих способов можно выбрать и те, которые 
выглядят несколько проще, например следующий: 

 
 

2 3

4 4 1 3

3 1 4 3

1 3 4

2 3

2* ,

0,5*

.

,

0,25* 0,

,

5* ,

v x x

y x x x v

y x y x v

y x y v

y v y

 
   

    

  

 

 

Табл. 6. Ошибки округления для матрицы MNL по каналам 

Канал 1 2 3 4 
round
i  0,3535533906 0 0,3535533906 0,3061862178 

exp
i  0,3535533906 0 0,3535533906 0,3061862178 

calc
i  0,3535533906 0 0,3535533906 0,3061862178 

5.4. Применение при сжатии изображений 

Для анализа эффективности применения алгорит-
мов декорреляции цветовых каналов в программной 
библиотеке для работы с форматом MRG были реали-
зованы режимы сохранения изображений, различаю-
щиеся применяемым методом декорреляции цвето-
вых каналов (жирным выделены названия соответ-
ствующих столбцов в таблице): 

• Нет – без декорреляции; 

• JP2 – с декорреляцией, как в JPEG 2000 (1) для 
трёх каналов; 

• ДЗЗ – с новым обратимым преобразованием (2) 
для трёх каналов спутникового снимка; 

• ДКЛ – с использованием обратимой целочислен-
ной аппроксимации преобразования Карунена–
Лоэва для цветовых каналов рассматриваемым в 
работе методом. 
В текущей реализации декорреляция цветовых ка-

налов выполняется после преобразования (45) и при-
меняется к разностным данным U, V, W из (45). В 
табл. 7 приведены результаты применения различных 
методов декорреляции цветовых каналов для ряда те-
стовых спутниковых изображений, полученных из 
разных источников. Значения, описывающие размер 
сжатого файла, приведены в % к размеру исходного 
файла TIFF для изображений без декорреляции (стол-
бец «Нет»), а для остальных методов – в процентах к 
размеру файла без декорреляции. Были использованы 
изображения в формате TIFF с разными способами 
сжатия, поэтому в столбце «Нет» значения сильно 
различаются. Используемый в формате MRG метод 
сжатия разностных целочисленных последовательно-
стей хорошо реагирует на улучшение статистических 
характеристик обрабатываемых значений и позволяет 
судить об эффективности преобразований цветового 
пространства, которая, в свою очередь, зависит от 
степени корреляции каналов исходных данных. Для 
большей части обработанных изображений преобра-
зование «ДЗЗ» оказалось эффективнее, чем преобра-
зование «JP2», а использование целочисленной ап-
проксимации ДКЛ позволяет дополнительно сокра-
тить объём получаемого файла. 

Табл. 7. Результаты сжатия изображений при различных вариантах декорреляции каналов 

 

Изображение 
Сжатие, 
каналы 

Свойства, 
 ширина × высота, 

 каналы × бит 

Размер, 
MиБ 

Нет, 
% 

JP2, % 
от Нет 

ДЗЗ, 
% от 
Нет 

ДКЛ, 
% от 
Нет 

po_483237_rgb 
 

нет 
RGB 

0,5 м / пикс, 
15544×11332×16 

1008,08 30,60 77,33 75,70 74,31 

mosaic_8bit_part2 
 

нет 
RGB 

0,5 м / пикс, 
19058×39388×8 

2148,25 55,16 82,76 82,37 81,44 

LC08_L2SP_133023_20210727 

 

deflate 
B2, B3, 
B4 

LandSat 30 м / пикс, 
7881×7971,3×16 

230,96 53,39 96,91 96,31 95,67 

LC81290182020146LGN00 

 

deflate 
B2, B3, 
B4 

LandSat 30 м / пикс, 
8201×826,3×16 

211,64 69,54 95,77 95,79 94,15 

S2B_MSIL1C_20210609T040549_N
030 

 

LZW 
B2, B3, 
B4 

Sentinel 10 м / пикс, 
10980×10980,3×16 

475,33 66,58 97,99 96,55 95,33 

20160819_053332_0e14_3A_Analyti
c  

LZW 
RGB 

PlanetScope, 3 м / пикс, 
9310×6065,3×16 

136,98 58,18 91,22 91,51 90,59 
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Заключение 

В отличие от предыдущих работ, рассматривающих 
построение обратимых целочисленных преобразований, 
в данной статье дано конструктивное доказательство 
возможности построения обратимой целочисленной ап-
проксимации для линейных преобразований, матрица 
которых имеет единичный по модулю определитель. 

Предложен метод оценивания средне-
квадратичных ошибок округления, связанных с кон-
кретным способом аппроксимации. При этом отдель-
но исследован вопрос вычисления оценок для округ-
ляемых выражений с рациональными и целочислен-
ными коэффициентами. Хотя приведённые в статье 
вычислительные эксперименты продемонстрировали 
100% точности этих оценок, возможны более слож-
ные зависимости между округляемыми выражениями, 
которые всё-таки могут потребовать их дополнитель-
ного уточнения. Заметим, что все такие уточнения ка-
саются аналитически задаваемых матриц с рацио-
нальными и целочисленными коэффициентами, а 
также с повторяющимися фрагментами и не имеют 
отношения к матрицам, получаемым в результате 
статистического анализа реальных данных. 

Разработан алгоритм поиска наилучшего способа 
аппроксимации линейного преобразования, который 
минимизирует суммарную среднеквадратичную 
ошибку округления. При этом рассматриваются все 
варианты перестановок строк и столбцов матрицы, а 
также возможность смена знака изменяемой коорди-
наты. Приведены примеры, демонстрирующие то, что 
в ряде случаев только смена знака некоторых коор-
динат позволяет получить минимально возможную 
ошибку округления. 

Рассмотрен пример использования обратимых ап-
проксимаций преобразования Карунена–Лоэва для 
повышения эффективности сжатия без потерь много-
канальных растровых данных. 
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Abstract  

Reversible integer transforms are or great importance for lossless compression algorithms. To 
perform reversible decorrelation of color channels we propose an algorithm for calculating param-
eters of a reversible integer transform, which approximates such continuous mappings as a discrete 
Karunen-Loeve transform. We propose a method for estimating the approximation errors, which 
makes it possible to choose an optimal approximation of the original transform that minimizes 
these errors. Using the MRG file format, intended for storing large amounts of integer raster data, 
as an example, we show that after applying decorrelation, it is possible to increase the compression 
ratio of multichannel raster images using lossless compression algorithms. 

Keywords: decorrelation, reversible integer transform, lossless compression, data-specific 
compression algorithms. 
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