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РЕАЛИЗАЦИЯ В СРЕДЕ MAPLE МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ БОГОЛЮБОВА-КРЫЛОВА 

 

Аннотация: В этой статье рассматриваются вопросы компьютерной реализации метода усреднения 

Крылова-Боголюбова для приближенного решения уравнения нелинейных колебаний. Основным объектом 

изучения являются уравнения Ван дер Поля и Рэлея. В работе мы предлагаем программу на Maple, которая 

осуществляет алгоритм метода усреднения на компьютере. На численных экспериментах 

продемонстрирована основная идея метода. Также показано преимущество использования компьютерных 

технологий. 

Ключевые слова: нелинейные колебания,  метод усреднения Боголюбова-Крылова, уравнение Ван дер 

Поля, уравнение Рэлея. 

 

Введение 

УДК   517.928.1, 517.928.7 

 

Рассмотрим начальную задачу для 

нелинейного уравнения [4,5] 
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Если бы правая часть (1) равнялась нулю,  мы 

бы получили уравнение свободных 

гармонических колебаний с решением 

 

)cos()(  += tatxg
.                                  
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Исходя из этого, идея метода усреднения  

Боголюбова-Крылова (МУБК) состоит в поиске 

решения уравнения (1) в виде функции 

 

))(cos()()( tttatx  += ,                       (3)  

 

«близкой» к )(txg
, где  )(),( tta  - неизвестные 

функции. Далее будем опускать теоретические 

подробности. Их можно найти в соответствующих 

первоисточниках [1,9]. Соответствующую 

информацию можно найти также в работах [3,8]. 

Дифференцированием из (3) получаем 
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потребуем, чтобы 
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Подставляя это в уравнение (1), получаем 
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Разрешая систему уравнений (4) и (5), 

находим 
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Так как по нашему предположению 

производные функций )(),( tta   меняются 

медленно по времени, то  
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Подставляя сюда (6) и (7), получаем 

дифференциальные уравнения для нахождения 

)(),( tta  : 
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Таким образом, в качестве приближения к 

решению задачи (1)-(2)  предлагается функция  

 

)),(cos(),()( 21 CttCtaty  += ,        (10)  

 

где постоянные интегрирования 21,CC , 

возникающие в общем решении ),(),,( 21 CtCta   

системы  (8)-(9), определяются подстановкой (10) 

в начальные условия (2). 

 

Основные результаты. На сериях примеров 

покажем реализацию метода усреднения 

Боголюбова-Крылова в системе Maple [2]. 

Покажем компьютерный вывод системы 

дифференциальных уравнений (6)-(7): 
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

 

Далее правые части системы 

дифференциальных уравнений (8)-(9) находятся 

следующими командами: 

 

>  

 

>  

 

Рассмотрим теперь несколько конкретных 

примеров. 

 

Пример 1. Идею метода покажем сначала на 

задаче Коши для линейного уравнения [5] 
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Следовательно, в нашем случае    

 

( ) ))(sin()(2sin,cos 2 tttaaaf  +=− . 

 

Как показывают вычисления на Maple: 
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Следовательно, система (7)-(8) для нашего 

уравнения имеет вид 
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Её решение 

 
teCta −= 1)( ,     2)( Ct = .                         

 

Постоянные интегрирования 21,CC  

определяются подстановкой 

)cos()( 21 CteCty t += − 
 в начальные 

условия (2): 

 

 

>  

 

 

>  

 

 

>  

 

 

>  

 

 

>  

 

Итак для задачи (11)-(12) его приближенное 

решение по МУБК, представляемое формулой 

(10),  имеет вид: 
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Поскольку уравнение (11) линейное, мы 

знаем и точное решение задачи  (11)-(12):
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Графики 
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Рисунок 1- Графики решения задачи (11)-(12)  (синий цвет)  

и его приближения (13) по МУБК (темно-зеленый цвет). 

 

Пример 2. МУБК будем использовать теперь 

к решению задачи Коши для нелинейного 

уравнения колебаний Ван дер Поля [6,7,10] при 

1= : 
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Ввод исходных данных 

 

>  

 

 

>  

>  

 

 

Вывод системы уравнений (8)-(9) и его решение 

 

>  

 

>  
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Для определения )(),( tta 
 
 мы получаем систему 
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Определение констант интегрирования и нахождение функции (10) 
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Таким образом  задача (14)-(15)  имеет 

следующее приближенное решение по МУБК: 
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Графики 

 

  

 
Рисунок 2- Графики решения задачи (14)-(15)  (синий цвет)  

и его приближения (16) по МУБК (темно-зеленый цвет). 

 

Пример 3. Рассмотрим уравнение Рэлея при 
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Ввод исходных данных 
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Вывод системы уравнений (8)-(9) и его решение 
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Для определения )(),( tta 
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Определение констант интегрирования и нахождение функции (10) 
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Таким образом,  задача (14)-(15)  имеет 

следующее приближенное решение по МУБК: 
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Графики 

 
Рисунок 3- Графики решения задачи (17)-(18)  (синий цвет)  

и его приближения (19) по МУБК (темно-зеленый цвет). 
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