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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ ГАЗА В ПОРИСТЫХ 

СРЕДАХ МЕТОДОМ КООРДИНАТНОГО РАСЩЕПЛЕНИЯ 

 

Аннотация: В статье приведена двухмерная математическая модель процесса фильтрации газа в 

пористых средах и численный алгоритм расчёта для анализа и прогнозирования этого процесса методом 

координатного расщепления. На основе данного численного алгоритма создано программное обеспечение и 

приведена серия вычислительных экспериментов. Дана оценка его эффективности по сравнению с 

алгоритмом расчёта методом переменных направлений. 

Ключевые слова: математическая модель, численный метод, фильтрация, газ, пористая среда, 

скважина, давления, пористость, проницаемость, вязкость. 

 

Введение 

Топливно-энергетический комплекс - один 

из основных факторов развития в любой стране.  

Ускоренное развитие этого комплекса остается 

приоритетным направлением экономической 

политики в государствах, где активно 

разрабатываются и проектируются нефтяные и 

газовые месторождения. 

Возрастающие объемы потребления и 

расхода топливно-энергетических ресурсов могут 

быть покрыты не только за счет разработки и 

проектирования новых нефте- и газовых 
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месторождений, но и за счет правильной 

эксплуатации и эффективного управления, 

существующих промыслов. 

Одним из эффективных методов и средств 

для исследования, прогнозирования и 

оперативного управления является 

математический аппарат: «объект – 

математическая модель – численный алгоритм – 

программно-инструментальное средство – 

принятие решений». 

К настоящему времени, по рассматриваемой 

проблематике многими исследователями в мире 

получены значительные теоретические и 

практические результаты. 

В исследовании [1] рассматриваются три 

типа двухуровневых согласованных алгоритмов 

расщепления для нестационарных уравнений 

Навье–Стокса. Основная техника состоит в том, 

чтобы сначала решить нелинейную задачу в 

подпространстве грубого уровня, а затем решить 

линейное уравнение в подпространстве мелкого 

уровня. Авторами делается вывод о том, что 

двухуровневые методы могут сэкономить время 

решения задач и число вычислительных операций 

по сравнению с одноуровневыми методами. 

Стабильность и сходимость схем показывают, что 

двухуровневые методы могут достигать 

оптимальной точности при правильном выборе 

масштабов грубой и мелкой сетки. Численные 

примеры показывают, что поправка Стокса 

является самой простой, поправка Ньютона имеет 

наилучшую точность, а поправка Озеена 

предпочтительнее для задач с большим числом 

Рейнольдса и моделирования в течение 

длительного времени среди трех методов. 

Прикладные проблемы добычи нефти и газа 

численно исследуются в [2] с использованием 

математических моделей течения многофазных 

флюидов в пористых средах. Базовая модель 

включает уравнения неразрывности и законы 

Дарси для каждой фазы, а также алгебраическое 

выражение для суммы насыщений. Авторы 

выделяют основные свойства задачи о давлении и 

обсуждают необходимость их выполнения на 

дискретном уровне. Полученная эллиптическая 

задача для уравнения давления характеризуется 

несамосопряженным оператором. Эта задача 

решается авторами приближенно с помощью 

итерационных методов. Особое внимание в работе 

уделяется численным алгоритмам расчета 

давления на параллельных компьютерах.  

Исследование [3] сфокусировано на выводе 

численной модели фильтрации газа в пористых 

неоднородных средах на основе метода конечных 

элементов и с использованием дробных 

производных по времени. Авторами 

рассматриваются дробные производные Капуто и 

Римана-Лиувилля. Проведен численный анализ с 

использованием экспериментальных входных 

данных. 

Для управления процессами фильтрации 

флюидов в пористых средах необходимо 

многократное решение систем нелинейных 

уравнений в частных производных, 

определяющих математические модели объектов 

управления. А.В.Ахметзяновым в работе [4] для 

такой задачи предлагаются иерархические 

многосеточные варианты балансовых и 

вариационных методов в сочетании с методами 

декомпозиции области, расщепления по 

физическим процессам и пространственным 

координатам. Автором рассматриваются модели 

однофазной фильтрации газа при разработке 

газовых месторождений и двухфазной 

фильтрации нефти и воды на нефтяных 

месторождениях. Изложенный материал 

показывает универсальность предлагаемых 

результатов. Благодаря многоуровневому 

разбиению и расщеплению начально-краевой 

задачи для уравнений модели можно строить 

эффективные параллельные алгоритмы решения 

для реализации на многопроцессорных 

вычислительных системах.  

Д.Р.Гильмиевым [5] решается задача о 

притоке жидкости к скважине, пересеченной 

трещиной гидравлического разрыва пласта (ГРП). 

Исследованы процессы совместного движения 

жидкости в системе пласт-трещина-скважина. 

Автором реализована численная двухсеточная 

модель, учитывающая фильтрацию при наличии 

трещин ГРП, рассчитан секторный участок 

реального месторождения с адресной программой 

ГРП. Особое внимание уделяется построению 

«расщепленной» физико-математической модели 

движения жидкости в системе пласт-трещина-

скважина. Суть предложенного метода решения 

поставленной задачи заключается в разделении ее 

на две: внешнюю, описывающую движение 

флюидов в пласте и приток к трещине, и 

внутреннюю, описывающую движение жидкости 

в трещине. Для получения общего решения 

необходимо каждую из задач решать на двух 

взаимно независимых разностных сетках.  

А.И.Пономарев и К.Р.Зарипова [6] 

представили постановки задач о плоском 

радиальном притоке газа к скважине с учетом 

температуры пласта. Построены разностные 

схемы дифференциальных уравнений и 

соответствующих начальных и граничных 

условий. Авторами решена задача 

неизотермической фильтрации газа в нескольких 

постановках, выполнен анализ полученных 

решений для давления и температуры пласта, 

осуществлено сравнение расчетных значений 

характеристик процесса фильтрации газа 

(температуры и давления) с их опытными 

значениями для газовой скважины 
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существующего месторождения Западной 

Сибири. Выявлено, что после 10 часов работы 

скважины давление на забое практически 

стабилизируется, а температура продолжает 

снижаться и по истечении ста суток работы. За сто 

суток работы скважины температура на забое 

уменьшается на 4ºC, при этом за первые сутки она 

уменьшается на 2ºC, а последующее уменьшение 

на 2ºC растягивается на 99 суток. 

С.Д.Алгазиным [7] описывается методика 

численного решения уравнения однофазной 

нестационарной фильтрации газа в пористой 

среде. Проводится линеаризация классического 

уравнения Лейбензона. Для решения полученного 

линейного уравнения построен эффективный 

численный алгоритм без насыщения по 

пространственным переменным и времени. 

 

Постановка задачи.  

Для решения указанных выше проблем 

рассмотрим уравнение неразрывности для 

области G, не включая скважины: 

( ) ( ) ( )x y m
x y t
    

  
+ = −

  
,            (1) 

и в особых узлах, где скважина 

( ) ( )

( ) .

x y

at

x y

P
m Q

t Pb x y

   




 
+ =

 


= − −

  

      (2) 

Здесь Q  – объемный расход (при 

атмосферном давлении) на скважинах,           Q  

– массовый расход; P  – давление;           atP  – 

атмосферное давление;   – плотность;    b  – 

мощность пласта; ,x y   – шаги по координатам 

x и y соответственно;                     m  – пористость 

пласта; 

,  x y

K P K P

x y
 

 

 
= − = −

 
,  (3) 

где ,K   – соответственно коэффициенты 

проницаемости и вязкости газа. 

Подставляя соотношение (3) в (2) и учитывая 

переменность мощности пласта, получаем 

( ) ( ), ,at

K P K P
b b

x x y y

P
m b Q x y

t P x y

 
 


 

     
+ =  

      


= −
  

           (4) 

где b  – среднее значение мощности в квадрате,  

1 ( , )
( , )

0 ( , )

при x y
x y

при x y











= 


, 

где   – множество точек области G , в которых 

могут присутствовать скважины.  

Примем, что газ идеальный и .const P =   

Тогда получаем 

( ) ( , ) .at

K P K P
bP bP

x x y y

Q P
b mP x y

t x y

 



     
+ =  

      


= −

  

            (5) 

Если в уравнении (5) все коэффициенты 

будут постоянными, т.е. ,K const=  ,const =

,b const m const= = , то получаем известное 

уравнение Лейбензона: 

( )
2 2 2 2

2 2

2 2
, .atQPP P m P

x y
K t x y b Kx y

 


  
+ = −

   
(6) 

Таким образом, получено уравнение, 

описывающее движение газа в пористых средах.  

Для проведения численных экспериментов 

на ЭВМ используем соотношения  
* * *; ;x x L y y L P P P


= = = ; 

*

2

2 atP
Q Q

bK P





= ; *

2
,

2

K P
t t

m L
 =   

тогда, опуская знак «звездочка», уравнение (6) 

приводим к безразмерному виду: 

( )
2 2 2 2 2

2 2

1 1
, .

2

P P P
x y Q

P t x yx y


  
+ = −

   
 (7) 

К уравнению (7) добавляем начальное, 

граничное и внутреннее условия:  

0
( , , ) , ( , ) ;нt

P x y t P x y G
=
=             (8) 

0;
P

n 


=


1 .

K P
b ds C Q

n





=

           (9) 

Здесь Q Q = , 1C  – некоторая постоянная 

величина для приведения в размерность;  - 

граница области G . 

 

Метод решения и обсуждение результатов.  

Для решения задачи (7)-(9) предлагается 

эффективный численный алгоритм [8-16]. Одним 

из основных методов, который позволяет 

определить закономерности изменения 

фильтрационных переменных, является 

аппроксимация дифференциальных операторов 

уравнения методом физического расщепления. 

Данный метод позволяет эффективно реализовать 

его на ЭВМ и дает возможность всестороннего 

исследования объекта и воздействия на него через 

совокупность внешних и внутренних возмущений. 

Таким образом, для решения задачи (7)-(9) 

вводим равномерную сетку по x и y [8-16]: 

,

, 0,1,2.. , ;

, 0,1,2.. , ;
i j

x

i x

x

h h
y

j y

y

L
x i x i N x

N

L
y j y j N y

N



 
=  =  = 

 
=  
 =  =  =
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max, 0,1,2.. , .
k k t

t

T
t k t k N t

N


 
= =  =  = 
 

 

Для решения поставленного уравнения (7) с 

условиями (8) и (9) и учитывая физические 

свойства процесса, разделим ее на две задачи: 

( ) ( )

2 2 2

1 1

2

1

1 2

1 1
1

1 1 1
( , ) ,

2 2

, , , , ,

0; ,

k k

P P
x y Q

P t x yx

P x y t P x y t

P PK
b ds C Q

n n






 
= − 

   


= 


  = =
  



 (10) 

где начальное время расчета ( )1 , , kP x y t  равно 

( , , )нP x y t .  

( )2 , , kP x y t  по времени определяется на 

следующих этапах решения задачи (11). Решая 

данную задачу, находим ( )1

1 1 1, ,k

kP P x y t+

+= .  

Решим вторую задачу на промежутке этого 

времени: 

( ) ( )

2 2 2

2 2

2

2

2 1 1

2 2
1

1 1 1
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k k

P P
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 (11) 

Полученное решение ( )1

2 2 1, ,k

kP P x y t+

+=  

будет решением задачи (7)-(9). 

Заменяем в задачах (10) и (11) 

дифференциальные операторы на конечно-

разностные, используя схему продольно-

поперечного направления по направлениям Ox  и 

Oy . Таким образом, для задачи (10) получаем 

уравнение 
2( 0,5) 2( 0,5) 2( 0,5)

1, 1 1, 1, 1

2

2( 0,5) 2( )

1, 1,

( 0,5)
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Группируем члены в уравнении (12): 

2
2( 0,5) 2( 0,5) 2( 0,5)

1, 1 1, 1, 1( 0,5)
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2
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(13) 

Полученное нелинейное уравнение 

приводим к линейному виду, используя 

отношение 
2 ( ) 2( )

1, 1, 1, 1,2 s s

i i i iP P P P= − : 

( )
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здесь 
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1 1, 12 ;s

iP +=  
( )

2 1,2 ;s

iP =  
( )

3 1, 12 ;s

iP −=  

2
2( )

1, ,( 0,5)

1,

1 1
,

22

k

i i i jk

i

x
F P Q

x yt P
+


= −

 
         

s– количество итераций (повторений). 

Уравнение (13) в общем виде запишем так: 

1, 1 1, 1, 1 ,i i i i i i ia P b P c P d+ −− + =  (16) 

где  

2

1 2 3( 0,5)

1,

; 2 ; ;
2

i i ik

i

x
a b c

P
  

+

 
= = + =  

 

2
2( ) 2( ) 2( )

1, 1 1, 1, 1( 0,5)

1,

2 .
2

s s s

i i i i ik

i

x
d F P P P

P
+ −+

 
= + + + +  

 

 

Для 0x =  - первого условия уравнения    (9) 

- граничное условие заменяем аппроксимацией 2-

го порядка точности: 

1,2 1,1 1,03 4
0.

2

P P P

x

− +
=


 

Из этого уравнения определяются 

коэффициенты прогонки 0  и 0 :  

( )

( )
2 1 3 1

0

1 1 3 1

;
G a G b

G a G c


−
=

−
 

( ) ( )
3 1 1

0

1 1 1 3 1 1 1 3 1

.
G d F

a G a G c G a G c
 = +

− −
 

Здесь 
( )

1
1,0

6 ;sG P= ( )

2
1,1

8 ;sG P= ( )

3
1,2

2 ;sG P=  

2( ) 2( ) 2( )

1 1,0 1,1 1,23 4 .s s sF P P P= − +  

Запишем в первое условие (9) x L= : 

( )1, 1, 2 1, 1, 1 1, 20,5 2
0.

2

N N N N NP P P P P

x

− − −− − − +
=


 

Из этого уравнения находим 1,NP : 

( )

( )
2 3 2 1 3 2

1,

1 2 3 2 1

,
N N N N

N

N N

G G G F
P

G G G

  

 

+ +− − −

 
−  − − 

−
=

−
 

где 
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( )

1
1,

6 ;s

N
G P=  

( )

2
1, 1

8 ;s

N
G P

−
=  

( )

3
1, 2

2 ;s

N
G P

−
=  

2( ) 2( ) 2( )
.1, 1, 1 1, 23 4s s s

N N N NF P P P− −= − +  

Применяя такой же метод к уравнению (11), 

получаем следующее алгебраическое уравнение: 

2, 1 2, 2, 1 ,j j j j j j ja P b P c P d+ −− + =       (17) 

где  

2

4 5 6( 1)

2,

; 2 ; ;
2

j j jk

j

y
a b c

P
  

+

 
= = + = 

 
 

2
2( ) 2( ) 2( )

2, 1 2, 2, 1( 1)

2,

2 .
2

s s s

j j j j jk

i

y
d F P P P

P
+ −+

 
= + + + +  

 

 

( )

4 2, 12 ;s

jP +=  
( )

5 2,2 ;s

jP =  
( )

6 2, 12 ;s

jP −=  

2
2( 0,5)

2, ,( 1)

2,

1 1
.

22

k

j i i jk

j

y
F P Q

x yt P


+

+


= −

 
 

Используя граничные условия уравнения 

(13), определяем коэффициенты прогонки 
0  и 

0  и границу 2,JP : 

( )
( )

2 1 3 1

0

1 1 3 1

;
G a G b

G a G c


 −
=

 −
  

( ) ( )
3 1 2

0

1 1 1 3 1 1 1 3 1

;
G d F

a G a G c G a G c



= +

   − −
 

2,0

( )

1 6 ;sG P =
2,1

( )

2 8 ;sG P =
2,2

( )

3 2 ;sG P =

2( ) 2( ) 2( )

2 2,0 2,1 2,23 4 ;s s sF P P P= − +  

( )
( )

2 3 2 1 3 2

2,

1 2 3 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

;
ˆ ˆ ˆ

J J J J

J

J J

G G G F
P

G G G

  

 

+ +− − −

 
 − − − 

−
=

−
 

2,

( )

1
ˆ 6 ;

J

sG P=
2, 1

( )

2
ˆ 8 ;

J

sG P
−

=
2, 2

( )

3
ˆ 2 ;

J

sG P
−

=

2( ) 2( ) 2( )

2, 2, 1 2, 2
ˆ 3 4 .s s s

J J J JF P P P− −= − +  

Решая уравнения (16) и (17) методом 

прогонки, можно определить искомые параметры 

объекта, а также приемлемые изменения 

диапазона по фазовым переменным. 

На основе изложенного алгоритма составлен 

программный комплекс на языке «Delphi» и 

проведена серия вычислительных экспериментов 

на ЭВМ для различных условий. По этим 

результатам составлена карта изобары по годам 

при произвольной области фильтрации (рис. 2 и 4) 

и сравнена с рис. 1 и 3 и полученными 

результатами на основании метода переменных 

направлений. 

 

 

 

Рис. 1. Изменение области фильтрации по 

времени с применением метода переменных 

направлений (k = 0.4 Дарси, t = 1825 сут.) 

 Рис. 2. Изменение области фильтрации по 

времени с применением метода физического 

расщепления (k = 0.4 Дарси, t = 1825 сут.) 

 

 

 

 

Рис. 3. Изменение области фильтрации по 

времени с применением метода переменных 

направлений (k = 0.4 Дарси, t = 3650 сут.) 

 Рис. 4. Изменение области фильтрации по 

времени с применением метода физического 

расщепления  (k = 0.4 Дарси, t = 3650 сут.) 
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Разница между полученными результатами 

двух методов очень мала. Но при применении 

метода физического расщепления число массивов 

уменьшается и время расчета сокращается на 25%. 

Данный положительный эффект служит 

основанием для широкого применения метода 

физического расщепления при решении 

трехмерных задач фильтрации. 

Полученные результаты в виде 

математического и программного обеспечений 

можно использовать при проектировании и 

уточнении проектных решений газовых 

месторождений, прогнозировании процесса 

добычи. 
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