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Аннотация 

Описаны атрибутные и реляционные представления моделей мозаичных изображений 
с направленными отношениями. Рассмотрены атрибутные представления асимметричных 
реляционных моделей на основе стековых, ранговых и интегральных описаний. Введены 
морфологические меры сходства на основе реляционных моделей. Показано, что на осно-
ве одной и той же ориентированной реляционной модели могут быть введены различные 
морфологические операторы, в частности, типа Серра и типа Пытьева. Предложены спо-
собы построения таких морфологических операторов в атрибутном и реляционном до-
мене. Описана новая морфологическая схема двухэтапной взаимной адаптивной фильтра-
ции изображения и формы, на первом шаге которой происходит упрощение (проецирова-
ние) формы c учетом изображения, а на втором – упрощение (проецирование) изображе-
ния c учетом формы. 

Ключевые слова: морфологический анализ изображений, реляционные модели, мор-
фологические операторы, морфологическая корреляция, сложность форм. 

Цитирование: Визильтер, Ю.В. Морфологический анализ мозаичных форм с направленными 
отношениями на основе атрибутных и реляционных представлений / Ю.В. Визильтер, 
О.В. Выголов, С.Ю. Желтов // Компьютерная оптика. – 2021. – Т. 45, № 5. – С. 756-766. – DOI: 
10.18287/2412-6179-CO-843. 

Citation: Vizilter YV, Vygolov OV, Zheltov SY. Morphological analysis of mosaic shapes 
with directed relationships based on attribute and relational model representations. Computer Op-
tics 2021; 45(5): 756-766. DOI: 10.18287/2412-6179-CO-843. 

Введение 

В рамках морфологии Пытьева [1] традиционно 
рассматриваются мозаичные модели изображений. В 
работе [2] мы предложили перейти к более широкой 
унифицированной схеме морфологического анализа 
на основе атрибутных и реляционных представлений 
моделей мозаичных изображений. При этом мы ввели 
4 основных вида представления модели: функцио-
нально-атрибутное, функционально-реляционное, 
структурно-ресурсное атрибутное и структурно-
ресурсное реляционное. Все эти представления явля-
ются эквивалентными и используются в зависимости 
от решаемой задачи. 

Легко заметить, что структурные реляционные 
модели обычных пытьевских форм являются избы-
точными и тривиальными, поскольку никаких струк-
турных отношений между областями разбиения в мо-
заичной модели Пытьева нет. Реляционный граф та-
кой модели – фиктивный граф. В нем нет ребер, свя-
зывающих разные элементы (области), и все отноше-
ния связывают элементы только с самими собой (в 
графическом представлении это петли). Петли в не-
направленных графовых моделях – просто способ 
вводить атрибуты вершин, не используя в явном ви-
де атрибутную запись. Однако эти составляющие 

перестают быть тривиальными и фиктивными при 
переходе от симметричных отношений между пик-
селами к асимметричным отношениям и, соответ-
ственно, к направленным графовым моделям моза-
ичных изображений. 

Рассмотрение таких морфологических моделей с 
направленными отношениями является предметом 
данной статьи. Традиционно мы будем постоянно 
ссылаться на простейший пример мозаичных форм с 
упорядоченными яркостями. И хотя модели с упоря-
доченными яркостями могут показаться достаточно 
частным и неактуальным примером возможных реля-
ционных моделей, на самом деле речь идет именно о 
переходе от графовых моделей с ненаправленными 
ребрами к графовым моделям с направленными дуга-
ми (стрелками), т.е. к ориентированным графовым 
моделям (морфологическим орграфам). Отличие ор-
графовых моделей заключается в том, что это модели 
с асимметричными отношениями, для которых важен 
порядок вхождения аргументов. При этом, рассмат-
ривая ниже модели изображений с упорядоченными 
яркостями, мы будем все время помнить, что все опи-
сываемые особенности и приемы анализа таких моде-
лей могут быть распространены на любые односорт-
ные или разносортные модели с направленными от-
ношениями, связанные с любыми семантическими 
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или несемантическими атрибутами элементов изоб-
ражений или других типов данных. 

Мы также систематически рассмотрим то, как в 
рамках ориентированной мозаичной модели могут 
решаться основные задачи компаративной морфоло-
гии [3] – сравнение изображений и форм для оценки 
того, относятся ли они к одной и той же наблюдаемой 
сцене. При этом мы последовательно рассмотрим три 
варианта такого сравнения: проверочные предикаты и 
меры сходства на основе реляционной модели, про-
верочные (приводящие) операторы на основе реляци-
онной модели, проверочные предикаты и меры сход-
ства на основе операторов. 

Мозаичные формы с упорядоченной яркостью 

В рамках простейшей морфологии Пытьева [1] 
изображения традиционно рассматриваются как ку-
сочно-постоянные функции вида 

1, ,
( , ) ( , )Fi Fi

i n
f x y f x y

 

  , (1) 

где n – число областей разбиения F кадра  площади S 
на связные непересекающиеся области постоянной яр-
кости, F = {F1,…, Fn}; f = ( fF1,…, fFn)T – вектор значений 
яркости; χFi

 (x,y)  {0,1} – характеристическая функция 
области Fi.Такие изображения называются мозаичными. 

Класс изображений такой формы F имеет вид 
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Морфологический проектор PF на класс F опреде-
ляется условием 

  2arg min ( , ) ( , )F F F Fg P g g F g x y g x y     (3) 

и вычисляется путем усреднения яркостей изображе-
ния g (x, y) по областям мозаичного разбиения F: 

1, ,
( , ) ( , ) ( , ),F F Fi Fi

i n
g x y P g x y g x y

 

    

  2, / , 1, , .Fi Fi Fig g i n      (4) 

Рассмотрим теперь пример мозаичных форм с 
упорядоченной яркостью как наиболее простой слу-
чай мозаичных моделей с направленными отношени-
ями. В этом случае мы считаем, что области мозаич-
ного разбиения кадра F упорядочены для конкретно-
го изображения f таким образом, что: 

1, ,
( , ) ( , ),Fi Fi

i n
f x y f x y
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1, 1,.., 1Fi Fif f i n   . 

Класс изображений такой формы имеет вид 

( ) 1
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Морфологический проектор PF(+) на класс F(+) 
определяется условием 
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Для этой морфологической системы полная мо-
дель Mf изображения f (x, y) мозаичной формы F мо-
жет быть представлена следующим образом: 

- функционально-атрибутное представление (2D-
карта областей стекового представления 
 (x, y) + 2D-карта ранга яркости rF

 (x, y) + 2D-карта 
распределения яркости f (x, y)): 

1
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- функционально-реляционное представление 
(4D-карта отношения «пикселы меньше или 
равны по яркости» + 4D-карта отношения «яр-
кость пикселов»): 

1,., .,1,

( , , , ) ( , , , ), ( , , , )

, ( , ) ( , ),
f f F F

Fik Fk Fi
n k n

Fk
i

x y u v e x y u v q x y u v

b q x y u v
  

  

  
R 

 (9) 

где eF
 (x, y, u, v) = {1, если f(x, y)  f (u, v);   

0 – в противном случае},  
qF

 (x, y, u, v) = eF
 (x, y, u, v) ( f (x, y) + f (u, v)) / 2, 

bFik, qFik – значения этих отношений для пискселов 
пары облатей Fi и Fk; 

- структурно-ресурсное атрибутное представ-
ление (список L, содержащий n областей Fi с ре-
сурсами SFi и признаками aFi

 = eFi, rFi, fFi – стеко-
выми векторами, рангами и значениями яркости i-
й области разбиения): 

  1,
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- структурно-ресурсное реляционное представление 
(граф G с вершинами-областями Fi, имеющими ат-
рибуты ресурса SFi, и отношениями-стрелками rFik, 
имеющими атрибуты ресурса SFi

 SFk): 
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 1 { / 2 : ;0 : ).Fik Fkq fF f i k i k     

Оператор реконструкции изображения по моде-
ли (8 – 11) 

 M ff M   

для каждого из представлений имеет вид соответ-
ственно: 

   2( , ) ( 2), ( , ) ,A f n ff x y n x y   1A a  (12) 

 ( , ) ( , , , ),R f Ff x y q x y x y  R  (13) 

   ( , ) , ( , ) ,L f F Ff x y L x y   f   (14) 

    1,
) .( , ) , ( , ,f F F F Fii i n

f x y G G x y q
 

   q q (15)  

Атрибутные представления асимметричных 
реляционных моделей 

Рассмотрим, как для таких асимметричных реля-
ционных моделей могут быть построены эквивалент-
ные атрибутные представления. В (8) – (11) мы ис-
пользовали в качестве базывых вариантов две такие 
модели: стековые и ранговые представления. 

Стековые модели мы ранее подробно рассматри-
вали в [4] – [6]. Опишем их теперь в рамках единого 
реляционно-атрибутного формализма. 

Стековые функции Fi
 (x, y) являются в четких 

ориентированных моделях аналогом характеристиче-
ских функций Fi

 (x, y) в четких неориентированных 
моделях. Четкими будем называть ориентированные 
или неориентированные модели, в которых функции 
отношений принимают значения {0,1}. Нечеткими – 
если функции отношений принимают значения из 
[0,1]. Неотрицательными, если диапазон значений – 
R +. Произвольными – если диапазон значений функ-
ций отношения не ограничен. 

Как мы отмечали ранее в [7], в модели (1) – (4) ха-
рактеристические функции Fi

 (x, y) могут быть рас-
смотрены как индикаторы класса эквивалентности 
пикселов по отношению «равно по яркости» 
bF

 (x, y, u, v). Такие индикаторы можно определить для 
любой точки с координатами (u, v): 

( , ) ( , ) ( , , , ).F u v Fx y b u v x y   

При этом, очевидно, 

( , )( , ) : ( , ) ( , ),i F u v Fiu v F x y x y      

откуда следует, что на мозаичном изображении с раз-
биением F = {F1,…, Fn} существует ровно n различ-
ных классов по отношению «равно по яркости» 
bF

 (x, y, u, v) с индикаторами {Fi
 (x, y)}i = 1,.., n. 

Аналогично для ориентированной модели 
(8) – (11) стековые функции Fi

 (x, y) могут быть 
рассмотрены как индикаторы класса по отноше-
нию «меньше или равно по яркости» eF

 (x, y, u, v). 
Такие индикаторы можно определить для любой 
точки с координатами (u, v): 

( , ) ( , ) ( , , , ).F u v Fx y e u v x y   (16) 

При этом 

( , )( , ) : ( , ) ( , ),i F u v Fiu v F x y x y      

откуда следует, что на мозаичном изображении с раз-
биением F = {F1,…, Fn} существует ровно n различ-
ных классов по отношению «меньше или равно по 
яркости» eF

 (x, y, u, v) с индикаторами {Fi
 (x, y)}i = 1,.., n. 

Отсюда для мозаичных моделей реляционная форма 
может быть восстановлена по стековому представле-
нию обратным преобразованием  

1, ,

1, , , ,

( , , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

F Fi Fi
i n

Fi Fk
i n k i n

e x y u v x y u v

x y u v
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Если области упорядочены по яркости в соответ-
ствии с (5), то из (16) автоматически следует, что, как 
мы указали в (8), 

, ,
( , ) ( , ), 1, , .Fi Fk

k i n
x y x y i n

 

      

Это и определяет стековое свойство таких функций: 

1( , ) ( , ), 1,.., 1.Fi Fix y x y i n      

Эти функции похожи на стопку вложенных друг в 
друга подносов в столовой (каждая следующая «вхо-
дит» в предыдущую), поэтому они и названы стеко-
выми функциями. Другое название этих функций – 
функции уровня по аналогии с линиями уровня на то-
пографических картах (линии уровня – границы 
уровневых областей). 

1,
 ( , , , ) ( , ) ( , ).FG Gi FGi

i n
e x y u v x y u v

 

    

Ранговую функцию rF
 (x, y) для четкого отношения 

eF
 (x, y, u, v) теперь можно ввести как интегральную 

характеристику набора стековых функций F
 (x, y) в 

точке (x, y): 

1,
( , ) ( , ).F Fi

i n
r x y x y

 

   (18) 

Заметим, что для нечетких или произвольных мо-
делей ef

 (u, v, x, y)  R стековое представление теряет 
смысл (становится слишком много классов), зато ин-
тегральную (ресурсную) характеристику относи-
тельной упорядоченности EF

 (x, y) по-прежнему мож-
но ввести: 

( , ) ( , , , ) .F FE x y e x y u v du dv


   (19) 

Еще одним достинством ресурсной характе-
ристики по отношению EF

 (x, y) по сравнению с ран-
говой характеристикой rF

 (x, y) является то, что диапа-
зон значений ранговой характеристики сильно зави-
сит от количества уровней яркости n, в то время как 
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ресурсная характеристика от n не зависит. В то же 
время ресурсная характеристика зависит от размера 
кадра S и, следовательно, в отличие от ранговой, не-
инвариантна к изменениям масштаба. Однако мы все-
гда можем перейти к соответствующим нормирован-
ным характеристикам 

*( , ) ( , ) / ,F Fr x y r x y n  
*( , ) ( , ) / ,F FE x y E x y S  

в результате обе эти проблемы в значительной степе-
ни нивелируются. 

Для четких дискретных моделей EF
 (x, y) превра-

щается в ресурсную характеристику классов Fi
 (x, y): 

,
, 1,.., .Fi Fk

k i n
E S i n

 

   (20) 

Легко увидеть и обратную аналогию: ресурсные 
характеристики четких пытьевских форм SFi имеют в 
качестве источника интегральную характеристику 
яркостной эквивалентности BF

 (x, y): 

( , ) ( , , , ) .F FB x y b x y u v du dv


   (21) 

Таким образом, для представления как направлен-
ных, так и ненаправленных мозаичных (сегментиро-
ванных) моделей мы используем, по сути, одни и те 
же инструменты: индикаторы классов по отношени-
ям и интегральные функции отношений. Легко убе-
диться, что и в случае направленных отношений ат-
рибутные представления в виде стековых и инте-
гральных функций полностью эквивалентны реляци-
онному представлению. Они содержат всю необхо-
димую информацию и позволяют восстановить реля-
ционную форму представления по атрибутной: 

( , , , ) 1,  если ( , ) ( , )
0 –  в противном случае ,}

F F Fe x y u v r x y r u v 
 (22) 

( , , , ) 1,  если ( , ) (
.

, );
0 –  в противном слу е}ча

F F Fe x y u v E x y E u v 
 (23) 

При этом подобно тому, как в пытьевской модели 
(1) – (4) мы имеем стандартную форму мозаичной ре-
конструкции изображения по набору индикаторов 
классов и яркостей классов (fF, F): 

1, ,
( , ) ( , ),Fi Fi

i n
f x y f x y

 

   

в модели (8) – (11) мы имеем такую же стандартную 
форму стековой (уровневой) реконструкции изобра-
жения по набору индикаторов классов и яркостей 
классов (fF, F): 

1, ,( , ) max 1 ( , ).i n Fi Fif x y f x y    (24) 

Можно также использовать аддитивную форму 
стековой (уровневой) реконструкции изображения по 
набору индикаторов классов и межуровневых разно-
стей яркости (fF, F): 

1, ,
( , ) ( , ),Fi Fi

i n
f x y f x y

 

    (25) 

1 1 1, 0, 2, , .F F Fi Fi Fif f f f f i n         

Наконец, следует затронуть и проблему инвари-
антности ориентированной модели к преобразова-
ниям изображений. В оригинальной морфологии Пы-
тьева большой акцент делается на идее инвариантно-
сти, и она служит способом классификации моделей. 
Мозаичная модель (1) – (4) отличается тем, что она 
инвариантна к произвольным «перекрашиваниям» 
областей, а модель (8) – (11) инвариантна лишь к мо-
нотонным изменениям яркости. Однако нам пред-
ставляется, что с точки зрения реляционных пред-
ставлений модели это не первичная, а вторичная 
классификация. Она означает дословно следующее: 
«Модели инварианты к таким группам преобразова-
ний изображений, которые сохраняют те отношения, 
на которых построены модели». Иными словами, тип 
отношений в модели сразу определяет тип преобразо-
ваний изображения, при которых эти отношения со-
храняются. Значит, классификация морфологических 
моделей по типам отношений (которой мы придержива-
емся в данной работе) определяет также их классифика-
цию по классам инвариантности к преобразованиям. 

Естественно, в наиболее общем случае морфоло-
гические модели должны включать как направленные 
связи, описывающие отличия по некоторым призна-
кам (атрибутам, отношениям), так и ненаправленные 
связи, описывающие сходство элементов по тем же 
или иным признакам (атрибутам, отношениям). Та-
кими моделями как раз являются мозаичные реляци-
онные модели, в которых как минимум между пиксе-
лами одной области предполагаются отношения 
сходства (общности), а между областями могут быть 
как отношения сходства, так и отношения различия – 
направленные или ненаправленные. В разносортных 
моделях могут одновоременно присутствовать не-
сколько типов ориентированных и неориентирован-
ных отношений, но методически проще начать с мо-
дели с одним ориентированным отношением. Приме-
ром такой модели как раз и является (8) – (11). 

Рассмотрим теперь, как в рамках ориентирован-
ной модели (8) – (11) могут решаться основные задачи 
компаративной морфологии [3] – сравнение изобра-
жений и форм для оценки того, относятся ли они к 
одной и той же наблюдаемой сцене. 

Сравнение изображений с формами на основе 
направленных реляционных моделей 

Простейший вопрос о сравнении изображения с 
моделью звучит так: «Соответствует ли изображение 
g модели F?» Или наоборот: «Описывает ли модель F 
изображение g?». Если модель представлена в реля-
ционной форме, то этот вопрос принимает вид: «Все 
ли отношения, содержащиеся в модели F, справедли-
вы для изображения g?». Этот ответ предполагает би-
нарный ответ {1,0} = {да, нет}. Поэтому функцию 
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( , ) {1,  если ;
0 – , в противном слу }чае

Z g F g F 
 (26) 

которая дает ответ на данный вопрос, естественно 
назвать проверочным предикатом. 

Для модели (8) – (11) проверочный предикат мож-
но построить, например, следующим образом. Введем 
бинарное отношение: 

( , ) {1,  если ;0 .–  в противном слу }чаеeh p q p q   

Тогда проверочный предикат по отношению 
eF

 (x, y, u, v) можно записать как 

{( , ),( , ): ( , , , ) 1}( , ) ( ( , ), ( , )).Fe x y u v e x y u v eZ g F h g x y g u v  (27) 

Ниже мы рассмотрим, как Ze
 (g, F) можно записать 

и в различных других формах, в частности, в стан-
дартной для морфологии форме с использованием 
морфологических операторов. Заметим сразу, что та-
кая форма проверки не специфична для направлен-
ных моделей. В случае модели (1) – (4) проверочный 
предикат по отношению bF

 (x, y, u, v) мы также мо-
жем записать как 

{( , ),( , ): ( , , , ) 1}( , ) ( ( , ), ( , )),Fb x y u v b x y u v bZ g F h g x y g u v   (28) 
( , ) {1, если ;

0 – . в противном слу }чае
bh p q p q 

 

Легко заметить, что проверочные предикаты типа 
(27) – (28) слишком жесткие и мало применимы к ре-
альным зашумленным изображениям. Достаточно, 
чтобы hb

 (g (x, y), g (u, v)) = 0 для единственной пары 
пикселов, для которых eF

 (x, y, u, v) = 1, и Z (g, F) при-
нимает нулевое значение. С практической точки зре-
ния хотелось бы смягчить проверочный предикат 
Ze

 (g, F)  {0,1}, перейдя к мере сходства 
Ke

 (g, F)  [0,1]. При этом также можно рассмотреть 
три случая сравнения по отношению e: 

 сравнение изображений Ke(g,f); 
 сравнение изображения с моделью Ke(g,F); 
 сравнение моделей / форм Ke(G,F). 
Введем реляционное описание изображения g по 

отношению e: 

( , , , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ), ( , )),g ee x y u v g u v g x y h g x y g u v  (29) 

которое, естественно, отличается от такого же описа-
ния формы 

( , , , ) ( ( , ), ( , )).G ee x y u v h g x y g u v  

Тогда все три интересующие нас вида сравнения 
можно было бы записать в одинаковой форме, напри-
мер, на основе нормированного коэффициента корреля-
ции реляционных описаний (4D-функций) (НККРО): 

   ( , ) , /Ne g f g fK g f e e e e , (30) 

   ( , ) , /Ne g F g FK g F e e e e , (31) 

   ( , ) , /Ne G F G FK G F e e e e . (32) 

Основная идея нормированной корреляции с уче-
том отношения e здесь заключается в том, что ска-
лярное произведение (eg, ef), по сути, возвращает 
сумму (интеграл) произведений вида 

 , ( ( , ) ( , ))( ( , )

( , )) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )) ,
g f

e e

e e g u v g x y f u v

f x y h g x y g u v h f x y f u v dxdydudv


  


  

которая максимальна в случае, если изображения g и f 
в каждой паре пикселов имеют одинаковый знак раз-
ности, а в случае положительного знака – еще и оди-
наковую амплитуду. 

Проанализируем выражения (30) – (32) формально. 
Прежде всего, заметим, что из-за неотрицательности 
(29) нормированный коэффициент корреляции в дан-
ном случае будет являться мерой сходства: 

( , ) [0,1],
( , ) [0,1],
( , ) [0,1].

Ne

Ne

Ne

K g f
K g F
K G F





 

Далее, очевидно, что при сравнении изображений 
условие нормировки для сравнения идентичных 
изображений выполняется: 

( , ) 1.NeK f f   

То же самое справедливо и для сравнения иден-
тичных форм: 

( , ) 1.NeK F F   

Также из симметрии выражений (30) – (32) следует 
симметрия значений: 

( , ) ( , ), ( , ) ( , ).Ne Ne Ne NeK g f K f g K G F K F G   

Однако при сравнении изображения с формой это 
не так: 

( , ) 1, ( , ) ( , ).Ne Ne NeK f F F K g F K f G    

Чтобы решить первую проблему, меру сходства 
изображений с формами нужно определить несколько 
иначе – как морфологический коэффициент корреля-
ции (МКК) реляционных описаний (МККРО): 

  22 2( , ) ( , , , ), ( , , , ) ./Me g F gK g F e x y u v e x y u v e  (33) 

Теперь в числителе дроби находится выражение 

 2

2

( , , , ), ( , , , ) ( ( , )

( , )) ( ( , ), ( , )) ( ( , ), ( , )) ,
g F

e e

e x y u v e x y u v g u v

g x y h g x y g u v h f x y f u v dxdydudv


 


  

а в знаменателе 

2

2

( , , , ) ( ( , )

( , )) ( ( , ), ( , )) .
g

e

e x y u v g u v

g x y h g x y g u v dx dy du dv


 


 ‖ ‖
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Если he
 (g (x, y), g (u, v))  he

 ( f (x, y), f (u, v)), то чис-
литель и знаменатель совпадают, т.е. 

( , ) 1.MeK f F F   

Если he
 (g (x, y), g (u, v))  he

 ( f (x, y), f (u, v)), то чис-
литель уменьшается на сумму квадратов значений 
(g (u, v) – g (x, y))2 для всех пар 

 ( , ), ( , ) : ( , , , ) ( , , , ) .G Fx y u v e x y u v e x y u v   

При этом морфологический коэффициент корреля-
ции по-прежнему асимметричен (ведь сравнение здесь 
разносортное – изображение сравнивается с формой): 

( , ) ( , ).Me MeK f G K g F  

Аналогичный асимметричный МКК можно ввести 
и для форм: 

  22 2( , ) ( , , , ,), ( , , , ) /Me G F GK G F e x y u v e x y u v e  (34) 

причем 

( , ) 1, ( , ) ( , ).Me Me MeK F F K G F K F G   

Таким образом, мы в данном примере решили все 
три задачи сравнения изображений и форм относи-
тельно ориентированных отношений при помощи 
нормированных и морфологических коэффициентов 
корреляции, свойства которых полностью аналогич-
ны обычным НКК и МКК. Интересно то, что, вопреки 
традициям морфологического анализа, мы не исполь-
зовали в явном виде никаких операторов проекции или 
других модифицирующих операторов на изображе-
ниях. Мы построили НКК и МКК для сравнения 
непосредственно на основе реляционного представ-
ления модели, без перехода к операторной форме. 

Очевидно, этот прием можно обобщить для реля-
ционных моделей общего вида (как ориентирован-
ных, так и не ориентированных). 

Пусть для любого изображения f (x, y) определена 
некоторая процедура описания по отношению . 

.: ( , ) ( , , , )ff x y x y u v R
     

Пусть также определено некоторое правило при-
нятия решения , задающее отображение: 

: ( , , , ) ( , , , ) {0,1}.f Fx y u v x y u v     (35) 

Простейшим правилом такого рода может быть 
пороговое правило  (1): 

 1( , , , ) 1,  если ( , , , )   
0 в противном случае }.

F fx y u v x y u v    


 (36) 

Функции f
 (x, y, u, v) и F

 (x, y, u, v) будем называть 
соответствено реляционным описанием изображения 
f (x, y) и реляционным описанием формы F по отно-
шению . При этом возникает класс формы f по от-
ношению : 

{ ( , ) : ( , ) ( , , , )
( , , , ) ( , )}.

G

F

F g x y g x y x y u v
x y u v f x y

 



    
   

 (37) 

Эти реляционные описания можно сравнивать при 
помощи следующих НККРО: 

   ( , ) , / ,N g f g fK g f       (38) 

   ( , ) , /N G F G FK G F       (39) 

и МККРО: 

22 2( , ) ( ( , , , ) ,, ( , , , )) /M g F gK g F x y u v x y u v      (40) 
222 ( , ) ( ( , , , ,), ( , , , )) /M G F GK G F x y u v x y u v      (41) 

которые, как мы показали выше, обладают следую-
щими свойствами: 

( , ) [0,1], ( , ) [0,1], ( , ) 1, 
( , ) 1, ( , ) ( , ),
( , ) ( , );

N N N

N N N

N N

K g f K G F K f f
K F F K g f K f g
K G F K F G

  

  

 

  
 


 

( , ) [0,1], ( , ) [0,1], ( , ) 1, 
( , ) 1, ( , ) ( , ),
( , ) ( , ).

M M M

M M M

M M

K g F K G F K f F F
K F F K f G K g F
K G F K F G

  

  

 

   
 


 

Морфологические операторы на основе 
направленных реляционных моделей 

Выше мы построили НКК и МКК для сравнения 
изображений и мозаичных форм по заданному отно-
шению непосредственно на основе реляционного 
представления модели, без перехода к операторной 
форме. Однако традиционно в морфологическом ана-
лизе изображений для проверки принадлежности 
изображения g классу формы F (в данном случае нас 
интересует класс F = F(+) по отношению  = e) мы 
должны построить проектор на класс: 

( ) ( ) ( ) ( ): ( , ) .( , )F F Fg P g g x y g x y F       (42) 

Такой проектор PF(+) является оператором (моди-
фикатором), приводящим изображение g (x, y) к моде-
ли eF, т.е. изменяющим g (превращая его в gF(+)) так, 
чтобы eGF

 = eF. Если такой приводящий оператор 
(морфологический проектор) построен, тогда прове-
рочный предикат по отношению eF

 (x, y, u, v) (27) 
можно эквивалентно записать как 

( )1,  если ;
( , )

0,  в противном случае 
F

e
g P g

Z g F  
  
 

, (43) 

а мера сходства по отношению eF
 (x, y, u, v) (МКК) 

принимает стандартный вид: 

   
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

/ , , [0,1].
M M F

F M

K g F K g P

P g g K g F
   

  

 

 ‖ ‖  (44) 

Покажем, что одной и той же направленной моде-
ли могут соответствовать различные приводящие 
операторы. 
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Морфологические операторы типа Серра 

Рассмотрим первый вариант построения приводя-
щего оператора, основанный на независимом локаль-
ном исправлении элементов изображения, которые не 
соответствуют заданной модели. Пусть для некоторо-
го пиксела (x, y) наблюдается g (x, y) > g (u, v), тогда 
как модель требует, чтобы eF

 (x, y, u, v) = 1, т.е. должно 
стать g (x, y)  g (u, v). Минимально возможное изме-
нение данного пиксела состоит в замене 

( , ) ( )( , ) min( ( , ), ( , )).x y F x yg g g x y g u v   

Поскольку такая проверка требуется для всех пик-
селов, связанных с данным отношением 
eF

 (x, y, u, v) = 1, приводящий оператор EF(+) можно 
сформировать как: 

( ) ( ) ( , ): ( , , , ) 1( , ) min  ( , ).FF E F u v e x y u vg E g x y g u v    (45) 

В данном случае мы обозначили морфологиче-
ский оператор (45) как E, поскольку он имеет смысл и 
форму оператора эрозии Серра [8] с переменным би-
нарным структурирующим элементом eF(x,y)

 (u, v). 
Легко убедиться, что: 

( )

( ) ( )

) ( , ) ( , );
) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

F E

F E F E

a g x y g x y
b h x y g x y h x y g x y


  

 
 

т.е. оператор EF(+) является неувеличивающим (моно-
тонным), и при этом сохраняет порядок изображений 
по яркости. Однако поскольку такой оператор, оче-
видно, является еще и идемпотентным (все элементы 
в отфильтрованном образе поправлены в соответ-
ствии с моделью, больше поправлять нечего): 

( ) ( ) ( ) ,) F E F F Ec g E g  

то он является в терминах ММ Серра не только мор-
фологическим оператором (эрозией), но и морфоло-
гическим фильтром (открытием). Это легко увидеть, 
если описать данный оператор при помощи не реля-
ционной, а атрибутной (стековой) модели: 

( ) 1, , ( )( , ) max ( , ),F E i n E Fi Fig x y g x y    (46) 
( ) ( , ): ( , ) 1 ( )

1, , ( , ): ( , ) 1

min  ( , ) ( , )
max min  ( , ).

Fi

Fi

E Fi u v n u v F E

i n u v u v

g g u v g x y
g u v



   

  


 (47) 

В форме (47) структура оператора EF(+) уже четко 
опознается как структура оператора открытия Серра – 
в каждой точке берется максимум по минимумам 
внутри структурирующих элементов, в роли которых 
выступают в данном случае стековые функции 
Fi

 (x, y). 
Заметим, что операция (45) в терминах полутоно-

вой морфологии Серра является операцией открытия 
с плоским (flat) бинарным структурирующим элемен-
том (СЭ): 

( ) ( ) ( , )( , ) ( , ) ( , ).F E F F x yg E g x y g x y e u v    

Это значит, что в рамках отношения e мы можем 
рассмотреть также и полутоновое открытие Серра с 
полутоновым СЭ: 

( ) ( , )

( , ): ( , , , ) 0

( , ) ( , )
min  ( , ) ( , , , ),f

f E f x y

u v e x y u v f

g g x y e u v
g u v e x y u v

 
 


 (48) 

( , , , ) ( ( , ) ( , )) ( , , , ).f Fe x y u v f u v f x y e x y u v   

Здесь, хотя функция ef
 (x, y, u, v) описывает кон-

кретное изображение f (x, y), речь, тем не менее, идет 
о проекторе Ef(+) на класс изображений: 

 ( ) ( , ) : ( , , , ) ( , , , )f g fF g x y e x y u v e x y u v   , (49) 

который, впрочем, отличается от рассматриваемого 
нами класса (6) 

 ( ) ( , ) : ( , , , ) ( , , , )G FF g x y e x y u v e x y u v   . (50) 

Класс Ff(+) содержит изображения, для которых 
соответствующие парные перепады яркости между 
пикселами не только имеют тот же знак, но и по ве-
личине не меньше, чем в эталонном образе f (x, y), ко-
торый определяет полутоновой структурирующий 
элемент ef(x,y)

 (u, v). Такую реляционную модель мож-
но назвать аддитивной нечеткой моделью формы, в 
отличие от мультипликативных нечетких моделей, 
которые мы рассматривали ранее. 

Морфологические операторы типа Пытьева 

Теперь необходимо заметить, что морфологиче-
ские фильтры типа Серра имеют много достоинств, 
но они на самом деле не решают задачу (7) 

 
( ) ( )

2
( ) ( ) ( ) ,arg ( , ) ( , )

F F

F F

g P g

min g F g x y g x y
 

  

 

  ‖ ‖  

точнее говоря, они ее решают с дополнительным 
ограничением на монотонность: gF(E)

 (x, y)  g (x, y). 
Между тем, задача (7) имеет точное решение. Суще-
ствует известный эффективный алгоритм решения 
этой задачи (МНК-аппроксимации, т.е. аппроксима-
ции монотонной функции методом наименьших 
квадратов), основанный на построении нижней вы-
пуклой оболочки наблюдаемых данных. Опишем та-
кой алгоритм МНК-проецирования (7) в терминах 
стекового представления изображения. 

Обозначим 1( , ) 0Fn x y  , 
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Будем последовательно (итеративно) формировать 
стековое представление формы проекции gF(+) как 
набор стековых функций {GFj

 (x, y)}j=1,..,m. и соответ-
ствующих значений яркости {gGFj}j=1,..,m. 
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Алгоритм 1: Approx(F(+),mean). 
(МНК-проецирование на форму с упорядоченными 
яркостями). 
На первом шаге положим m = 1, r = 0 и определим 

1 1( , ) ( , ).GF Fx y x y     

На каждом следующем шаге вычисляем: 

 
 

1,.., ( 1, ) ( )

( 1, ) ( )

arg min mean , ;
mean , .

k r n r k

GFm r q

q g F
g g F

   

 




  

Если q = n, завершаем процесс итераций, 
в противном случае 

1

;
1;

( , ) ( , );GFm Fr

r q
m m

x y x y


 

  
 

и переходим к следующей итерации. 
На завершающем шаге алгоритма  
восстанавливаем изображение МНК- проекции: 

( ) 1, ,( , ) max ( , ).F j m GFj GFjg x y g x y      

Конец Алгоритма 1. 
Как видно, в результате такого алгоритма мы сразу 

получаем не только проекцию изображения gF(+), но и 
форму проекции GF(+)

 = {GFj
 (x, y)}j=1,..,m. Форма проек-

ции, естественно, всегда проще формы класса, на кото-
рую мы проецируем: стековые функции выбираются из 
того же набора, но их может стать существенно меньше 
(все функции сохранятся, только если g  F(+)). 

Формирование оценки яркости 

 ( 1, ) ( )mean ,GFm r gg g F    

при помощи функции взятия среднего значения 
(mean) связано, естественно, как и в пытьевском про-
ецировании, с гипотезой о нормальном распределе-
нии ошибки пиксельного наблюдения и, соответ-
ственно, с критерием МНК-проецирования (7). В свя-
зи с этим такой МНК-проектор естественно обозна-
чить как P(F+,mean). При других предположениях о ха-
рактере наблюдения и соответствующих критериях 
проецирования тем же алгоритмом оценивания мо-
нотонно неубывающей стековой модели 
Approx (F(+),*) с другими базовыми операциями могут 
быть реализованы аналогичные проекторы на основе 
других статистических операторов: P(F+,med), P(F+,min), 

P(F+,mode) и другие. При этом легко заметить, что 
P(F+,min) = EF(+) . 

Интересно также отметить, что по критерию «ис-
правления минимума элементов» P(F+,mode) превосхо-
дит P(F+,min). В самом деле, введем функцию стоимо-
сти редактирования в точке как 

( , ) {0,  если  
1  в противном случае },

E01d a b a b 


 

и соответствующее расстояние редактирования 

 ( , ) ( , )( ( , ), ( , ))  , ,E E01 x y x yd g x y f x y d g f dx dy


   

тогда по определению моды 

( , ) ( , )

( ( ))arg min ( ( , ), ( , ).
F mode F mode

f F E

g P g
d g x y f x y

 

 

 


 (51) 

Это показывает, что «жадная» стратегия локаль-
ного поэлементного редактирования изображения да-
леко не всегда приводит к оптимальным результатам 
даже с той точки зрения, на основе которой строи-
лись такие «жадные» алгоритмы. 

Морфологические операторы в атрибутном 
и реляционном домене 

Итак, теперь у нас есть два варианта МКК для мо-
делей с направленными отношениями: 

- МКК по отношению eF
 (x, y, u, v) на основе опе-

ратора проецирования (45) привычного вида: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , / ,M M F FK g F K g P P g g       

- МККРО (33) непосредственно по реляционной 
модели eF

 (x, y, u, v): 

  22 2( , ) ( , , , ), ( , , , ) ./Me g F gK g F e x y u v e x y u v e  

Можно ли установить какую-то связь между ними 
или хотя бы описать их с единых позиций? 

Рассмотрим сначала МКК (45). Как мы уже отме-
чали выше, в результате алгоритма Approx(F(+),mean) 
мы сразу получаем не только проекцию изображения 
gF(+), но и форму проекции GF(+)

 = {GFj
 (x, y)}j=1,..,m. 

При этом легко увидеть, что 
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1 1, ,
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jG x y x y x y
x y

  



    
 

 

где PGF – стандартная пытьевская проекция g (x, y) на 
(неупорядоченную) форму GGF, которая является ба-
зовой мозаичной формой для упорядоченной мозаич-
ной формы GF(+). 

Таким образом, отображение (51) можно предста-
вить как цепочку преобразований: 

( ) ( ): ( , ) ( , ),F F GF GF GFP g x y G G P g x y     (53) 

где первая стрелка символизирует переход из домена 
изображений в домен модельных описаний (8) – (11) 
(в данном случае в атрибутном представлении), сле-
дующий – в домен модельных описаний (1) – (4), по-
следняя – финальный возврат в исходный домен 
изображений. 
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Иными словами, оператор фильтрации (проектор) 
определяется в модельном домене, после чего этот 
оператор применяется в исходном домене (изображе-
ний). Такая схема фильтрации «прямое преобразова-
ние в модельный домен – преобразование в модель-
ном домене – обратное преобразоване в исходный 
домен» является одной из стандартных в цифровой 
обработке сигналов, где в качестве преобразований 
выступают, например, преобразование Фурье, 
вейвлет-преобразование и т.п., а модельные домены 
являются соответственно частотным, пространствен-
но-частотным и т.д. В данном случае мы говорим о 
преобразовании в домен морфологических описаний 
и модульном представлении морфологических опера-
торов по схеме «образ  описание  преобразование 
описания  реконструкция образа по преобразован-
ному описанию». Такие модульные представления 
морфологических операторов мы рассматривали и 
ранее [9] – [10]. 

Запись проектора PF(+) в форме (52) также позво-
ляет сразу показать, что  
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( ) ( ), ( , ),
GF F F F

M M

G G P g P g

K g F K g F


 

   

 
  (54) 

т.е. оператор PF(+) упрощает сильнее, чем PF. Этот факт, 
очевидно, определяется тем, что F(+)

  F, причем мощ-
ности этих множеств различаются драматически: 

( ) / !F F n ‖ ‖ ‖ ‖  (55) 

где n! = Pn
 = An

n – число перестановок рангов областей в 
форме F. Естественно, проекция на одно из n! равнове-
роятных подмногообразий должна изменять проециру-
емый образ всегда не слабее, а в среднем существенно 
сильнее, чем проекция на все многообразие. 

Последнее, что хотелось бы отметить, касаясь 
морфологической корреляции на основе проектора 
PF(+), – это возможность представления и обработки 
модельного домена в схеме (53) не только в атрибут-
ной, но и в реляционной форме. В самом деле, атри-
бутной форме модели GF(+), которая описывается сво-
ими составляющими 
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однозначно соответствует реляционное представле-
ние модели GF(+): 

 ( , , , ) ( , ), ( , ) ,GF e GF GFe x y u v h r x y r u v  (56) 

причем можно формально ввести оператор проекции 
формы F(+) с учетом изображения g (x, y): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

:
: ( , , , ) ( , , , ),

g g g F

g F GF

P F P F G
P e x y u v e x y u v

    
 

 (57) 

который, очевидно, является идемпотентным, по-
скольку 

( ) : ( , , , ) ( , , , ).GFg GF GFP e x y u v e x y u v  

Здесь примечательно то, что выражение (57) опи-
сывает новую схему двухэтапной взаимной адаптив-
ной фильтрации изображения g и формы F: 

Шаг 1: Упростить (спроецировать) форму F c уче-
том изображения g. 

Шаг 2: Упростить (спроецировать) изображение g 
c учетом формы F. 

Казалось бы, раньше мы не встречались с такой 
взаимной коррекцией формы и изображения – форма 
F всегда выступала как постоянная составляющая, а 
изображение изменялось (проецировалось). Однако и 
в стандартном пытьевском проецировании форма 
также изменялась (упрощалась) в тех случаях, когда 
яркости некоторых областей выравнивались. Если в 
проецируемом мозаичном изображении g некоторые 
области целиком включают какие-либо группы обла-
стей формы F, то после проецирования эти группы 
областей сольются и результат проецирования gF бу-
дет на самом деле иметь не форму F, а форму Fg

  F. 
Значит, на самом деле форма и изображение всегда 
взаимно упрощают друг друга. Только в обычных мо-
заичных формах это происходит сравнительно редко, 
а для форм с упорядоченной яркостью это происхо-
дит в большинстве случаев, поскольку, как мы указа-
ли выше, в каждой форме с n областями имеется n! 
равновероятных упорядоченных форм, и лишь для 
одного варианта упорядочения проекции gF итоговую 
форму gF(+) не приходится упрощать. 

Рассмотрим теперь случай (33), когда проецирова-
ние происходит только в модельном домене, без воз-
вращения в исходный домен изображения. Легко заме-
тить, что МККРО (33) можно также переписать в тра-
диционной пытьевской форме как отношение нормы 
проекции к норме проецируемой функции, только мор-
фологическое проецирование и оценка нормы при этом 
происходит не в исходном, а в модельном домене: 

  2 2
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2 2

2  , ( , , , )

,

/

( , , , ) /

Me eF g g

gF g

K g F P e x y u v e

e x y u v e

  


 (58) 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ).eF g g FgFe x y u v P e x y u v e x y u v e x y u v   
Как видно, проецирование здесь имеет форму по-

пиксельного умножения функции-образа eg
 (x, y, u, v) 

на функцию-фильтр eF
 (x, y, u, v)  {0,1}. Такой опера-

тор, естественно, будет идемпотентным, неувеличи-
вающим и сохраняющим порядок: 

( , , , ) ( , , , ),
( , , , ) ( , , , ),

( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ),
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т.е. PeF является морфологическим фильтром (откры-
тием) Серра, действующим в домене реляционных 
описаний. По сути, поэлементное умножение на 
функцию-фильтр eF

 (x, y, u, v)  {0,1} в явном виде ре-
ализует здесь введенную Матероном и развитую Сер-
ра идею морофологического «сита» (sieving) [8], уда-
ляющего из образа те элементы, которые не соответ-
ствуют модели. 

Заметим, что, по аналогии с (48), в реляционной 
области мы можем также ввести не только плоское 
(flat) открытие Серра на основе бинарной маски «си-
та» eF(x,y)

 (u, v), но и полутоновое открытие Серра вме-
сте с соответствующим морфологическим коэффици-
ентом корреляции: 

  2 22
( )

2 2 ,,

 , ( , , , ) /

( , , ) /

Me f ef g g

gf g

K g F P e x y u v e

e x y u v e

  


 (59) 

( , , , ) ( , , , )
( , , , ),если  ( , , , ) ( , , , );  

0,  в противном случае.

gf ef g

g g f

e x y u v P e x y u v
e x y u v e x y u v e x y u v

 

 


(60) 

Другая возникающая здесь аналогия – операция 
свертки в частотном домене, которая, согласно тео-
реме о свертке, имеет вид поэлементного умножения 
Фурье-образов: 

( , )  ( , ) ( , )  ( , )

( ) ( ).

f x y g x y f u v g x u y v du dv

F p G p

     


  

Здесь также происходит фильтрация изображения 
при помощи реляционной модели g (x, y, u, v) = g (x – u, 
y – v), и в частотном домене такая реляционная филь-
трация выражается в поэлементном произведении об-
разов исходных функций. В случае четких реляцион-
ных моделей аналогами теоремы о свертке являются 
утверждения: 

( )

( ) ( )

( , , , ) ( , , , ) (
,

, , , )W F Ge x y u v e x y u v e x y u v W
F G



 

  
 

 (61) 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ,W F Gb x y u v b x y u v b x y u v W F G     

где W(+) (W) – общая составляющая формы для F(+) и 
G(+) (F и G) соответственно. 

Как и в случае с Фурье-анализом, нам не всегда 
нужно возвращаться в исходный домен, чтобы прове-
сти сравнение исходных образов. В частности, 
ММКРО, как было показано выше, можно вычислять 
непосредственно в реляционном представлении. По-
кажем теперь, что задача локализации отличий, кото-
рая традиционно решается именно в исходном до-
мене, может быть также решена в реляционном до-
мене и лишь затем отображена в исходный домен, 
минуя явную реконструкцию проекции. Введем опе-
рацию нормализации фона по отношению e в реляци-
онном домене: 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ).

gF g eF g

g gF

e x y u v e x y u v P e x y u v
e x y u v e x y u v

   
 

 (62) 

Ее образом в исходном домене будет 2D-карта 
отличий по отношению e: 

( , ) ( , )( , ) max ( , , , ),F e u v gFg x y e x y u v    (63) 

которая содержит в каждом пикселе максимальные 
значения «неверных» (обратных) контрастов на изоб-
ражении g с точки зрения модели F(+), наблюдавшие-
ся в парах, где участвовал данный пиксел. Естествен-
но, такая техника морфологического выделения отли-
чий может быть распространена на любые отношения 
, так же, как мы это показали выше для морфологи-
ческого сравнения по сходству. 

Заключение 

В данной работе с точки зрения введенной в [1] 
унифицированной схемы морфологического анализа 
на основе атрибутных и реляционных представлений 
моделей мозаичных изображений рассмотрены мор-
фологические модели с направленными отношения-
ми. Введены 4 основных вида представления таких 
моделей: функционально-атрибутное, функциональ-
но-реляционное, структурно-ресурсное атрибутное и 
структурно-ресурсное реляционное. Эти представле-
ния являются эквивалентными и используются в за-
висимости от решаемой задачи. 

Рассмотрены атрибутные представления асиммет-
ричных реляционных моделей на основе стековых, 
ранговых и интегральных описаний. Все теоретиче-
ские построения проиллюстрированы на простейшем 
примере мозаичных форм с упорядоченными ярко-
стями. 

Исследованы способы решения в рамках ориенти-
рованной мозаичной модели основных задач компа-
ративной морфологии (сравнения изображений и 
форм). Для реализации такого сравнения введены 
проверочные предикаты и морфологические меры 
сходства на основе реляционной модели, а также 
проверочные (приводящие) морфологические опера-
торы на основе реляционной модели и соответству-
ющие меры сходства на основе операторов. 

Введены морфологические инструменты (коэф-
фициенты корреляции) сравнения по заданному 
направленному отношению: для сравнения изобра-
жений между собой, сравнения изображения с моде-
лью и сравнения моделей. 

Показано, что на основе одной и той же ориенти-
рованной реляционной модели могут быть введены 
различные морфологические операторы, в частности, 
типа Серра и типа Пытьева. Предложены способы по-
строения таких морфологических операторов в атри-
бутном и реляционном домене. Указана связь между 
морфологическим анализом в реляционном домене и 
Фурье-анализом в частотном домене. 
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Описана новая морфологическая схема двухэтап-
ной взаимной адаптивной фильтрации изображения и 
формы, на первом шаге которой происходит упроще-
ние (проецирование) формы c учетом изображения, а 
на втором – упрощение (проецирование) изображения 
c учетом формы. 
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Morphological analysis of mosaic shapes with directed relationships 
based on attribute and relational model representations 
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Abstract 

We introduce attribute and relational representations of mosaic image models with directed 
relationships between regions. Attribute representations of asymmetric relational models based 
on stacking, ranking and integral descriptions are considered. We propose some morphological 
shape similarity measures based on relational models. We show that using the same oriented re-
lational model, various morphological operators can be constructed, in particular, of Serra- or 
Pyt’ev type. Some constructive methods for the design of such morphological operators in an at-
tribute and relational domains are proposed. From this consideration we also extract a new 
morophlogical scheme for two-stage mutual adaptive image-and-shape joint filtering: at the first 
step, the shape is simplified (projected) with regard to the image to be projected, and at the sec-
ond step, the image is simplified (projected) with regard to the simplified (projected) shape. 

Keywords: morphological image analysis, relational models, morphological correlation, 
morphological operators, shape complexity. 
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