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Аннотация 

Рассмотрен метод расчёта линз с двумя асферическими поверхностями, имеющих ми-
нимальные френелевские потери в классе стигматических линз. Минимизация френелев-
ских потерь достигается за счёт одинаковых углов девиации лучей на поверхностях линзы. 
Расчёт линз с минимальными френелевскими потерями сведен к решению обыкновенного 
дифференциального уравнения, разрешённого относительно производной. Для профилей 
линз также получены простые аналитические аппроксимации. 
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Введение 

Линзы являются базовым компонентом многих 
оптических систем. Несмотря на долгую историю 
(линзы были изобретены еще до нашей эры), расчёт 
асферических линз с заданными оптическими свой-
ствами по-прежнему остаётся актуальной научной и 
практически значимой задачей [1 – 11]. В частности, в 
работах [1, 2] рассмотрен аналитический расчёт стиг-
матических линз, у которых первая поверхность яв-
ляется заданной, а вторая рассчитывается из условия 
постоянства оптической длины пути лучей для двух 
сопряженных точек. Такая линза для выбранной пары 
точек не имеет сферической аберрации, т.е. преобра-
зует сферический волновой фронт, исходящий из 
точки-объекта в сходящийся сферический волновой 
фронт с центром в точке параксиального изображе-
ния. В работах [3 – 8] рассмотрен расчёт апланатиче-
ских линз с двумя асферическими поверхностями. У 
апланатических линз, помимо условия стигматично-
сти (условия постоянства оптической длины пути лу-
чей для двух сопряженных точек), дополнительно 
выполняется условие Аббе [12], обеспечивающее от-
сутствие комы. Отметим, что расчёт апланатической 
линзы является более сложной задачей. Если объект 
расположен в бесконечности, то расчёт линзы сво-
дится к решению системы уравнений, содержащих 
два нелинейных алгебраических уравнения и одно 
обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка, разрешённое относительно производной [3, 
4]. В общем случае, когда объект и изображение рас-
положены на конечных расстояниях, расчёт аплана-
тической линзы требует решения сложного нелиней-

ного дифференциального уравнения, не разрешённо-
го относительно производной [8]. 

При прохождении света через линзу на прелом-
ляющих поверхностях линзы происходит частичное 
отражение света, обусловленное разными значениями 
показателей преломления по обе стороны поверхно-
стей линзы. Данные потери описываются формулами 
Френеля [13]. При большом числе линз в оптической 
системе, а также при большой угловой апертуре линз 
френелевские потери могут быть очень существен-
ными. Кроме того, наличие неконтролируемого отра-
женного света снижает контраст формируемого изоб-
ражения. Для «борьбы» с френелевскими потерями 
используется просветление оптики. Однако простые 
оптические покрытия позволяют эффективно умень-
шить отражение только при определенных углах па-
дения и длинах волн. В настоящей работе рассмотрен 
еще один механизм снижения френелевских потерь, 
основанный на определенном методе расчёта поверх-
ностей линзы. Как отмечено выше, при расчёте стиг-
матической линзы одна из поверхностей линзы может 
быть задана произвольным образом [1, 2]. Это пока-
зывает, что в общем случае линза с двумя асфериче-
скими поверхностями позволяет не только убрать 
сферическую аберрацию, но и дополнительно обес-
печить выполнение ещё одного заданного условия. В 
настоящей работе впервые рассмотрен метод расчёта 
линз с двумя асферическими поверхностями, имею-
щих минимальные френелевские потери в классе 
стигматических линз. Минимизация френелевских 
потерь достигается за счёт одинаковых углов девиа-
ции лучей на поверхностях линзы [14, 15]. При этом 
расчёт стигматических линз с минимальными френе-
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левскими потерями сведен к решению обыкновенно-
го дифференциального уравнения, разрешённого от-
носительно производной. Для указанных линз также 
получены простые аналитические аппроксимации. 

Расчёт стигматической линзы из условия 
минимума френелевских потерь 

Рассмотрим расчёт осесимметричной линзы (по-
казатель преломления n > 1), отображающей источник 
излучения, расположенный в начале координат в сре-
де с показателем преломления n0

 = 1, в точку ( f, 0) на 
оптической оси, также расположенную в среде с еди-
ничным показателем преломления (рис. 1). Для про-
стоты будем рассматривать только линзы, строящие 
действительное изображение источника. Пусть пер-
вая поверхность линзы задана функцией длины ради-
ус-вектора R (), где угол  отсчитывается от оптиче-
ской оси. Обозначим  () угол между преломленным 
на первой поверхности лучом и осью z. Определим 
вторую поверхность линзы через функцию l = l (), 
описывающую длину пути лучей в линзе (рис. 1), в 
следующем параметрическом виде: 

       
       

2

2

cos cos ,

sin sin .

z R l

y R l

       
       

 (1) 

Запишем условие постоянства оптической длины 
пути лучей от точечного источника до его изображения: 

        2
2
2 2 const.R nl y f z           (2) 

Рассматривая центральный луч, распространяю-
щийся по оси z, значение оптической длины пути  
представим в виде 

  0 0 0 0 0( 1) ,R nl f R l n l f          (3) 

где R0
 = R (0) – расстояние от источника до первой по-

верхности, l = l () – толщина линзы. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи расчёта линзы 

Из уравнений (1), (2) следует, что при расчёте 
стигматической линзы без дополнительных ограни-
чений имеется определенная свобода в выборе одной 
из поверхностей линзы. В данном случае, при опре-
делении второй поверхности в виде (1), первая по-
верхность R () может быть выбрана произвольно. 
Действительно, при некоторой заданной функции 
R () функция  () выражается через функцию R () и 

её производную с использованием закона Снеллиуса, 
и тогда расчёт стигматической линзы сводится к 
отысканию функции l = l () из уравнений (1), (2). Не-
сложно видеть, что расчёт функции l = l () сводится к 
решению квадратного уравнения.  

Далее мы используем указанную «свободу» для 
расчёта стигматической линзы с дополнительным 
условием, соответствующим условию минимума 
френелевских потерь. Для этого подставим (1) в (2) и 
выразим R () через l () в виде 
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Известно, что минимизация френелевских потерь 
достигается при одинаковых углах девиации лучей на 
поверхностях оптического элемента [14, 15]. Углы 
девиации лучей на первой и второй поверхностях 
линзы равны 1

 =  –  ()и 2
 =  () –  () соответ-

ственно. Здесь углы ,  и  (рис. 1) определены с 
учетом следующего правила знаков. Углы отсчиты-
ваются от оптической оси и считаются положитель-
ными при направлении отсчёта против часовой 
стрелки. Углы, отсчитываемые в направлении по ча-
совой стрелке, являются отрицательными. В этом 
случае углы ,  являются положительными, а угол 
 () – отрицательным. Полагая 1

 = 2, получим 

   2 .       (5) 

С другой стороны, из геометрии задачи (рис. 1) и 
условия постоянства оптической длины пути лучей 
(2) будем иметь: 
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Подставляя (1) в (6), несложно получить l () в 
виде 
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Далее, подставляя (7) в (4), выразим R () через 
 () в виде 
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Закон преломления лучей на первой поверхности 
линзы можно представить в виде следующего диффе-
ренциального уравнения [15 – 17]: 
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Прологарифмируем (8), затем вычислим производную  

d ln R () / d и приравняем полученный результат к 
правой части выражения (9). Тогда после простых, но 
утомительных вычислений получим для  () обык-
новенное дифференциальное уравнение, разрешённое 
относительно производной: 
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Таким образом, расчёт стигматической линзы с 
минимальными френелевскими потерями (с одинако-
выми углами девиации лучей) сводится к выполне-
нию следующих шагов: 

1. Решение дифференциального уравнения (10). 
2. Расчёт l () по формуле (7). 
3. Расчёт R () по формуле (4). 
При решении дифференциального уравнения (10) 

используется граничное условие  (0) = 0. Данное 
условие предполагает, что центральный луч, распро-
страняющий вдоль оптической оси, не преломляется. 
Заметим, что правая часть дифференциального урав-
нения (10) (функция F (,  ()) ) имеет неопределен-
ность «0 / 0» при  = 0. Чтобы избавиться от этой не-
определенности, учтём, что  () по правилу знаков 
является нечетной функцией. Полагая в правой части 
(10)  () =  + 3 + (5), получим: 

     
0

0, 0 lim , .F F


        (11) 

Значение  = F (0,  (0)) можно выразить через зна-
чение R0, соответствующее расстоянию от источника 
до первой поверхности, толщину линзы l0 и коорди-
нату f точки изображения. Действительно, подставляя 
 () =  + 3 + (5) в (8) и вычисляя предел 
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С учетом (3), из последнего уравнения значение  
может быть получено в виде: 
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Таким образом, чтобы рассчитать линзу при задан-
ных значениях R0, l0, f, необходимо вычислить 
 = F (0,  (0)) по формуле (13). 

В окрестности  = 0 можно положить  ()  . 
При  () =  функции R () и l () несложно полу-
чить в аналитическом виде: 
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Действительно, вышеприведённое выражение для 
R () легко получить из закона преломления (9) при 
 () = , а выражение для l () получается из урав-
нения (7), которое записано с учетом условия посто-
янства оптической длины пути (2). Отметим, что 
уравнения (14) описывают стигматическую линзу, 
для которой уравнение (8), записанное с учетом усло-
вия равенства углов девиации лучей на поверхностях 
линзы, в общем случае выполняется приближённо. 
Представленный в следующем параграфе пример 
расчёта линзы показывает, что формулы (14) хорошо 
аппроксимируют параметры линзы, рассчитанные на 
основе точных формул (10), (7) и (4). Более того, в 
некоторых частных случаях приближённые аналити-
ческие формулы (14) соответствуют точным решени-
ям. Рассмотрим эти случаи. 

Случай 1. Если линза расположена посередине 
между источником и изображением (при этом 
f = 2R0

 + l0), то из соображений симметрии следует, 
что одинаковые углы девиации достигаются при 
 ()  0, то есть при  = 0 в (14). В этом случае фор-
мулы (14) принимают вид: 
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Формулы (15), как и следовало ожидать, пред-
ставляют линзу, у которой поверхности являются ги-
перболами. Первая гипербола преобразует расходя-
щийся сферический пучок от источника в коллими-
рованный, а вторая гипербола преобразует коллими-
рованный пучок в сходящийся пучок со сферическим 
волновым фронтом с центром в точке (0, f ). Посколь-
ку при  ()  0  () = –  (см. (5)), то полученная лин-
за также удовлетворяет условию Аббе [12]. 

Случай 2. Если изображение находится в беско-
нечности, то  () = 2 () –  = 0 и  () =  / 2. В этом 
случае поверхности линзы описываются выражения-
ми (14) при  = 1 / 2. 

В заключение данного параграфа приведем ряд 
формул, позволяющих «связать» точную линзу, 
определяемую уравнениями (10), (7) и (4), с соответ-
ствующей параксиальной линзой. Как отмечено вы-
ше, в окрестности угла  = 0 точная линза может 
быть описана аналитическими выражениями (14). 
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Используя (14), можно вычислить радиусы кривиз-
ны линзы при  = 0: 
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Приведенные радиусы кривизны описывают па-
раксиальную линзу, соответствующую как точной 
линзе, так и линзе (14). При необходимости, исполь-
зуя формулы толстой линзы [13], ограниченной дву-
мя сферическими поверхностями, можно рассчитать 
положения главных плоскостей и фокусные расстоя-
ния линзы. Кроме того, в рамках аппроксимации 
() = ,  () = 2 –  =  (2 – 1), и можно полу-
чить линейное и угловое увеличения линзы: 
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Пример расчёта 

Для иллюстрации полученных в предыдущем па-
раграфе теоретических результатов рассмотрим при-
мер расчёта линзы со следующими параметрами: рас-
стояние от источника до первой поверхности 
R0

 = 20 мм, толщина линзы L0
 = 20 мм, координата 

точки изображения f = 80 мм, показатель преломления 
материала линзы n = 1,5. На рис. 2а показана функция 
 (), рассчитанная из решения дифференциального 
уравнения ДУ (10), и её линейная аппроксимация 
lin

 () =  при [0,35]. При указанных выше па-
раметрах  = 0,2. Из рис. 2а видно, что при выбран-
ных параметрах точно рассчитанная функция  () 
близка к линейной функции.  

На рис. 2б показана сама линза, импортированная в 
программу оптического проектирования Zemax [18]. 
Следует отметить, что линза, рассчитанная по при-
ближенным аналитическим формулам (14), оказывает-
ся визуально неотличимой от линзы на рис. 2б, рассчи-
танной на основе точных формул (10), (7) и (4). При 
этом нормированные среднеквадратичные отклонения 
профилей линзы, рассчитанных по точным формулам, 
от профилей (14) составляют менее 0,11 %.  

На рис. 2в показано рассчитанное в программе 
Zemax сечение в плоскости изображения дифракци-
онной функции рассеяния точки, сформированной 
линзой с числовой апертурой NA = sin 35 = 0,57 на 
длине волны  = 0,5876 мкм. Относительная интен-
сивность в главном максимуме диска Эйри (интен-
сивность Штреля [13]) составила Ist = 0,99. Напомним, 
что изображение точечного источника считается еще 
не отличающимся от дифракционно-ограниченного, 

если интенсивность Штреля опускается не ниже 0,8 
[19]. Отсюда следует, что условие стигматичности у 
данной линзы выполнено с высокой точностью. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 2. Функция (), рассчитанная из решения 

дифференциального уравнения (10) (непрерывная серая 
линия), и её линейная аппроксимация (чёрная пунктирная 
линия) (а); изображение линзы в рабочем окне программы 

Zemax (б); рассчитанное в программе Zemax сечение 
в плоскости изображения дифракционной функции 

рассеяния точки (в) 

Для [0,35] в программе Zemax были рассчита-
ны углы девиации лучей на поверхностях линзы. 
Условие равенства углов девиации лучей также ока-
залось выполненным с высокой точностью, что под-
твердило правильность представленных теоретиче-
ских результатов и выполненных расчётов. 

Рассчитанная в программе Zemax методом трас-
сировки лучей эффективность линзы, определяемая 
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как доля излученного источником светового потока, 
попадающая в пятно Эйри, при изотропном источни-
ке излучения составила 87 %. Таким образом, френе-
левские потери для рассчитанной линзы равны 13 %. 
Следует отметить, что при выбранных параметрах 
углы падения лучей на поверхности линзы варьиру-
ются от нуля до 64,9 для первой поверхности и от 
нуля до 32,4 для второй поверхности. При этом фре-
нелевские потери для неполяризованного света изме-
няются от 8 % для центрального луча ( = 0) до 18,7 % 
для крайнего луча ( = 35). Важно отметить, что 
практически такие же френелевские потери получа-
ются и для линзы, рассчитываемой на основе анали-
тических формул (14).  

Интересно отметить, что стигматическая линза, 
рассчитанная из условия минимума френелевских 
потерь, приближенно удовлетворяет условию сину-
сов Аббэ [12]: 

  mag
sin

const .
sin

L


 
 

 (18) 

При выбранных параметрах линейное увеличение 
параксиальной линзы, определяемой формулой (17), 
равно Lmag

 = –1,667. На рис. 3 приведен график функции 

 
  mag mag

mag

1 sin
,

sin 2
L

L

     
    

 (19) 

представляющей относительное изменение увеличе-
ния рассчитанной линзы при [0,35]. Из рис. 3 сле-
дует, что относительное изменение увеличения при 
[0,35] не превышает 3,5 %. Практически такое же 
изменение увеличения имеет место и для линзы, рас-
считанной на основе аналитических формул (14). 

 
Рис. 3. График функции mag(), описывающей 
относительное изменение увеличения линзы 

Практический интерес представляют и аберраци-
онные свойства стигматической линзы с минималь-
ными френелевскими потерями. Расчёт, выполнен-
ный с помощью программы Zemax при числовой 
апертуре NA = sin 20 = 0,34, показал, что качество 
изображения внеосевой точки близко к дифракцион-
но-ограниченному (интенсивность Штреля не ниже 

0,8) при ее удалении от оптической оси на 0,15 мм, а 
оптимизация по коэффициентам обоих асферических 
поверхностей позволяет увеличить это отклонение до 
0,33 мм. При этом коэффициент комы 3-го порядка 
почти на порядок больше у оптимизированной линзы, 
что говорит о роли этой аберрации в коррекции вра-
щательно не симметричных аберраций высших по-
рядков, играющих значительную роль даже при столь 
ограниченной апертуре. 

Заключение 

Рассмотрен расчёт линз с двумя асферическими 
поверхностями, имеющих минимальные френелев-
ские потери в классе стигматических линз. Миними-
зация френелевских потерь достигается за счёт оди-
наковых углов девиации лучей на поверхностях лин-
зы. Расчёт линзы сводится к решению обыкновенного 
дифференциального уравнения, разрешённого отно-
сительно производной. Получены простые аналити-
ческие аппроксимации для профилей линзы. Пред-
ставленный пример расчёта линзы подтверждает пра-
вильность полученных расчётных формул и демон-
стрирует хорошую точность аналитических аппрок-
симаций для профилей линзы. 
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Abstract  

A method for designing double aspheric lenses enabling minimal Fresnel losses in the class of 
stigmatic lenses is considered. Minimization of the Fresnel losses is provided by ensuring equal 
ray-deviation angles on both aspheric surfaces of the lens. The design of the lens is reduced to the 
integration of an explicit ordinary differential equation. Simple analytical approximations for the 
lens profiles are also presented. 
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