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Аннотация 

В работе вводится новый класс (двумерных) дискретных ортогональных преобразова-
ний, определенных на решетках целых элементов квадратичных полей. Метод синтеза та-
ких преобразований существенно использует специфику представления целых квадратич-
ных элементов в так называемых квазиканонических системах счисления. В данной статье, 
представляющей результаты первой части исследований автора, рассматриваются дискрет-
ные ортогональные преобразования, связанные исключительно с бинарными системами 
счисления в квадратичных полях. Рассматриваются также вопросы синтеза быстрых алго-
ритмов введенных дискретных ортогональных преобразований и возможность их примене-
ния к анализу фрактальных (или самоподобных) объектов.  
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Введение 

Как известно [1], при статистическом подходе к 
описанию сигналов оптимальным конечномерным 
базисом для представления отдельных реализаций 
сигналов обычно считается базис, при котором норма 
ошибки, усредненная по ансамблю реализаций, ми-
нимальна. В этом случае необходимые и достаточные 
условия минимума нормы ошибки представления 
сигнала в виде линейной комбинации базисных 
функций определяет теорема Карунена – Лоэва. Сле-
дующее из нее дискретное преобразование, во-
первых, не обязано обладать быстрым алгоритмом 
вычисления, а во-вторых, даже в случае наличия для 
определенного класса сигналов быстрых алгоритмов 
вычисления оптимального (или близкого к нему  пре-
образования (обратная задача Карунена – Лоэва [2])), 
упомянутая оптимальность, скорее всего, будет по-
ниматься по отношению к некоторым усредненным, 
интегральным характеристикам класса обрабатывае-
мых сигналов, что прямо следует из интегральной 
природы дискретных ортогональных преобразований 
(ДОП). Спектры преобразований, даже наиболее по-
пулярных в ЦОС (Фурье, косинусного и т.п.), «чув-
ствительны» лишь к простейшим симметриям сигна-
лов, соответствующим простейшим геометрическим 
преобразованиям двумерного пространства R  R или 
немногочисленным автоморфизмам поля C.  

1. Постановка задачи, основные идеи 

Еще большее потенциальное разнообразие, к со-
жалению, плохо формализуемое на уровне связи 
«наблюдаемый объект – адекватное (оптимальное) 
ДОП», порождается равенствами работы [3]: 
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Пример 1. Рассмотрим при m = 2, c0
 = c1

 = 1 равен-
ство (1) в форме 
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Так как для чисел n рассматриваемого диапазона 
0  n  2d – 1 справедливы однозначные представления 
в двоичной системе счисления 

 0 1
0 12 ... 2 , 0,1 ,d

d kn n n n
     (3) 

то 1,0( ) ( 1) ... ( 1) ,dnna n      то есть a (n) = 1 для всех 
0  n  2d – 1. 

Полагая z = exp{2 i 2 – d}, 2d = N, получаем после-
довательность степеней zn в форме z0 = 1, 
z 1 = exp{2 i 2 – d}, и далее матрицу 
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то есть матрицу обычного дискретного преобразова-
ния Фурье (ДПФ) длины N = 2d с базисными функци-
ями m

 (n) = exp{2 inm 2 – d}. 
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Примечательно (и это будет учтено в дальнейшем 
при синтезе базисов новых дискретных ортогональ-
ных преобразований (ДОП)), что ортогональность ба-
зисных функций ДПФ в форме 
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легко следует из равенства (1).  
Действительно, если при некотором  (0   < d) и 

нечетном  выполняется равенство (m – k) = 2, то 
при выбранном z = exp{2 i 2 – d} один из сомножите-
лей произведения (1) обращается в нуль. 

Пример 2. Следует также отметить, что с произ-
ведениями, аналогичными (1), и представлениями от-
счетов входного сигнала в позиционной g - ичной си-
стеме счисления связана также и структура базисных 
функций ДПФ длины N = g d (например, для g = 3 
роль, аналогичную (1), играет равенство 
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и т.д. В работе [3] рассматриваются примеры и дру-
гих ДОП, определенных на подмножествах целых ра-
циональных чисел Z, порождаемых равенствами бо-
лее общими, чем (1). Приложения подобных равенств 
рассматривались впервые в [4] вне связи с приклад-
ными задачами цифровой обработки сигналов и далее 
в контексте возможности применения ассоциирован-
ных конструкций к анализу некоторых фрактальных 
объектов и были анонсированы в работах [5 – 6]. 

Пример 3. Рассмотрение преобразования, ассоци-
ированного с равенством (6) (то есть с ДПФ длины 
N = 3d), даже при минимальном изменении множества 
показателей степеней на 1 23 31 k kz z      существенно 
изменит геометрические свойства области определе-
ния ДОП, а при v 1 = 0 или v 2 = 0 превратит эти об-
ласть определения ДПФ в лакунарное множество 
(«пыль Кантора», [7]). 

Привлекательной и актуальной, но, скорее всего, 
полностью не решаемой в общем виде является экс-
траполяция подхода работы [3] на синтез ДОП, ба-
зисные функции которых определены не только на Z, 
но и на более общих алгебраических структурах, для 
элементов которых существуют системы счисления, 
причем такие, что основные алгоритмы операций в 
этих системах счисления «дружественны к компью-
теру» с точки зрения программной и / или аппаратной 
реализации соответствующей машинной арифметики 
[8]. Например, заманчивым является перенесение 
подхода работы [3] на двумерный случай. По мнению 
автора, в подобном подходе могут заключаться неко-
торые новые возможности создания программно-
аппаратных средств анализа изображений не только 
традиционно периодических моделей, но и изображе-
ний «самоподобной» или фрактальной структуры.  

Потребность в таких методах анализа объектов 
самой различной природы достаточно высока.  В 
частности, в работе [9] весьма убедительно показано, 
что «…природа наномасштабных изображений 
(НМИ) диктует необходимость модификации базовых 
операций и приводит к постановке новых задач ана-
лиза и распознавания изображений». С другой сторо-
ны, самоподобные или фрактальные процессы уже 
достаточно давно используются как модели, напри-
мер, в экономике при анализе движения финансовых 
потоков и т.п. 

В то же время первоначальный энтузиазм, вы-
званный появлением чисто теоретических работ, по-
свящённых фракталам – объектам, которые в класси-
ческих учебниках математического анализа фигури-
ровали лишь в качестве «патологических» контрпри-
меров к теоремам («ковёр Серпинского», «сапог 
Шварца» и т.п.), постепенно пошёл на убыль. Между 
тем, как уже было сказано выше, самоподобные, вет-
вящиеся структуры/объекты на изображениях доста-
точно типичны и естественны. Эта естественность 
может объективно определяться как спецификой 
предметной области, так и субъективным визуальным 
восприятием или моделью наблюдений. Именно та-
кие структуры характерны, например, для наномас-
штабных изображений натурных образцов, для обра-
ботки которых приходится использовать традицион-
ный, но всё же паллиативный математический аппа-
рат цифрового спектрального анализа: дискретные 
спектральные методы, хорошо зарекомендовавшие 
себя при обработке и анализе изображений, ориенти-
рованы, прежде всего, на применение к изображени-
ям, определённым на прямоугольных областях. Хотя 
исследователя очень часто интересуют спектральные 
характеристики объекта, а не «объекта на фоне». В 
частности, особое место занимают изображения, для 
которых особенности психофизиологического вос-
приятия человеком порождают оптические иллюзии 
из-за наличия фона, формирующего в сознании не-
адекватную интерпретацию изображения. Между тем 
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даже при наличии априорной информации именно о 
«ветвистом», «самоподобном» характере анализиру-
емого объекта, его спектральная специфика может 
быть учтена только при предварительном «выреза-
нии» этого объекта из малоинформативного (для ана-
лиза именно данного объекта) прямоугольного изоб-
ражения с естественными для такого подхода иска-
жениями спектральных характеристик. 

Естественно, если ставить задачу разработки аль-
тернативной («непрямоугольной», «самоподобной») 
версии дискретного спектрального анализа, то в 
первую очередь следует синтезировать новые дву-
мерные ДОП, определенные на таких непрямоуголь-
ных областях и наследующие свойства, характерные 
для численных методов классического дискретного 
спектрального анализа, в частности, возможность 
синтеза быстрых алгоритмов их вычисления.  

Примеры синтеза таких преобразований рассмат-
ривались, например, в работах [10], [11], где в каче-
стве областей определения базисных функций преоб-
разований рассматривались т.н. фундаментальные 
области канонических систем счисления квадратич-
ных полей. Следует также подчеркнуть принципи-
альное отличие ДОП, синтезируемых в данной рабо-
те, от ДОП работ [10 – 11], в которых рассматрива-
лись по сути одномерные индексации как аргументов 
базисных функций ДОП, так и аргументов-номеров 
полученных спектральных компонент. В настоящей 
работе оба аргумента являются двумерными – эле-
ментами некоторого мнимого квадратичного поля. 

2. Некоторые сведения о системах счисления 
в квадратичных полях 

Пусть  DZ  – кольцо целых элементов w мни-
мого (целое D < 0 свободно от квадратов) квадратич-
ного поля    ; ,D w a b D a b   Q Q : 

2 2( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) 2 .

Norm w Norm a b D a Db

Tr w a b D a b D a

    

     

Z

Z  

Согласно [12], элемент ( )DZ  называется 
основанием канонической системы счисления в 

( )DZ , если любой элемент z этого кольца предста-
вим в виде  

 )

0

, ( ).
k z

k
k k

k

z z z D


    Z   (7) 

Числа zk называются цифрами, множество  – 
цифровым алфавитом, а пара (, ) – системой 
счисления в кольце ( ).DZ  

Если  = {0,1, | Norm () | –1}, то система счис-
ления называется канонической системой счисления. 
Исчерпывающее описание канонических систем 
счисления для мнимых квадратичных полей приведе-
но в [12]. В [13] было предложено обобщение поня-
тия канонической системы счисления, а именно: до-

пускался цифровой алфавит , являющийся конеч-
ным подмножеством множества ( ).DZ  Такие си-
стемы счисления, следуя [13], будем называть квази-
каноническими системами счисления. 

Из классификационных теорем работы [12] и [13] 
следует, что бинарные канонические и квазиканониче-
ские системы счисления существуют только в коль-
цах ( ), ( 2), ( 7).i i iZ Z Z  Определить цифры zk раз-
ложения (7) в канонической системе счисления мож-
но, например, с помощью рекуррентных соотноше-
ний работы [14], а для квазиканонических систем – и 
с помощью стандартного алгоритма деления по нор-
ме на основании системы счисления [15] в случае 
возможности реализации такого алгоритма (то есть в 
случае евклидовости кольца целых именно для дан-
ного  квадратичного поля). Такой алгоритм реализу-
ем, как известно [15], лишь для пяти значений D < 0, а 
именно: D = – 1, – 2, – 3, – 7, – 11, то есть и для всех 
рассматриваемых колец. 

3. Бинарные квазиканонические системы 
счисления в кольцах целых квадратичных чисел 

Пусть ( )i DZ – кольцо целых поля Z(i), ( 2)iZ , 
( 7)iZ . Пусть D

 {0, –1, +1, –i, +i} – возможный 
бинарный цифровой алфавит квазиканонической си-
стемы счисления с основанием . 

Табл.1. Возможные параметры бинарных систем 
счисления для рассматриваемых евклидовых колец 

( )i DZ    Возможные бинарные  
цифровые алфавиты D  

 Z(i)   = 1  i {0, +1}, {0, –1}, {0, + i}, {0, – i} 

( 2)iZ  2i     {0, +1}, {0, –1} 

( 7)iZ   12 1 7i      {0, +1}, {0, –1} 

Несмотря на то, что евклидовость рассматривае-
мых колец   : 1, 2, 7D D    Z , а следовательно, и 
существование алгоритма деления с остатком по 
норме является известным теоретическим фактом, 
пользователю желательно иметь описание этого алго-
ритма в форме, приводящей, в конце концов, к полу-
чению представления (7). 

Переобозначим для компактности последующих 
выкладок:  

 2 2

( ) ( )

Re ( ) Im ( ) .

Norm w Norm a b D

w D z w

  

   
 

Утверждение 1. Пусть  , ( ); 2w D    Z , 
D

 = {0, } – соответствующий бинарный цифровой ал-
фавит. Для всех ( )qw w D Z , за исключением эле-
ментов из некоторого конечного множества 

, , ( )D D     Z , справедливо одно из двух равенств: 

или    1 1

1
1

 и 2 ,

где  ,

q q q q

q q
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или  
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Доказательство. Пусть 2 < N (wq)  0(mod2). В 
силу мультипликативности нормы N(w) элемент 
wq +1

 =  – 1 wq является целым и, следовательно, в этом 
случае  справедливы соотношения (8). 

Пусть теперь 2 < N (wq)  1(mod 2). Тогда  
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И выражение в правой части (10) положительно для 
всех wq, кроме элементов исключительного множества  

  ,1, : 1 2 .D q qw w      
 

И, более подробно, имеем для различных D: 
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     0 , 1,0 ,(0,0) .


















 
(11) 

Аналогично, при  = (–1), w x y D   имеем: 

       1 2 2 1
1 1 1 2q qw w x D y

 
         , (12) 

и выражение в правой части (10) положительно для 
всех wq, кроме элементов исключительного множества  

  ,( 1), : 1 2 .D q qw w       
 

Поэтому, как и ранее, имеем для различных D: 

 
          
  

 
        

2 2
,( 1),( 1)

,( 1),( 1)

2 2
,( 1),( 2)

,( ),( 2)

,( 1),( 7) ,( 1),( 7)

( , ) : ( 1) 2

0,0 , 0,1 , 0, 1 , 1,0 , 1,1 ,(1, 1)

2,0 ,(2,1),(2, 1) ;

( , ) : ( 1) 2 2

1,1 , 1, 1 , 0,0 , 1,0 ,( 2,0) ;

( , ) : ( 1)

x y x y

x y x y

x y x

  

  

  

  

     

     

   

  

     

      

    

      
2 27 2

1 1, , 1,0 , 1,0 ,(0,0) .2 2

y












  

   




 (13) 

Точно так же, если в случае целых Гауссовых чи-
сел ( 1)Z рассматриваются бинарные алфавиты 
 = {0, +i} или  = {0, –i}, то  

         1 2 2 1
1 ( ) ( )1 2q qw w i x y

 
       

 

и далее 

    
       

     

1

221 2 2

2 21 2 1 2

2 1

2 2 1

2 1 2 2 1 1.

q qw w

x y x y

x y x y





 

    

     

      

 

Поэтому, так же как и в случаях  = 1, имеем для 
D = –1 в качестве исключительных множеств: 

  
 

  

 

22
,( 1),( 1)

22
,( 1),( 1)

: 1 2

( 1,0),( 1,1),( 1,2),(0,2),(0,1)

{(0,0),(1,0),(1,1),(1,2)

: 1 2

{( 1, 2),( 1, 1),( 1,0),(0,0),(0, 1)}

(0,0),(1,0),(1,1),(1,2) .

w x y

w x y

  

  

     

    



     

       



 (14) 

∎ 
Замечание 1. Утверждение 1 неявно индуцирует 

построение последовательности с убывающими нор-
мами неполных частных от деления по норме элемен-
тов колец ( ), ( 2), ( 7)i i iZ Z Z на элемент  c услови-
ем N () = 2: 

  1
0 0 0 0 1 1 ... ...sw w w w w w             

Цепочка сгенерированных таким образом ws продол-
жается до тех пор, пока 
(а) либо ws

 =  или ws
 =  (и в этом случае искомое 

представление получено); 
(б) либо ws есть элемент исключительного множества, 

и тогда монотонный процесс Утверждения 1 пре-
кращается.  
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Это не означает безусловной невозможности ис-
пользования пары (, ) в качестве бинарной системы 
счисления. В ряде случаев удается выразить элементы 
исключительного множества в виде линейной комбина-
ции степеней  с коэффициентами из множества . 
Чтобы не перегружать содержательную часть работы 
рутинными выкладками, ограничимся примером. 

Пример 4. Пусть  = – 1 + i,  = 1, D = –1. Тогда 
элементы исключительного множества 

 
          
  

2 2
,1,( 1) ( , ) : ( 1) 2

0,0 , 0,1 , 0, 1 , 1,0 , 1,1 ,( 1, 1)

2,0 ,( 2,1),( 2, 1)

x y x y      

      

    

 

можно представить в виде 

 
 
 
 
 

2

2 3 4

0,0 0

0,1 1 ( 1 )

0, 1

1,0

1,1

i



       

    

     

  

 

      
   
   

2 3

2 2

2 3 4

2 3 2 3 4

( 1, 1)

2,0 2

( 2,1)

( 2, 1) ,

i i

      

           

         

             

 

что является дополнительными действиями для по-
строения представления целого Гауссового числа в 
системе счисления при  = {0,+1}, = – 1 + i, несмотря 
на то, что использование рассуждений только 
Утверждения 1 не позволяет получить такое пред-
ставление для всех целых Гауссовых чисел. 

Заметим, что подобная ситуация имеет место не 
для всех потенциально возможных пар (, ). В част-
ности, из результатов работы [12] следует, что пара-
метры  = {0,+1}, = + 1 + i не являются параметрами 
канонической (следовательно, и квазиканонической) 
системы счисления в кольце  1 .Z  

4. Самоподобные дискретные ортогональные 
преобразования (СДОП) 

Пусть элемент  является основанием (бинарной) 
квазиканонической системы счисления в ( )DZ  с 
двухэлементным цифровым алфавитом ; пусть z  C. 

Рассмотрим равенство  

 
1 2 1

00

1 ( ) ,
d

k
d

m mn

nk

z a n z
 





     (15) 

где  – ненулевой элемент цифрового алфавита би-
нарной квазиканонической системы счисления коль-
ца ( )DZ ; C, || = 1. Тогда a (n) = v, где v = v (n) – 
число ненулевых «цифр» в представлении числа n в 
системе счисления с основанием . 

Для множества   

 0 1
0 1( ) : ... ;d

d d jt D t 
           Z  

определим массив  базисных функций  
,

( )
d

m m n
n


  

дискретного преобразования {y (n)}{Y (m)}: 

 Y( ) ( ) ,
d

m d
n

m y n n m


    (16) 

равенствами ( ) ( ) ; , .mn
m dn a n z m n    

Утверждение 2. Для функций 

 
 

( ) ( ) ( )exp 2

exp 2

mn d
m

v d

n a n z a n i nm

i nm





      

      

при  =  / 2 и при всех m, kГd выполняется условие 
ортогональности в форме 

     
2 1

0

, 2 , ,
d

d
m k m k

n

n n m k




         

( (m, k)) – «дельта Кронекера») (т.е. преобразование

 

яв-
ляется дискретным ортогональным  преобразованием). 

Далее дискретные преобразования (15), ортого-
нальные в силу Утверждения 2, будем называть са-
моподобными дискретными ортогональными преоб-
разованиями (СДОП). 

Доказательство. Нетрудно видеть, что  

     

     

2 1 2 1
2

0 0

1 1

0 0

, ( )

1 1 exp 2 ( ) .

d d

m k m k m k
j n
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d

m k
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Как уже отмечалось во Введении, ортогональ-
ность легко следует из (1) и вида функций m

 (n). 
Действительно, если при некотором  (0   < d ) и не-
четном  выполняется равенство (m – k) = 2, то при 
выбранном z один из сомножителей произведения (1), 
а именно, сомножитель 

  1... 1 exp 2 2 ( ) ...d di m k         

обращается в нуль. ∎ 

5. Быстрые алгоритмы СДОП 

Существенной особенностью рассмотренных ДОП 
является то, что для них можно синтезировать быст-
рые алгоритмы (БА) их вычисления, причем исполь-
зуя широко известные схемы таких алгоритмов.  

В качестве иллюстрации рассмотрим пример 
адаптаций «БПФ с прореживанием по времени» к 
рассмотренным СДОП. 

Алгоритм «с прореживанием по времени» 
Пусть y (n) – входной сигнал,  

 0 1
0 1( ) : ... ;d

d d jt D t 
           Z . 
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Пусть в соответствии с обозначениями Утвержде-
ния 2 базисные функции m

 (n) определены как 

   exp 2v d
m n i nm       , 

где, как и выше,  =  / 2, v = v (n) – число ненулевых 
«цифр» в представлении числа n в системе счисления 
с параметрами (, ), где  = {0,   0}. 
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Последнее соотношение структурно аналогично 
базовому редукционному соотношению алгоритма 
Кули–Тьюки (БПФ) и также приводит к квазилиней-
ным оценкам числа операций M (N), необходимых 
для вычисления преобразования: M (N) = O ( Nlog N ). 

Нетрудно показать также существование алгорит-
мов-аналогов быстрых алгоритмов классических 
ДОП [16 – 18], в частности алгоритма «с прорежива-
нием по частоте» или алгоритма Гуда–Томаса для со-
ответствующей модификации СДОП.  

Заключение 

Утверждения 1 и 2 данной работы определяют 
класс (двумерных) ДОП объема M = 2 d, включающий 
в себя, в частности, ДПФ, но не сводящийся к нему, а 
в перспективе (а именно, в общем небинарном слу-
чае) – достаточно широкий класс ДОП, включающий 
в себя класс ДПФ, но не сводящийся к нему и зави-
сящий от варьируемых параметров: 

 кольцо целых элементов ( )DZ  квадратич-
ного поля Q( )D ; 

 параметры системы счисления (основание  
и алфавит цифр ; 

 коэффициенты полинома f в равенстве (1) (в 
описанном частном случае в качестве коэф-
фициентов рассматривались комплексные 
1,   C ). 

Следует также отметить, что подход, разрабатыва-
емый в данной работе, предполагает определенную 
«первичность» понятия «системы счисления», которая, 
как показано во Введении, индексируя входные и вы-
ходные данные, определяет и структуру базисных 
функций преобразования, и значения параметров, га-
рантирующих ортогональность преобразований, син-
тезируемых как обобщения преобразования (15) с уче-
том Примеров 1 – 3. Использование исключительно 
свойств именно систем счисления не является принци-
пиальным. В реальности во многих случаях достаточ-
но существования аддитивного базиса, т.е. такой фик-
сированной последовательности, что каждый индекс 
входного (и выходного) сигналов может быть выражен 
в виде суммы значений из последовательности, при 
этом каждое значение последовательности для фикси-
рованного индекса можно использовать только один 
раз. Примеры таких базисов приводятся в [20], где, 
наряду с уже традиционными системами счисления, n-
Фибоначчи рассматривается в качестве индексирую-
щей последовательности центральные многоугольные 
числа L(k) – максимальное число частей плоскости, ко-
торое можно получить её разбиением с помощью k 
прямых. (Lazy caterer's sequence  – «последователь-
ность ленивого поставщика»). 

Как уже отмечалось выше, подход данной работы 
может быть как экстраполирован на случай систем 
счисления с другими основаниями, так и применен 
для синтеза дискретных ортогональных преобразова-
ний на дискретных множествах при наличии доста-
точно убедительной формальной аргументации в от-
ношении «самоподобия», «рекуррентности» и т.п. [7]. 
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Abstract 

In this paper, we introduce a new class of discrete orthogonal transforms (DОT) defined on lat-
tices of integer elements of quadratic fields. The method of synthesis of such transforms essential-
ly uses the specifics of the representation of integer quadratic elements in the so-called quasi-
canonical number systems. This article, which presents the results of the first part of the author's 
research, deals exclusively with problems related to binary number systems in quadratic fields. We 
also consider the issues of synthesis of fast algorithms of the introduced and the possibility of their 
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thesis of fast algorithms of the introduced methods and the possibility of their application for the 
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