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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ БИСИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛА С ЛОКАЛЬНО 

СУММИРУЕМЫХ ПЛОТНОСТЬЮ 

 

Аннотация: Получены оценки типа оценки Зигмунда для бисингулярного интеграла. На основе 

полученных оценок строится класс функций инвариантного относительно бисингулярного оператора. 

Ключевые слова: бисингулярный интеграл, оценка Зигмунда, инвариантное  пространство. 

 

Введение 

Kлассическая теорема об ограниченности 

сингулярного оператора с ядром Гильберта в 

пространстве 𝐿𝑝 (𝑝 > 1) 

 

‖𝑓‖
𝐿𝑝[−𝜋,𝜋]

≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] , 

где 𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑠)𝑐𝑡𝑔

𝑠−𝑥

2

𝜋

−𝜋
𝑑𝑠 , а 𝐴𝑝 –постоянная 

зависящая лишь от 𝑝 была доказано Н. H. 

Лузиным [7] при  𝑝 = 2и М. Риссом [17] при 𝑝 >
1. 

В дальнейщем этот результат был перенесен 

в ряде работ для довольно широких классов 

жордановых спрямляемых кривых . Подробная 

предистория этого вопроса имеется в работе ⌈11⌉ 
см., кроме того , А. П. Кальдерон [13],[14] и  [12]. 

Для изучения особого интеграла  

𝑢̃(𝑥) = ∫
𝑢(𝑠)

𝑠−𝑥

𝑏

𝑎
𝑑𝑠 , 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  

(−∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞) с суммируемых плотностью 

в работе [5],[11] для функции 𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑎, 𝑏) –

множества функций, суммируемых в 𝑝 − ой 

степени на любом внутренным отрезке в 

интервале (𝑎, 𝑏), была введены характеристики  

 

Ω𝑝(𝑢, 𝜉, 𝜂) = ( ∫ |𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏−𝜂

𝑎+𝜉

)

1

𝑝

    𝜉, 𝜂 > 0 , 

𝜉 + 𝜂 ≤ 𝑏 − 𝑎 = 𝑙, 
 

𝜔𝑝(𝑢, 𝛿, 𝜉, 𝜂) = 𝑠𝑢𝑝
0<ℎ≤𝛿

( ∫ |𝑢(𝑥 + ℎ)

𝑏−𝜂−ℎ

𝑎+𝜉

− 𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1

𝑝

 ,  

𝜉 + 𝜂 + ℎ ≤ 𝑙, 𝛿 > 0 

и при  1 <p< +∞ доказана оценки , 

(Ω𝑝(𝑢̃), 𝜔𝑝(𝑢̃)) ,через (Ω𝑝(𝑢),  𝜔𝑝(𝑢)). 

В предельном случае при 𝑝 = ∞ и 𝑢 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] 

эти результаты были получены в [1], [8] ,было 

показано, что оценки [2] в определенном смысле 

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
http://t-science.org/
mailto:tolliboyabsalamov@gmail.com
http://s-o-i.org/1.1/TAS-07-87-43
https://dx.doi.org/10.15863/TAS.2020.07.87.43


Impact Factor: 

ISRA (India)        = 4.971 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.126  

ESJI (KZ)          = 8.997 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 

 

 

Philadelphia, USA  202 

 

 

неулучшаемы. В [10] с помощью теоремы 

М.Рисса об ограниченном действии оператора 𝑢̃ в 

пространстве 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), утачнена результаты, 

полученные в [1], [3]. 
Одной из первых работ, посвященных 

повторному особому интегралу с ядром Гильберта  

(𝐵𝑓)(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2
∫ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡, 𝑦 +

𝜋

−𝜋

𝜋

−𝜋

𝜏)𝑐𝑡𝑔
𝑡

2
𝑐𝑡𝑔

𝜏

2
𝑑𝑡𝑑𝜏, 

была работа Л. Чезари [15 ]. Он доказал, что если 

𝑓 ∈ 𝐻(𝛿1𝛼,𝛿2𝛼)
2  то 

𝑔 ∈ 𝐻(𝛿1  𝛼 |𝑙𝑛𝛿1|,𝛿2𝛼|𝑙𝑛𝛿2|)
2  

Следуя Л.Чезари, Е.Жак [6] в своей работе 

также показал, что класс функций 𝐻(𝛿1𝛼,𝛿2𝛼)
2   не 

инвариантен относительно оператора 𝐵. В этай же 

работе доказано, что классы функций 𝐻𝛼,𝛽 = {𝑓 ∈

𝐶[−𝜋,𝜋]2 : 𝜔𝑓(𝛿1, 𝛿2) = 𝑂(𝛿1
𝛼𝛿2

𝛽
),𝜔𝑓

1(𝛿1) =

𝑂(𝛿1
𝛼),𝜔𝑓

2(𝛿2) = 𝑂(𝛿2
𝛽), 0 < 𝛼, 𝛽 < 1} 

инвариантны относительно оператора 𝐵. 

 

Основная часть. 

Рассмотрим бисингулярный интеграл вида 

 

𝑢̃(𝑥1, 𝑥2) = ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)

𝑏2

𝑎2

𝑏1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 , 

   

где функция 𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(∆),∆= (𝑎1, 𝑏1) × (𝑎2, 𝑏2),

𝑝 > 1.  

Для 𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(∆) введем характеристику 

Ω𝑝(𝑢, 𝜉1, 𝜂1𝜉2, 𝜂2)

= ( ∫ ∫ |𝑢(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)

1

𝑝

, 

 где    𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 > 0, 𝜉𝑖 + 𝜂𝑖 ≤ 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 = 𝑙𝑖  , 𝑖 = 1,2. 
Теорема 1. Пусть функция 𝑢 ∈ 𝐿𝑝

𝑙𝑜𝑐(∆). Тогда 

при сходимости соответствующих интегралов 

справедливо неравенство: 

 

 

Ω𝑝(𝑢 ̃, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2) ≤ 𝐶𝑃𝐾(Ω𝑝) , где 

𝐾(Ω𝑝)       ≤ 𝐶𝑝[
1

(𝜉1𝜉2)
1

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2
2

0

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 + 

 

1

(𝜉1𝜂2)
1

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1

𝑙1

2
,
𝑙2

2
, 𝑡2)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜂2
2

0

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +
1

(𝜂1𝜉2)
1

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2,

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2
2

0

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

+
1

(𝜂1𝜂2)
1

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1,

𝑙2

2
, 𝑡2)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜂2
2

0

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

+
1

𝜉1
1

𝑞

∫
Ω𝑝(𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
,
𝜉2

2
,
𝜂2

2
)

𝑡1
1

𝑝

𝑑𝑡1 + 

𝜉1
2

0

1

𝜉2
1

𝑞

∫
Ω𝑝(𝑢,

𝜉1

2
,
𝜂1

2
, 𝑡2

𝑙2

2
)

𝑡2
1

𝑝

𝑑𝑡2 + 

𝜉2
2

0

 

 

 

1

𝜂1
1

𝑞

∫
Ω𝑝(𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1,

𝜉2

2
,
𝜂2

2
)

𝑡1
1

𝑝

𝑑𝑡1 + 

𝜂1
2

0

1

𝜂2
1

𝑞

∫
Ω𝑝(𝑢,

𝜉1

2
,
𝜂1

2
,
𝑙2

2
, 𝑡2)

𝑡2
1

𝑝

𝑑𝑡2 + Ω𝑝(𝑢,
𝜉1
2
,
𝜂1
2
,
𝜉2
2
,
𝜂2
2
)].

𝜂2
2

0

 

 

Доказательство.  

Прежде всего докажем, что 𝑢 ∈ 𝐿1(∆).  

Пусть 𝜉𝑖 ≤
𝑙𝑖

2
(𝑖 = 1,2) имеем 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑎2+𝜉2

𝑎2

𝑎1+𝜉1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 = 4∫ ∫ |𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2 + 𝑎2)|

𝜉2

0

𝜉1

0

𝑑𝑠1𝑑𝑠2
1

𝑠1
2𝑠2
2∫ ∫ 𝑡1𝑡2𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝑠2

0

𝑠1

0

≤ ∫ ∫ 𝑡1𝑡2𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝑠2

0

𝑠1

0

∫ ∫
|𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2 + 𝑎2)|

𝑠1
2𝑠2
2

𝜉2

𝑡2

𝜉1

𝑡1

𝑑𝑡1𝑑𝑡2. 
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Учитывая, что 𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(∆), применим во 

внутреннем интеграле неравенство Гельдера и 

получим 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑎2+𝜉2

𝑎2

𝑎1+𝜉1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 4∫ ∫
Ω𝑝(𝑢, 𝑡1

𝑙1

2
, 𝑡2,

𝑙2

2
)

𝑡1

1

𝑝𝑡2

1

𝑝

𝜉2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 

Аналогично, при 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 ≤ (0,
𝑙𝑖

2
] (𝑖 = 1,2) имеем 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2

𝑏2−𝜂2

𝑏1

𝑏1−𝜂1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 4∫ ∫
Ω𝑝(𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1,

𝑙2

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2

1

𝑝

𝜂2

0

𝜂1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2

𝑏2−𝜂2

𝑎1+𝜉1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 4∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1

𝑙1

2
,
𝑙2

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2

1

𝑝

𝜂2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑎1+𝜉1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 = ∫ ∫ |𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2)|𝑑𝑠1𝑑𝑠2 =

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

0

 

= 2∫ ∫ |𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2)|𝑑𝑠1𝑑𝑠2
1

𝑠1
2∫ 𝑡1𝑑𝑡1

𝑠1

0

=

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

0

 

 

= 2∫ 𝑡1𝑑𝑡1 ∫ ∫
|𝑢(𝑠1 + 𝑎1,𝑠2)|

𝑠1
2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

𝑡1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤

𝜉1

0

 

2∫ 𝑡1𝑑𝑡1 (∫ ∫ |𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

𝑡1

)

1

𝑝𝜉1

0

(∫ ∫
1

𝑠1
2𝑞 𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

𝑡1

)

1

𝑞

≤ 

 

≤ 2𝑙2∫
𝑑𝑡1

𝑡1

1

𝑝

(∫ ∫ |𝑢(𝑠1 + 𝑎1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝜉1

𝑡1

)

1

𝑝

≤

𝜉1

0

2𝑙2∫
𝑑𝑡1

𝑡1

1

𝑝

( ∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑎1+𝜉1

𝑎1+𝑡1

)

1

𝑝

≤

𝜉1

0

 

≤ 2𝑙2∫
𝑑𝑡1

𝑡1

1

𝑝

(

 
 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−
𝑙1
2

𝑎1+𝑡1

)

 
 

1

𝑝
𝜉1

0

= 2𝑙2∫
Ω𝑝(𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝜉2, 𝜂2)

𝑡1

1

𝑝

𝑑𝑡1,

𝜉1

0

 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑎2+𝜉2

𝑎2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 2𝑙1∫
Ω𝑝(𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝜉2, 𝜂2)

𝑡1

1

𝑝

𝑑𝑡1,

𝜉1

0

 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑎2+𝜉2

𝑎2

𝑏1

𝑏1−𝜂1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 4∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1𝑡2,

𝑙2

2
)

𝑡1

1

𝑝𝑡2

1

𝑝

𝜉2

0

𝜂1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 
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∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1

𝑏1−𝜂1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 2𝑙2∫
Ω𝑝(𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1𝜉2, 𝜂2)

𝑡1

1

𝑝

𝑑𝑡1,

𝜂1

0

 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2

𝑏2−𝜂2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 2𝑙1∫
Ω𝑝(𝑢, 𝜉1, 𝜂1

𝑙1

2
, 𝑡2)

𝑡2

1

𝑝

𝑑𝑡2,,

𝜂2

0

 

 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 ≤ 4𝑙1𝑙2Ω(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2) 

 

Из последних неравенств при 𝜉𝑖 = 𝜂𝑖 =
𝑙𝑖

2
,

𝑖 = 1,2 вытекает, что 𝑢 ∈ 𝐿1(∆),  откуда следует, 

что 𝑢̃ существует почти везде. 

Далее, для почти всех 𝑥𝑖 ∈ [𝑎𝑖 + 𝜉1, 𝑏2 −
𝜂2]   (𝑖 = 1,2) имеет место равенство  

 

𝑢̃(𝑥1, 𝑥2) = ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)

𝑏2

𝑎2

𝑏1

𝑎1

𝑑𝑠1𝑑𝑠2 = 

= ∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 + ∫ ∫

u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 +

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

 

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 +

𝑏2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+
𝜉1
2

+ 

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 +

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+
𝜉1
2

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 +

𝑏2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+
𝜉1
2

 

 

 

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎2

𝑏1

𝑏1−
𝜂1
2

+ ∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 +

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1

𝑏1−
𝜂1
2

 

∫ ∫
u(s1, s2)

(s1 − x1)(s2 − x2)
ds1ds2 =∑Ik(x1, x2).

9

k=1

𝑏2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑏1

𝑏1−
𝜂1
2

 

Следовательно,  

 

Ω𝑝(𝑢̃, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2) ≤ ( ∫ ∫ |∑𝐼𝑘(𝑥1, 𝑥2)

9

𝑘=1

|

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤∑( ∫ ∫ |𝐼𝑘(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 =∑𝐼𝑘

9

𝑘=1

9

𝑘=1

 

 

 

Оценивая слагаемые по норме 𝐿𝑝(∆̅)  ∆̅=
[𝑎1 + 𝜉1, 𝑏1 − 𝜂1] × [𝑎2 + 𝜉2, 𝑏2 − 𝜂2]  𝑖 = 1,2 

аналогично предыдущему, получим  
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|𝐼1|𝐿𝑝(∆̅) = ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤

≤ 16
1

(𝑝 − 1)
2

𝑝

1

𝜉1

1

𝑞𝜉2

2

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2,

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2
2

0

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 

|𝐼3|𝐿𝑝(∆̅) = ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤ 

 

≤ 16
1

(𝑝 − 1)
2

𝑝

1

𝜉1

1

𝑞𝜂2

2

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
,
𝑙2

2
, 𝑡2)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜂2
2

0

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 

 

|𝐼7|𝐿𝑝(∆̅) = ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎2

𝑏1

𝑏1−𝜂1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤

≤ 16
1

(𝑝 − 1)
2

𝑝

1

𝜂1

1

𝑞𝜉2

1

𝑞

∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2
2

0

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 

В силу теоремы M.Рисса [17] 

|𝐼2|𝐿𝑝(∆̅) = ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤ 

 

≤ 4
1

(𝑝 − 1)
1

𝑝

1

𝜉1

1

𝑞

( ∫ || ∫ 𝐴(𝑠1, 𝑠2)

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

𝑑𝑠1||

𝑝
𝑏2−

𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑑𝑥2)
1

𝑝 ≤ 

4
1

(𝑝 − 1)
1

𝑝

1

𝜉1

1

𝑞

∫ ( ∫ |𝐴(𝑠1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

)
1

𝑝𝑑𝑠1 ≤

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

≤ 𝐴𝑝
1

𝜉1

1

𝑞

∫

(

 ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2 )

 

1

𝑝

𝑑𝑥1

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1

 

= 𝐴𝑝
1

𝜉1

1

𝑞

∫ 𝐴(𝑠1)𝑑𝑠1 ≤ 𝐴𝑝
1

𝜉1

1

𝑞

∫
1

𝑡1

1

𝑞

𝜉1
2

0

𝑎1+
𝜉1
2

𝑎1 (

 ∫ |𝐴(𝑠1)|
𝑝𝑑𝑠1

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+𝑡1 )

 

1

𝑝

𝑑𝑡1 

= 𝐴𝑝
1

𝜉1

1

𝑞

∫
1

𝑡1

1

𝑞

𝜉1
2

0

(

 
 

∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝑙1
2

𝑎1+𝑡1

)

 
 

1

𝑝

𝑑𝑡1 = 𝐴𝑝
1

𝜉1

1

𝑞

∫
Ω𝑝(𝑢, 𝑡1

𝑙1

2
,
𝜉2

2
,
𝜂2

2
)

𝑡1

1

𝑝

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1 

Аналогично оценивается 𝐼4, 𝐼6, 𝐼8, 𝐼9. Теперь 

оценим 𝐼5 в норме 𝐿𝑝(∆̅). В силу теоремы [ 16 ], 

имеем  
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|𝐼5|𝐿𝑝(∆̅) = ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−𝜂2

𝑎2+𝜉2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)
1

𝑝 ≤

≤ ( ∫ ∫ || ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1

||

𝑝

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+
𝜉1
2

)
1

𝑝 ≤ 

 

≤ 𝐴𝑝( ∫ ∫ |𝑢(𝑠1, 𝑠2)|
𝑝𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2−
𝜂2
2

𝑎2+
𝜉2
2

𝑏1−
𝜂1
2

𝑎1+
𝜉1
2

)
1

𝑝 = 𝐴𝑝Ω𝑝(𝑢,
𝜉1
2
,
𝜂1
2
,
𝜉2
2
,
𝜂2
2
) 

 

где постоянная pA
 

независит от 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖(𝑖 = 1,2). 

Теорема доказана. 

Для стандартной схемы построим новые 

инвариантные пространства для оператора 𝑢̃. 

Обозначим через 𝐺  класс положительных 

функций φ(ξ1, η1, ξ2, η2) определенных при 0 <
𝜉𝑖 , 𝜂𝑖, 𝜉𝑖 + 𝜂𝑖 ≤ 𝑙𝑖, 𝑖 = 1,2; 𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2) почти 

убывает по 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖   (𝑖 = 1,2), 

𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2) = 𝜑 (𝜉1,
𝑙1
2
, 𝜉2,

𝑙2
2
, 𝜂2)

+ 𝜑 (
𝑙1
2
, 𝜂1, 𝜉2,

𝑙2
2
)

+ 𝜑 (𝜉1,
𝑙1
2
,
𝑙2
2
, 𝜂2)      

+  𝜑 (
𝑙1
2
, 𝜂1,

𝑙1
2
, 𝜂2). 

Пусть 𝜑 ∈ 𝐺. Введем 𝑍𝜑
𝑝
−множество 

измеримых на  ∆  функций таких, что 

Ω𝑝(u, ξ1, η1, ξ2, η2) = 0(𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2)). Нетрудно 

проверить, что множество 𝑍𝜑
𝑝
 в норме  

 

‖𝑢‖𝑍𝜑
𝑝 = sup

𝜉𝑖,𝜂𝑖
𝑖=1,2

Ω𝑝(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2)

𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2)
 

является банаховым пространством. 

Теорема 2. Пусть 𝜑 ∈ 𝐺 и сходятся 

интегралы   

 

 

∫ ∫
𝜑(𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2,

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2

0

𝑑

𝜉1

0

𝑡1𝑑𝑡2, ∫ ∫
𝜑 (𝑡1,

𝑙1

2
,
𝑙2

2
, 𝑡2)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜂2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 

 

∫ ∫
𝜑(

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2,

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2

0

𝑑

𝜂1

0

𝑡1𝑑𝑡2, ∫ ∫
𝜑 (

𝑙1

2
, 𝑡1,

𝑙2

2
, 𝑡2)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜂2

0

𝜂1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 

 

Тогда 𝑢:̃ 𝑍𝜑
𝑝
→ 𝑍𝐾(𝜑)

𝑝
, если же 𝐾(𝜑) =

0(𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2)) то 𝑢:̃ 𝑍𝜑
𝑝
→ 𝑍𝜑

𝑝
 и ограничен. 

 Введем пространства 𝐽𝑝(𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4). 

Пусть 𝜓𝑖 > 0 п. в. и  𝜓𝑖 ∈ 𝐿1(∆1),∆1[0, 𝑙1, 0, 𝑙2]  𝑖 =
1,4̅̅ ̅̅ . Обозначим 

𝐽𝑝(𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4) = {𝑢 = изм: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐾1 = ∫ ∫ Ω𝑝
𝑝

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝑢, 𝜉1,
𝑙1
2
𝜉2,
𝑙2
2
)𝜓1(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 < +∞, 

 

𝐾2 = ∫ ∫ Ω𝑝
𝑝

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝑢,
𝑙1
2
, 𝜉1, 𝜉2,

𝑙2
2
)𝜓2(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 < +∞, 



Impact Factor: 

ISRA (India)        = 4.971 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.126  

ESJI (KZ)          = 8.997 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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𝐾3 = ∫ ∫ Ω𝑝
𝑝

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝑢, 𝜉1,
𝑙1
2
,
𝑙2
2
, 𝜉2)𝜓3(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 < +∞, 

𝐾4 = ∫ ∫ Ω𝑝
𝑝

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝑢,
𝑙1
2
, 𝜉1,

𝑙2
2
, 𝜉2)𝜓4(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 < +∞}. 

 

В норме ‖𝑢‖𝐽𝑝(𝜓1,𝜓2,𝜓3,𝜓4) = max𝑖
{𝐾
𝑖

1

𝑝, 𝑖 =

1,4̅̅ ̅̅ } ,   {𝐽𝑝, ‖. ‖𝑗𝑝} − 𝐵 − пространство. 

Теорема 3. Пусть 𝜓𝑖 ∈ 𝐿1(∆1) и почти везде 

на ∆1  𝜓𝑖 > 0  и функция  

𝑥1𝑥2(𝑥1𝑥2𝜓𝑖(𝑥1, 𝑥2))
−𝑞

𝑝  почти возрастает, 

кроме того  

 

∫ ∫
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

(𝑡1𝑡2𝜓𝑖(𝑡1, 𝑡2))
𝑞

𝑝

= 𝑂(
𝑥1𝑥2

(𝑥1𝑥2𝜓𝑖(𝑥1, 𝑥2))
𝑞

𝑝

𝑥2

0

𝑥1

0

) ,

𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  ,
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 , 𝑝 > 1, 

 

тогда ‖𝑢̃‖𝑗𝑝 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡‖𝑢‖𝑗𝑝, где постоянная не 

зависит от u .  

Доказательство.  Воспользовавшись 

теоремой 1, получим  

 

∫ ∫ Ω𝑝
𝑝

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝑢̃, 𝜉1,
𝑙1
2
𝜉2,
𝑙2
2
) 𝜓1(𝜉1, 𝜉2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡∫ ∫ 𝜓1

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

(𝜉1, 𝜉2)(𝐾(Ω𝑝))
𝑝𝑑𝜉1𝑑𝜉2 

 

Оценим   

𝐽 = ∫ ∫
𝜓1(𝜉1, 𝜉2)

(𝜉1𝜉2)
𝑝

𝑞

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

𝑑𝜉1𝑑𝜉2(∫ ∫
Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2

𝑙2

2
)

(𝑡1𝑡2)
1

𝑝

𝜉2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2)
𝑝 = 

 

∫ ∫
𝜓1(𝜉1, 𝜉2)

(𝜉1𝜉2)𝑝−1

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

𝑑𝜉1𝑑𝜉2(∫ ∫ Ω𝑝 (𝑢, 𝑡1,
𝑙1
2
, 𝑡2,

𝑙2
2
)𝜓1

1

𝑝

𝜉2

0

𝜉1

0

(𝑡1, 𝑡2)(𝑡1𝑡2𝜓1(𝑡1, 𝑡2))
−1

𝑝 𝑑𝑡1𝑑𝑡2)
𝑝 

 

По условию теоремы 

∫ ∫
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

(𝑡1𝑡2𝜓𝑖(𝑡1, 𝑡2))
𝑞

𝑝

= 𝑂(
𝑥1𝑥2

(𝑥1𝑥2𝜓𝑖(𝑥1, 𝑥2))
𝑞

𝑝

𝑥2

0

𝑥1

0

), 

 

отсюда по лемме [4] существует 𝛼 ∈ (0,1)  что 

функция  

 

(𝑡1𝑡2)
1−𝛼

(𝑡1𝑡2𝜓𝑖(𝑡1, 𝑡2))
𝑞

𝑝

 

почти возрастает по 𝑡1, 𝑡2 . Кроме того, 

зафиксируем 𝑟′ такой, что 

 

(1 − 𝛼)
1

𝑞
<
1

𝑟′
<
1

𝑞
 

и пусть 
1

𝑟
+

1

𝑟′
= 1. Очевидно, что 𝑝 > 𝑟. Применяя 

во внутреннем интеграле неравенства Гельдера и 

учитывая предыдущее, получим 

 

𝐽 ≤ ∫ ∫
𝜓1(𝜉1, 𝜉2)

(𝜉1𝜉2)𝑝−1

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

𝑑𝜉1𝑑𝜉2(∫ ∫(Ω𝑝(𝑢, 𝑡1,
𝑙1
2
, 𝑡2,

𝑙2
2
)𝜓1

1

𝑝(𝑡1, 𝑡2))
𝑟

𝜉2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2)
𝑝

𝑟  

(𝜉1𝜉2)
(1−𝛼)

𝑝

𝑞

𝜉1𝜉2𝜓1(𝜉1, 𝜉2)
(∫ ∫ (𝑡1𝑡2)

−(1−𝛼)
𝑟′

𝑞𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜉2

0

𝜉1

0

)
𝑝

𝑟′ = 

= 𝐶∫ ∫(
1

(𝜉1𝜉2)𝑝−1
∫ ∫(Ω𝑝(𝑢, 𝑡1,

𝑙1
2
, 𝑡2,

𝑙2
2
)𝜓1

1

𝑝(𝑡1, 𝑡2))
𝑟

𝜉2

0

𝜉1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2)
𝑝

𝑟𝑑𝜉1𝑑𝜉2

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

 



Impact Factor: 

ISRA (India)        = 4.971 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.126  

ESJI (KZ)          = 8.997 

SJIF (Morocco) = 5.667 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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Далее, 
𝑝

𝑟
> 1 следовательно, в силу 

неравенства Харди-Литтльвуда [ 9] 

𝐽 ≤ 𝐶∫ ∫ Ω𝑝
𝑝
(𝑢, 𝑡2,

𝑙2
2
, 𝑡2,

𝑙2
2
)

𝑙2
2

0

𝑙1
2

0

𝜓1(𝑡1, 𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2. 

Остальные слагаемые оцениваются 

аналогично. 

Методом последовательных приближений 

доказана разрешимость нелинейного 

бисингулярного интегрального уравнения  

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 𝜆∫ ∫
𝑓(𝑠1, 𝑠2, 𝑢(𝑠1, 𝑠2))

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)
𝑑𝑠1𝑑𝑠2

𝑏2

0

𝑏1

0

 

в 𝑍𝜑, где функция  𝑓(𝑠1, 𝑠2, 𝑢) определена на  

(𝑎1, 𝑏1) × (𝑎2, 𝑏2) × (−∞, +∞) и  𝜆- 

действительный параметр. 
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