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СТАЦИОНАРНОЕ ДВИЖЕНИЕ АБСОЛЮТНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА В ВЫСОКОЧАСТОТНОМ 

ВРАЩАТЕЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 

Аннотация: В работе исследуется стационарное движение проводящего абсолютно твердого тела 

(ротора гироскопа) под действием момента, вызванного вихревыми токами, возникающими в теле при 

взаимодействии с внешним однородным вращающимся магнитным полем, и момента диссипативных сил, 

возникающего от контакта тела с сопротивляющейся средой. 

Ключевые слова: абсолютно твердое тело, высокочастотное магнитное поле,  неконтактный 

гироскоп, ротор гироскопа, кинетический момент, момент диссипативных сил, эллипсоид инерции. 

 

Введение 

UDC 681.38(62-251) 

 

Рассмотрим вопрос об устойчивости по 

отношению к переменным 𝛿, 𝐿, 𝜗 найденных 

стационарных движений ротора неконтактного 

гироскопа, соответствующих особым точкам [9]: 

 𝑆𝑖𝑛𝜗0 = 0,    𝐿0 =
𝑎√2 𝑒1

1𝐼3

2𝑛3−𝑏√2𝑒1
1                (1) 

𝐶𝑜𝑠𝜗0 = 0,    𝐿0 =
𝑎√2 (𝑒3

1+𝑒1
1)𝐼1

4𝑛1−𝑏√2(𝑒3
1+𝑒1

1)
        (2) 

𝑆𝑖𝑛2𝜗 = 𝐴/𝐵,   𝐿0 = −𝐶/𝐷                 (3) 

где 

  𝐴 = (4𝑛3(𝑒3
1 + 𝑒1

1) −2 𝑏√2𝑒3
1𝑒1

1)𝐼1 −  

                                         −(8𝑛1𝑒1
1 −2 𝑏√2𝑒3

1𝑒1
1)𝐼3, 

  𝐵 = 𝑏√2𝑒1
1(𝑒3

1 − 𝑒1
1)(𝐼3 − 𝐼1), 

  𝐶 = 𝑎√2(𝑒3
1 − 𝑒1

1)𝐼1𝐼3,  

  𝐷 = 4(𝑛3𝐼1 − 𝑛1𝐼3) + 𝑏√2(𝑒3
1𝐼3 − 𝑒1

1𝐼1). 

где 

𝑎 = Г(0.5)휀0 √𝜋⁄ /√𝜔, b = Г(1.5)휀0 √𝜋⁄ /𝜔3/2, 

Г - гамма функция, 휀0 = 𝑐/√4𝜋𝜆0𝜇 - малый 

параметр при решении соответствующей 

http://s-o-i.org/1.1/tas
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электродинамической задачи, 𝜔 - угловая 

скорость вращения вектора напряженности 

магнитного поля [2]. 

Предположим, что момент диссипативных 

сил является линейной функцией угловой 

скорости тела и в проекциях на оси трехгранника 

х имеет вид [4] 

�̅�𝑥 = −𝑁Ω̅𝑥                         (4) 

где  𝑁 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑛1, 𝑛2, 𝑛3} - диагональная матрица с 

положительными элементами, стоящими на 

главной диагонали,   - угловая скорость 

твердого тела. 

Числа 𝑛𝑖 (𝑖 = 1,3) постоянны в системе 

координат, жестко связанной с телом, и в общем 

случае 𝑛1 ≠ 𝑛3. 

Здесь и в дальнейшем предполагается  

𝑎 ≪ 𝑛1,   𝑛3~𝑏. 

Соответствующие движения ротора 

неконтактного гироскопа в зависимости от 

положения его оси симметрии 𝑥3 назовем в случае 

(1) вращением вокруг полярной оси, в случае (2) – 

вращением вокруг экваториальной оси, а в случае 

(3) – регулярной прецессией (рис.1) [1]. 

За возмущениями будем сохранять 

обозначения самих переменных. 

Здесь введено два правых ортогональных 

трехгранника с началом в центре масс 0: 

неподвижный трехгранник 3210   и система 

координат 3210 xxx  жестко связанная с твердым 

телом. Оси трехгранника х направлены по 

главным центральным осям инерции тела. Ось 3x  

направлена по оси симметрии тела [7]. 

 

 
Рисунок 1. Возможные расположения оси х3 

 

 

Система в вариациях, отвечающая вращению 

(1) вокруг полярной оси ротора, имеет вид 

�̇� = −𝑊𝛿 

�̇� = 𝐺𝐿                                 (5) 

                         �̇� = 𝐻𝜗 

где 

𝑊 = 2𝑏𝑒1
1√2/(8𝐼3) + 2𝑎√2(𝑒3

1 + 𝑒1
1)/(8𝐿0) > 0 

𝐺 = (𝑏𝑒1
1√2 − 2𝑛3)/(2𝐼3), 
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𝐻 =
𝑛3

𝐼3
−

𝑛1

𝐼1
+

𝑎√2(𝑒3
1 − 𝑒1

1)

(4𝐿0)
+ 

                              +𝑏√2(𝑒3
1𝐼3 − 𝑒1

1𝐼1)/(4𝐼3𝐼1) 

Условия отрицательности  вещественных 

частей корней характеристического многочлена 

для системы (5) сводятся к неравенствам  

𝑊 > 0,    𝐻 < 0,     𝐺 < 0                 (6) 

Первое неравенство в (6) выполняется 

тождественно. С учетом положительности модуля 

кинетического момента 𝐿0, второе и третье 

неравенства в (6) в развернутом виде 

эквивалентны следующей системе неравенств 

   𝑛3 > 𝑏𝑒1
1√2/2,   𝑛1 = 𝑏𝑒3

1√2/2     

                                      (7) 

            𝐼3/𝐼3 > {2𝑛3(𝑒3
1 + 𝑒1

1) − 𝑏√2𝑒3
1𝑒1

1} /  

            /{4𝑛1𝑒1
1 − 𝑏√2𝑒3

1𝑒1
1} 

являющихся условиями устойчивости 

вращения вокруг полярной оси совмещенной с 

осью 3 . 

В частности, при шаровом тензоре поля-

ризуемости и n1=n2=n3, неравенство (7) принимает 

более простой вид 

𝐼3/𝐼3 > 1. 

Последнее соотношение означает, что тело со 

сплюснутым эллипсоидом инерции устой-чиво 

вращается вокруг оси, совмещенной с осью 

вращения магнитного поля. 

Отметим, что полученные условия 

устойчивости, с точностью до величин порядка 
2 −

 совпадают с условиями, полученными в 

работе [2]. 

Система в вариациях, отвечающая вращению 

ротора гироскопа вокруг экваториальной оси, 

имеет вид 

�̇� = −𝑉𝛿 

�̇� = 𝑃𝐿                                   (8) 

�̇� = −𝐻𝜗 

где  

𝑉 = 𝑏√2(𝑒3
1 + 𝑒1

1) (8⁄ 𝐼1) + 

                           +𝑎√2(𝑒3
1 + 3𝑒1

1)/(8𝐿0) > 0, 

    𝑃 = (𝑏√2(𝑒3
1 + 𝑒1

1) − 4𝑛1) (4⁄ 𝐼1). 

Условия отрицательности вещественных 

частей корней характеристического многочлена 

для данной системы сводятся к неравенствам  

𝑊2 > 0,     𝑃 < 0,    Н > 0             (9) 

Первое неравенство в (2.26) выполняется 

тождественно. С учетом положительности модуля 

кинетического момента 𝐿0 , второе и третье 

неравенства в (9) в развернутом виде 

эквивалентны следующей системе неравенств 

 

  𝑛3 >
𝑏√2𝑒1

1

4
, 𝑛1 >

𝑏√2(𝑒3
1+𝑒1

1)

4
  (10) 

𝐼3 𝐼1⁄ < [4𝑛3 − 𝑏√2𝑒1
1](𝑒3

1 + 𝑒1
1)⁄   

                             /[8𝑛1𝑒1
1 − 𝑏√2𝑒1

1(𝑒3
1 + 𝑒1

1)] 
 

являющихся условиями устойчивости вращения 

вокруг экваториальной оси. 

Система в вариациях, построенная в малой 

окрестности регулярной прецессии (3), имеет вид 

                  �̇� = − 𝐸𝛿, 
�̇� = 𝑀𝐿 + 𝐹𝜗𝑆𝑖𝑛2𝜗0,               (11) 

                  �̇� = 𝑄𝑆𝑖𝑛(2𝜗0)𝐿 

где, 

𝑀 = {(𝑛3 𝐼3⁄ − 𝑛1 𝐼1⁄ ) +
𝑏√2

4
((𝑒3

1 + 𝑒1
1) 𝐼1⁄ −

2𝑒1
1 𝐼3⁄ )} 𝑆𝑖𝑛2𝜗0 + +(𝑏√2 𝑒1

1 − 2𝑛3) (2⁄ 𝐼3), 

 

𝐸 =
𝑎√2 (𝑒3

1 + 𝑒1
1)

4𝐿0
−

𝑎√2 (𝑒3
1 − 𝑒1

1)

8𝐿0
𝑆𝑖𝑛2𝜗0 + 

+ 𝑏√2((𝑒3
1 + 𝑒1

1) 𝐼1⁄ − 2𝑒1
1 𝐼3⁄ )𝑆𝑖𝑛2𝜗0 + 

                                        +𝑏√2 𝑒1
1 (4⁄ 𝐼3), 

𝑄 = [4(𝑛3 𝐼1⁄ − 𝑛1 𝐼3⁄ ) + 𝑏√2(𝑒3
1 𝐼3 − 𝑒1

1 𝐼1)⁄⁄ ]/ 

/(8𝐼3𝐼1𝐿0), 

𝐹 = 𝑎√2 (𝑒3
1 − 𝑒1

1) 4⁄ + (𝑛3 𝐼3⁄ − 𝑛1 𝐼1⁄ )𝐿0 + 

                +𝑏√2((𝑒3
1 + 𝑒1

1) 𝐼1⁄ − 2𝑒1
1 𝐼3⁄ )/4. 

 

Выписывая характеристическое уравнение 

для системы линейных дифференциальных 

уравнений (11), получим 

(𝜆 + 𝐸)(𝜆2 − 𝑀𝜆 − 𝑄𝐹𝑆𝑖𝑛22𝜗0) = 0    (12) 

Корни многочлена (12) будут иметь 

отрицательные вещественные части тогда и 

только тогда, когда выполнены требования  

𝐸 > 0,     𝑀 < 0,    𝑄𝐹 < 0            (13) 

Система (13) в развернутом виде имеет вид: 

eсли 𝐼3 > 𝐼1,  то при 

𝑛3 >
𝑏√2𝑒1

1

2
, 𝑛1 >

𝑏√2(𝑒3
1 + 𝑒1

1)

4
   

𝐿1(𝑛) <
𝐼3

𝐼1
< 𝐿2(𝑛);                                     (14) 

𝑛3 <
𝑏√2𝑒1

1

2
, 𝑛1 <

𝑏√2𝑒3
1

4
  

𝐿2(𝑛) <
𝐼3

𝐼1
< 𝐿1(𝑛) 

eсли  𝐼3 < 𝐼1,  то при 

𝑛3 >
𝑏√2𝑒1

1

2
, 𝑛1 >

𝑏√2(𝑒3
1 + 𝑒1

1)

4
  

 

𝐿2(𝑛) <
𝐼3

𝐼1
< 𝐿1(𝑛);                        (15) 

 

𝑛3 <
𝑏√2𝑒1

1

2
,         𝑛1 <

𝑏√2𝑒3
1

4
 

𝐿1(𝑛) <
𝐼3

𝐼1
< 𝐿2(𝑛) 

где  

𝐿2(𝑛) = [2𝑛3 − 𝑏√2𝑒1
1](𝑒3

1 + 𝑒1
1)⁄  

/[4𝑛1𝑒1
1 − 𝑏√2𝑒1

1(𝑒3
1 + 𝑒1

1)] 
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Учитывая условия положительности модуля 

кинетического момента и условия (14) и (15), 

получим условия устойчивости регулярной 

прецессии в следующем виде: 

при  

𝑒3
1 > 𝑒1

1,        𝑛3 >
𝑏√2𝑒1

1

2
, 

и  

𝑛1 >
𝑏√2(𝑒3

1 + 𝑒1
1)

4
,       

𝑛1

𝑛3
<

(𝑒3
1 + 𝑒1

1)

2𝑒1
1  

при 

𝑒3
1 < 𝑒1

1,            𝑛3 >
𝑏√2𝑒1

1

2
, 

𝑛1 >
𝑏√2(𝑒3

1 + 𝑒1
1)

4
,       

𝑛1

𝑛3
>

(𝑒3
1 + 𝑒1

1)

2𝑒1
1     

𝐽1(𝑛) < 𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽2(𝑛)                   (16) 

 

Полученные соотношения (7), (10) и (16), 

отражающие условия устойчивости стационарных 

вращении и регулярной прецессии, удобно 

представить в следующем безразмерном виде. 

Введем параметр 𝜌 = 𝑒3
1/𝑒1

1 - отношение 

коэффициентов поляризуемости ротора, 

𝑁1 =
𝑛1

𝑏√2𝑒1
1

,     𝑁3 =
𝑛3

𝑏√2𝑒1
1
, 

нормированные коэффициенты сопротивления, 

характеризующие вязкость окружающей среды, 

тогда имеем: 

условия устойчивости стационарного 

вращения вокруг полярной оси 

𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌

4
                (17) 

𝐼3

𝐼1
> 𝐽2(𝑁) 

условия устойчивости стационарного вращения 

вокруг экваториальной оси 

𝑁3 >
1

2
  ,      𝑁1 >

𝜌

4
                         (18) 

𝐼3

𝐼1
> 𝐽2(𝑁) 

условия устойчивости регулярной прецессии при  

0 < 𝜌 < 1, 𝑁3 >
1

2
  ,       

𝑁1 >
𝜌 + 1

4
  ,   

𝑁1

𝑁3
>

𝜌 + 1

2
, 

и при  

𝜌 > 1, 𝑁3 >
1

2
  ,        (19) 

𝑁1 >
𝜌 + 1

4
  ,   

𝑁1

𝑁3
<

𝜌 + 1

2
, 

𝐽1(𝑛) < 𝐼3 𝐼1⁄ < 𝐽2(𝑛) 

где  

𝐽1(𝑛) =
(4𝑁3−1)(𝜌+1)

8𝑁1−(𝜌+1)
,    𝐽2(𝑛) =

(2𝑁3)(𝜌+1)−𝜌

4𝑁1−𝜌
. 
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