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SECTION 2. Applied mathematics. Mathematical 

modeling. 

 

APPLICATION OF THE DIFFERENTIAL-DIFFERENCE METHOD FOR 

SOLVING THE PROBLEMS ABOUT THE CURRENT OF THE 

INCOMPRESSIBLE LIQUID IN THE RECTANGULAR AREA AT THE 

SMALL NUMBERS OF THE REINOLDS 
 

Abstract: In this paper, we propose a method of applying the method of lines, which has been developed in 

detail for the Dirichlet problem, in solving two-dimensional problems of hydrodynamics. The advantage of the 

method is to exclude the input of fictitious time in solving the equations of the current and pressure function, since 

finite-difference equations with respect to two Cartesian coordinates are solved simultaneously and accurately. The 

structure of the main tridiagonal matrices of the transition to finite difference equations remains the same for the 

case of using separate equations of the stream function, vorticity, and pressure. For the exact solution of finite-

difference equations, the eigenvalues and vectors of the basic transition matrix are attracted, the values of the 

elements of which are calculated only once. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО МЕТОДА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ О 

ТЕЧЕНИИ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ ПРИ МАЛЫХ 

ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА 

 

Аннотация: В работе предлагается способ применения метода прямых, который подробно 

разработан для задачи Дирихле, при решении двухмерных задач гидродинамики. Преимущество метода 

заключается в исключении ввода фиктивного времени при решении уравнений функции тока и давления, 

так как конечноразностные уравнения по двум декартовым координатам решаются одновременно и 

точно. Структура основных трехдиагональных матриц перехода к конечноразностным уравнениям 

остается одинаковой для случая использования отдельных уравнений функции тока, завихренности и 
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давления. Для точного решения конечноразностных уравнений привлекаются собственные числа и векторы 

основной матрицы перехода, значения элементов которых вычисляются только один раз. 

Ключевые слова: уравнения Навье-Стокса и неразрывности, скорости по координатам, давление, 

функция тока, завихренность, конечноразностный метод, матричное представление конечноразностных 

уравнений, диагонализация, формулы перехода. 

 

Ведение.  

Задачи гидродинамики отличаются 

нелинейностью уравнений сохранения 

субстанций. Даже в кажущемся простом 

приближении несжимаемой жидкости 

конвективные члены являются нелинейными. Т.к. 

аналитическое решение задач гидродинамики 

трудное дело, то обращаются к численным 

методам [1-5]. Для решения двухмерных задач 

широко используется подход с привлечением 

уравнений функции тока и завихренности, 

которые имеют соответственно эллиптический и 

параболический типы [3-4]. Подход полезен тем, 

что уравнения относительно искомых – функции 

тока, завихренности и давления получаются 

линейными. Известные способы решения 

уравнения функции тока построены с введением 

фиктивного времени. Сущность данной 

своеобразной параболизации заключается в 

согласовании результатов прогонки по двум 

координатам.  

Ниже предлагается версия метода прямых, 

при использовании которой отпадает 

необходимость согласования результатов 

прогонки по двум осям, так как метод позволяет 

получить точное решение эллиптического 

уравнения из конечноразностных уравнений без 

привлечения фиктивного времени.  

Основы метода прямых для задачи Дирихле 

приведены в работах В.Н.Фаддеевой (1949), а 

многочисленные применения метода к 

различным двух-итрехмерным задачам описаны в 

монографии С.Каримбердиевой (1984) [6]. 

Модификации метода для граничных условий 

первого и второго, второго и первого, а также 

второго родов приведены в работах [7-9]. 

Сначала представим метод прямых для 

эллиптического и параболического уравнений в 

прямоугольной области расчета. А далее 

используем метод для решения задач 

гидродинамики. 

Постановка задачи. Положим, что на 

границах прямоугольника с размерами 1 и l  

граничные условия заданы в виде  

       

       
0

0

0, , 1, ,

,0 , , .

x xl

y yl

y y y y

x x x l x

   

   

 

 
 

 Уравнение функции тока, составленное из 

уравнения неразрывности, имеет вид [3] 
2 2

2 2x y

 


 
  

 
, 

где 
v u

x y


 
 
 

 - завихренность, а связь между 

скоростями потока и функции тока задана в виде 

,u v
y x

  
  

 
.   

Считаем, что значение завихренности 

определено для n -го предыдущего шага времени 

в виде ,
n
i j , где  0, 1xi N  , 0, 1yj N     и 

 0, tn N  дискретные координаты по двум 

координатами и времени по равномерными 

шагами ,x yh h  и  .  

Во внутренних узлах расчетной области 

аппроксимация уравнения функции тока 

составляет  
1 1 1 2 1

1, , 1, ,

,2 2

2n n n n
i j i j i j i j n

i j

xh y

   


   
   

  


. 

В частности, при 1i   и xi N

используются граничные значения функции тока 
1

0,
n

j 
 и  

1
1,x

n
N j 

 .  

Составим матричное уравнение  

 
2

2 2

1 jx
j j j

x

U
A U F
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,    (1) 

где   1 1 1 1
1, 2, 1, ,, ,..., ,

x x

T
n n n n

j j j N j N jU       
 , 

 

1
0,

1, 2,2

1
1,

1, , 2

1, 2, 1, ,

, ,...,

,

, ,..., , ,











   




 





x

x x

x x

n
jn n

j j j

x

T
n
N jn n

N j N j

x

T

j j N j N j

F
h

h

f f f f


 


   

   
,

2 1 0 0 ... 0 0 0

1 2 1 0 ... 0 0 0

0 1 2 1 ... 0 0 0

... ... ...

0 0 0 0 ... 1 2 1

0 0 0 0 ... 0 1 2

 












x

x

x x
j p q

N

N

A a

. 

Верхний знак «Т» означает операцию 

транспонирования матрицы. Индексы искомых и 

элементов матрицы меняются от 1 до xN . 
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Матрица 
 x
jA  имеет диагональное 

преобладание, принадлежит якобиевому типу и 

поэтому ее можно представить в виде [6]: 

  1x
j x x xA B B  , 

где xB  – фундаментальная матрица, 

составленная из собственных векторов матрицы 

 x
jA ; 1

xB  – обратная xB  матрица; x  – 

диагональная матрица, ненулевые элементы 

которой представляют собственных чисел 

матрицы 
 x
jA .  

В [6] приведены значения элементов 

диагональной матрицы 

 
2 1 cos

1

x
s

x

s

N




 
   

 
, 

а также фундаментальной xB  и обратной ей 1
xB  

матриц  

     , ,

2
1 sin

1 1

s px x
s p s p

x x

sp
b b

N N


  

 
. 

Умножим обеих сторон уравнения (1) на 
1

xB  слева и получим 

 
2 1

1 1

2 2

1 x jx
x j j x j

x

B U
B A U B F
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. 

Здесь учитывали свойство коммутативности 

операций дифференцирования и умножения 

матриц. 

Т.к. 
  1x
j x x xA B B  , то 
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Отсюда следует, что если ввести новый 

вектор-столбец 
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то последнее уравнение приобретает вид 
2
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,          (2) 

где  
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Из последнего матричного уравнения можно 

выделить отдельное обыкновенное уравнение 

относительно ,i j  при 1.. xi N и 1.. yj N :  

 
2

,

, ,2 2

1 i jx
i i j i j

x

f
h y


 


 


.               (3) 

Согласно введенной замене переменных 

  1
, , ,

1

xN
x n

i j i p p j

p

b  



  формируем граничные условия 

для вновь введенной искомой функции ,i j . 

Тогда при 0j   и 1yj N   имеем   

 

 

,0 ,0 , ,0

1

, 1 , 1 , , 1

1

,
x

x

y y y

N
x

i i i p p

p

N
x

i N i N i p p N

p

b

b

  

  



  



 

 





. 

Теперь аппроксимируем уравнение (3) при 

1.. xi N  для внутренних узлов 1.. yj N :  

  , 1 , , 1

, ,2 2

21 i j i j i jx
i i j i j

x y

f
h h

  
 

  
  . 

При 1j   и yj N  реализуются граничные 

условия:  

  ,2 ,1 ,0
,1 ,12 2

21 x i i i
i i i

x y

f
h h

  
 

 
  , 

  , 1 , , 1

, ,2 2

21 y y y

y y

i N i N i Nx
i i N i N

x y

f
h h

  
 

  
    

Составим новое матричное уравнение: 

 
2 2

1 1 y
i i i i

x y

U A U F
h h

   .  (4) 

Здесь 

 ,1 ,2 , 1 ,

, ,

, ,..., ,
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Теперь для 
 y
iA  составим фундаментальную 

матрицу yB  с элементами 

     , ,

2
1 sin

1 1

s py y
s p s p

y y

sp
b b

N N


  

 
 и 

диагональную матрицу y  с диагональными 

элементами 
 

2 1 cos
1

y
s

y

s

N




 
   

  

. Для 

обратной yB  матрицы уместно равенство 

1
y yB B  . Для квадратной области расчета они 

совпадают с аналогичными матрицами для 

случая диагонализации матрицы перехода по x . 

Умножим обеих сторон уравнения (4) на 
1

yB
 слева и получим 

 1 1 1

2 2

1 1 y
y i y i i y i

x y

B U B A U B F
h h

     . 

Части данного уравнения преобразуются 

следующим образом:  
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 1
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T

y i y i i i i N i N iB F B F f f f f F
    

В результате этих видоизменений матричное 

уравнение приобретает вид:  

2 2

1 1
.x i y i i

x y

U U F
h h

     

Отсюда можно выделить отдельное 

уравнение  

   
, , ,22 2

1 1x y
i i j i j i j

x y

f
h h

     . 

Из этого линейного уравнения находим 

решение для внутренних узлов 

   

, ,2 2 2
/

yx
ji

i j i

x y

f
h h




 
  
 
 

. 

Обратный переход к искомой функции, 

согласно введенным заменам и 

самосопряженности матриц xB  и yB , составляет  

   1
, , , ,

1 1

yx
NN

x yn
i j i p j q p q

p q

b b 

 

  , 

где учитывали возможной нестационарной 

постановки задачи, когда граничные условия 

зависят от времени или применяется метод 

установления при совместном решении с 

уравением завихренности.  

Как видно, при использовании метода 

прямых получено точное решение из системы 

конечноразностных уравнений в рамках 

использованной схемы аппроксимации.  
 

Метод решения.  

Метод решения задачи о завихренности. 
Если конвективная часть обезразмеренного 

уравнения завихренности  
2 2

2 2

1

Re
u v

t x yx y

         
         

 

достаточно гладкая со своими 

производными и/или критерий Рейнольдса 

Re /xl U   ( xl  – масштабная длина, U  – 

характерная скорость,   – кинематическая 

вязкость жидкости) имеет малое значение, то при 

решении уравнения можно применить метод 

прямых.  

Граничные условия уравнения обозначим 

как в предыдущем случае, и считаем, что они 

заданы.  

Во внутренних узлах 1.. xi N  и 1.. yj N  

расчетной области конвективную часть 

уравнения аппроксимируем со вторым порядком 

точности по координатам:  

   
1 1

, ,1 1 1 1
, 1, 1, , 1 , 1

2 2

n n
i j i jn n n n

i j i j i j i j i j
x y

u v

h h
    

 

   
        

. 

При этом уравнение в целом 

аппроксимируется по оси х в виде  
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При 1i   и xi N  реализуются граничные 

условия 
1

0,
n

j 
 и 

1
1,x

n
N j 

 .  

Далее повторим все этапы решения функции 

тока, реализуем аппроксимацию по времени 

шагом назад и приходим к уравнениям  
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Из этого линейного уравнения находим 

решения для внутренних узлов 

   

1
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,

2 2
1
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i j n i jn

i j yx
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x yh h

  


  








 

.  

Начальное условие для ,i j  определяется 

согласно формуле 

 
   0 0

, , , ,

1 1

yx
NN

x y
i j i p j q p q

p q

b b 
 

  ,  

где 
0
,p q  – начальное значение функции в узле 

 ,p q . 

Формула обратного перехода к 

безразмерной завихренности аналогична формуле 

перехода к функцию тока.  

Так как для собственных значений 

полученных выше трехдиагональных матриц 

имеет место неравенства 
   

4 , 0
x y

i j     [7], 

то для знаменателя 
1

,
n
i j 

 уместна оценка 

   

2 2 2 2

4
1 1 1

Re Re Re

yx
jn i n n n

x y x yh h h h

     
      
 
 

. 

Т.е. не надо опасаться от образования нуля в 

знаменателе при вычислении значения 
1

,
n
i j 

. 

Аналогичная оценка показывает, что при 

вычислении 
1

,
n
i j 

 значение знаменателя не будет 

нулевым.  

Особенностью полученного решения 
1

,
n
i j 

 

заключается в том, что оно сильно зависит от 

начального значения. Ненулевое начальное 

значение, как это показали результаты 

вычислительного эксперимента, может привести 

к  динамической неустойчивости. Поэтому 

начальное значение для завихренности 

целесообразно принимать нулевым, что не 

противоречит постановкам различных задач, или 

же брать из результатов расчета, полученного 

при меньших числах Рейнольдса.  

 

Метод решения уравнения давления, 
которое в безразмерных переменных имеет вид 

[3-4]:  
2 2

2 2

p p
S

x y

 
 

 
,  

где 4
u v u v

S
x y y x

    
  

    
 или 

2
2 2 2

2 2
4S

x yx y

                 

. 

Граничными условиями его являются  

при 0x   и 1x  :   
2

2

2

Re

p v

y x

 


 
  и  0

p

x





;  

при 0y   и y l : 
2

2

2

Re

p u

x y

 


 
  и 0

p

y





. 

Как видно, граничные условия второго рода 

и решение получится до точности аддитивной 

постоянной. Притом, граничные условия 

определены приближенными решениями 

уравнений функции тока и завихренности. Но 

при этом надо перейти к точному 

воспроизведению физических условий границ и 

применить метод прямых. Такое возможно при 

введении новой искомой функции  

 
 ,

,
p x y

q x y
x





. 

Тогда уравнение принимает вид  
2 2

2 2

q q S

xx y

  
 

 
, 

а граничные условия –   

при 0x   и 1x  :  , 0q x y  . 

при 0y   и y l : 
 ,

0
q x y

y





. 

Чтобы облегчить запись, правую часть 

уравнения обозначим через  , ,
S

f x y t
x





 и 

придем к задаче, аналогичной задаче о функции 

тока. Метод прямых нельзя использовать по 

продольной координате, так как на границах 

заданы производные, а не сама функция. Поэтому 

предлагаем использовать положения 

дифференциально-разностного метода: по 

продольной координате используем метод 

прямых с введением ,i jq , а по поперечной 

координате – обычную прогонку для решения 

конечноразностных уравнений относительно ,i jq , 

которые построены со вторым порядком 
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точности. Обратный переход к ,i jq  

осуществляется по сумме 
 

, , ,

1

xN
x

i j i p p j

p

q b q


 .  

Далее полагая 0,0 0p  , для 1.. 1yj N   

находим значения давления на границе 0x   





0, 0, 1

0, 1, 2,

0, 1 1, 1 2, 1

3 4
Re

3 4



  

 

    

  

j j

y

j j j
x

j j j

p p

h

h
  

  

 

и для каждого внутреннего слоя по j  и 

0,... xi N  составим цикл  

 1, , 1, ,
2

   x
i j i j i j i j

h
p p q q .  

Для определения значений давления при 

0j  пользовались условием 0





p

y
, которого 

аппроксимировали вторым порядком точности и 

получили формулу для 1, 2,..., 1 xi N   

,1 ,2
,0

4

3




i i
i

p p
p . 

Аналогичная формула составляется для 

1 yj N  при 1, 2,..., 1 xi N : 

, , 1

, 1

4

3








y y

y

i N i N

i N

p p
p .   

 

Вычислительный эксперимент и анализ 

численных расчетов.  

Организация вычислительного процесса. 
После описания используемых скалярных, 

векторных и матричных величин, формировали 

фундаментальную и диагональную матриц и 

задали начальные значения для завихренности. 

После этого организовали процесс установления 

для функции тока и завихренности. При 

выполнении условий установления переходили к 

расчету поле давления.  

 

Результаты вычислительного 

эксперимента.  
Каждый из трех вариантов применения 

метода прямых апробировали на тестовых 

задачах по теплопередачи. 

Они дали хорошее согласие  с точными 

решениями задач и позволили значительно 

сократить время расчета. После этого метод 

применили к задачам гидродинамики. 

В качестве примера рассматривали 

классическую задачу о движении жидкости в 

квадратной области, одна граница которого имеет 

постоянную скорость, а остальные границы – 

неподвижны [4, 5]. Представим изолинии 

функции тока, полученные при Re 10  и 

Re 100 , которые согласуются с результатами 

цитируемых источников.  

Программное средство имеет модульную 

структуру. Основной модуль предназначен для 

подготовки и ввода основных параметров 

процесса (скорость воздушной массы, 

коэффициент диффузии, коэффициент 

поглощения вредных веществ в атмосфере, 

мощность источника, время расчета на ЭВМ, шаг 

интегрирования по времени и пространственным 

переменным, вид ингредиента, координаты 

эмиттера вредных веществ). 

   

 
Рис. 1. Изолинии функции тока, полученные при Re 10 . 29, 81x y tN N N   . Точность 0,01.  
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Рис. 2. Изолинии функции тока, полученные при Re 100 . 29, 81x y tN N N   . Точность 0,01. 

 

Выводы.  
Применение метода прямых, который 

разработан для задачи Дирихле при постоянных 

значениях коэффициента оператора Лапласа, к 

задачам гидродинамики значительно сокращает 

время расчета и увеличивает точность решения. 

Демонстрировали варианты полной и частичной 

реализации метода прямых при решении 

уравнений эллиптического и параболического 

типов. Его можно использовать для решения 

трехмерных задач, а также уравнения 

гиперболического типа. Метод допускает 

применения положений параллельных 

вычислений. 

Приведенный алгоритм можно использовать 

для решения задач с большим числом 

Рейнольдса. Для этого при решении уравнения 

завихренности, как показали результаты 

вычислительного эксперимента, необходимо 

использовать схему против потока 

А.А.Самарского с поправкой на вычислительную 

вязкость [4]. 
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