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Введение

Попытки количественного математического описания как динамики отдельных
биологических популяций, так и сообществ, состоящих из многих взаимодействую-
щих между собой популяций различных видов, имеют солидную историю.

Одна из первых моделей динамики роста популяций, в основе которой лежит
задача о динамике численности популяции, является классическая модель неограни-
ченного роста - геометрическая прогрессия в дискретном представлении xn+1 = qxn,
или экспонента в непрерывном случае была предложена Мальтусом [1]. Эта модель
может быть записана в виде

dN(t)
dt

= µN(t), N(t) = N(0)eµt , (1)

где N(t) – численность популяции, µ – разность между коэффициентами рождаемо-
сти и смертности.

При µ > 0 модель (17) дает безграничный экспоненциальный рост численности
популяции. Но этот эффект не наблюдается в природных популяциях, где ресурсы,
обеспечивающие рост, всегда ограничены.

Пусть K – предельная численность, которой может достигнуть популяция в усло-
виях ограниченности ресурса (величину K обычно называют "емкостью" среды). При
t → ∞, N(t)→ K. Первая модель, учитывающая этот факт, была предложена в 1825
г. Гомпертцем [2]

dN
dt

=−µN(t)
ln(N(t)/K)

lnK
, N(t) = K

(
N(0)

K

)exp[− µt
lnK ]

. (2)

Эта модель описывает эффект "насыщения но эксперименты с животными показа-
ли, что этот эффект наступает гораздо быстрее, чем это следует из модели Гомпертца
[2].

Наконец, в 1983 г. появилась "логистическая" модель Ферхюльста [3], достаточно
хорошо описывающая динамику многих природных популяций:

dN(t)
dt

=
µN(t)

K
(K−N(t)), N(t) =

KN(0)
N(0)+ [K−N(0)]e−µt . (3)

К настоящему времени существует много самых различных популяционных мо-
делей.

Что касается взаимодействующих популяций, то и здесь у Вольтерра, начавшего
математическое изучение непрерывных биоценозов [4], были предшественники. В
1925 году Лотка выпускает книгу "Элементы физической биологии"[5]. Он пришел
к системе дифференциальных уравнений описывающих динамику двух взаимодей-
ствующих биологических популяций:

dN1(t)
dt

= N1(t)(ε1 +ν1N2(t)),
dN2(t)

dt
= N2(t)(ε2 +ν2N1(t)). (4)

где εi – коэффициенты естественного прироста (или гибели), νi – коэффициенты,
описывающие межпопуляционные взаимодействия. В зависимости от выбора знаков
этих коэффициентов эта модель описывает либо конкуренцию видов за один ресурс,
либо взаимоотношения типа "хищник-жертва либо "паразит-хозяин".
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Исходные положения Вольтерра и Лотки были очень близки, но Вольтерра пошел
дальше и глубже в разработке моделей биологических сообществ. Если книга Лот-
ки при всех своих достоинствах, - это все же собрание самых различных моделей,
которое не может претендовать на звание общей теории, то труд Вольтерра, - это
несомненно, теория биологических сообществ, построенная именно как математиче-
ская теория. С этой книги началась современная математическая экология. После
чего Вольтерра занялся изучением экологических проблем с более общих позиций.

Математическое исследование биологических проблем началось недавно. Лотка
в своей книге "Элементы физической биологии содержащей многочисленные прило-
жения математики к вопросам химии и биологии, рассмотрел случай двух видов,
получил геометрическую интерпретацию вариаций, оценил период колебаний.

В данной работе рассматривается уравнение, описывающее одновидную попу-
ляцию. Для того, чтобы охарактеризовать одним единственным числом некоторую
популяцию в ограниченной области, сделаем допущение, что индивидуумы каждого
вида однородны (пренебрегая возрастом и размерами). Будем также считать, что тип
индивидуума не меняется со временем.

Вместо разрывных целочисленных функций, представляющих численность инди-
видуумов, введем непрерывные дифференцируемые функции, имеющие в каждый
момент времени ту же целую часть, что и разрывные.

Нужно теперь найти для этих функций условия, достаточные для их определения,
так, чтобы их целые части соответствовали бы полученным из опыта функциям-
численностям популяций видов, живущих в биологических сообществах.

Рассмотрим вид животных, который живет изолированно в неизменной среде или
сосуществует с другими видами без прямого влияния в некоторой среде, представ-
ляющей всегда одни и те же возможности существования для этого вида. В этом
случае, пренебрежем периодичностью рождаемости или смертности. Тогда можно
сказать, что для короткого интервала времени заданной длины в достаточно мно-
гочисленной популяции число рождений и число смертей пропорциональны общей
численности индивидуумов, существующих в данный момент. Прирост числа инди-
видуумов N в некотором интервале будет пропорционален числу N. Этот прирост,
очевидно, пропорционален длине интервала, пока последний мал. Приписывая это
свойство функции, рассматриваемой как непрерывная, получаем

dN(t) = εN(t)dt,

где ε – постоянный коэффициент пропорциональности, выражающий отношение ско-
рости прироста dN(t)/dt к числу N(t). Назовем его коэффициентом прироста. Из
уравнения

dN(t)/dt = εN(t)

при условии, что интегрированием получаем решение

N(t) = N0eε(t−t0).

Это хорошо известный экспоненциальный закон развития видов, состоящий в том,
что если время возрастает в арифметической прогрессии, то численность индивидуу-
мов вида изменяется, следуя геометрической прогрессии. При ε > 0 вид разрастается,
ε < 0 вид уменьшается, ε = 0 вид остается постоянным, рождаемость в точности ком-
пенсирует смертность.
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Решение задачи Коши для обобщенного уравнения Мальтуса

В теории популяции уравнение экспоненциального роста популяции, уравнение
Мальтуса, записывается в виде:

dN(t)
dt

= (B−D)N(t) = εN(t), (5)

где N(t) – численность или плотность популяций в ограниченной области Ω, B и
D – коэффициенты рождаемости и смертности соответственно, являющиеся посто-
янными величинами, если учесть, что внутривидовая конкуренция за ограниченные
жизненные ресурсы c ростом плотности популяции приводит к снижению плодови-
тости и увеличению смертности в момент времени t ∈ [t0,T ], T – расчетное время.

Если теперь заменить в уравнении (21) производную первого порядка операто-
ром дробного дифференцирования порядка 0 < α < 1, при t0 = 0, то мы получим
уравнение, учитывающее предысторию в популяции.

Исследуемая задача формулируется следующим образом
Задача А. Найти решение N(t) уравнения

Dα
0tN(t) = εN(t)+ f (t), 0 < α < 1, (6)

удовлетворяющее условию

Dα−1
0t N(t)

∣∣∣
t=0

= N0, (7)

где Dα
0t – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля

порядка α, определяемый следующим образом [6, с. 28]

Dα
0tu(η) =


1

Γ(−α)

t∫
0

u(η)

(t−η)α+1 dη , α < 0,

u(t), α = 0,( d
dt

)p
Dα−p

0t u(η), p−1 < α ≤ p, p ∈ N.

Γ(α) – гамма-функция Эйлера.
Перепишем уравнение (22) в виде

Dα
0tN(t)− εN(t)− f (t) = 0, 0 < α < 1, (8)

и воспользуемся формулой дифференцирования интеграла d
dt D−1

0t N(t) = N(t).
Тогда

d
dt

[
Dα−1

0t N(t)− εD−1
0t N(t)−D−1

0t f (t)
]
= 0, 0 < α < 1. (9)

Из равенства (25) следует, что

Dα−1
0t N(t)− εD−1

0t N(t)−D−1
0t f (t) =C,

где C = const, или же

Dα−1
0t N(t)− εD−1

0t N(t) = D−1
0t f (t)+C, 0 < α < 1. (10)
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Подействуем на обе части соотношения (10) оператором D1−α

0t . Тогда получим

N(t)− εD−α

0t N(t) = D−α

0t f (t)+C
tα−1

Γ(α)
, 0 < α < 1, (11)

т.к. D1−α

0t 1 =
tα−1

Γ(α)
.

Лемма 1. Любое решение уравнения (22) является решением интегрально-
го уравнения (11). Верно и обратное утверждение, т.е. решение интегрального
уравнения (11) есть решение уравнения (22).

Перепишем уравнение (11) в виде интегрального уравнения Вольтерра II-го рода

N(t)− εD−α

0t N(t) = F(t), (12)

где

F(t) = D−α

0t f (t)+
tα−1

Γ(α)
, (13)

решение которого дается в виде [7]

N(t) = F(t)+ ε

t∫
0

F(s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds

или же, подставляя вместо F(t) выражение (13), получим

N(t) = D−α

0t f (t)+
tα−1

Γ(α)
+ ε

t∫
0

D−α

0s f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+

+ε

t∫
0

sα−1

Γ(α)
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds, (14)

где Eα,µ(z) – функция типа Миттаг-Леффлера [7].
В силу определения оператора дробного интегрирования, имеем, что

D−α

0t f (t) =
t∫

0

f (s)
(t− s)α−1

Γ(α)
ds;

t∫
0

D−α

0s f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds =

=

t∫
0

s∫
0

f (ξ )
(s−ξ )α−1

Γ(α)
dξ (t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds =

=

t∫
0

f (ξ )dξ

t∫
ξ

(s−ξ )α−1

Γ(α)
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds =
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t∫
0

f (s)(t− s)2α−1Eα,2α [ε(t− s)α ]ds.

Подставляя последние выражения в формулу (14), получим:

N(t) =
t∫

0

f (s)
(t− s)α−1

Γ(α)
ds+C

tα−1

Γ(α)
+ ε

t∫
0

f (s)(t− s)2α−1Eα,2α [ε(t− s)α ]ds+

+εt2α−1Eα,2α(εtα) =

t∫
0

f (s)
[
(t− s)α−1

Γ(α)
+ ε(t− s)2α−1Eα,2α [ε(t− s)α ]

]
ds+

+C
[

tα−1

Γ(α)
+ εt2α−1Eα,2α(εtα)

]
. (15)

Применяя формулу автотрансформации функции типа Миттаг-Леффлера к выра-
жениям в квадратных скобках (15), окончательно получим:

N(t) =
t∫

0

f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+Ctα−1Eα,α(εtα). (16)

Формула (16) есть общее решение уравнения (22). Удовлетворяя начальному усло-
вию (23), имеем

Dα−1
0t N(t) =

∣∣∣
t=0

Dα−1
0t

t∫
0

f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds
∣∣∣
t=0

+

+CDα−1
0t tα−1Eα,α(εtα)

∣∣∣
t=0

=

t∫
0

f (s)Eα,1[ε(t− s)α ]ds
∣∣∣
t=0

+CEα,1(εtα)
∣∣∣
t=0

= N0.

Так как
t∫

0

f (s)Eα,1[ε(t− s)α ]ds
∣∣∣
t=0

= 0

и

Eα,1(εtα)
∣∣∣
t=0

= 1,

тогда C = N0.
Значит решение задачи (22), (23) имеет вид:

N(t) =
t∫

0

f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+N0tα−1Eα,α(εtα).
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Случай, когда 1 < α < 2

Далее пусть 1 < α < 2. Тогда Задача А ставится следующим образом
Задача B. Найти решение u(t) уравнения

Dα
0tN(t) = εN(t)+ f (t), 1 < α < 2, (17)

удовлетворяющее условиям

Dα−2
0t N(t)

∣∣∣
t=0

= N0, Dα−1
0t N(t)

∣∣∣
t=0

= N1. (18)

Так как по определению

Dα
0tN(t) =

d2

dt2 Dα−2
0t N(t),

то как и в случае α ∈ (0,1) перепишем уравнение (17) в виде

d2

dt2

[
Dα−2

0t N(t)− εD−2
0t N(t)−D−2

0t f (t)
]
= 0,

или же
Dα−2

0t N(t)− εD−2
0t N(t) = D−2

0t f (t)+C1t +C2, (19)

где C1 и C2 – постоянные интегрирования.
Подействуем на обе части равенства (19) оператором D2−α

0t . В силу законов ком-
позиции операторов интегро-дифференцирования будем иметь

N(t)− εD−α

0t N(t) = D−α

0t f (t)+C1
tα−1

Γ(α)
+C2

tα−2

Γ(α−1)
, (20)

т.к.

D2−α

0t t =
tα−1

Γ(α)
,D2−α

0t 1 =
tα−2

Γ(α−1)
.

Лемма 2. Любое решение уравнения (17) является решением интегрального
уравнения (20), и наоборот, решение интегрального уравнения (20) есть решение
уравнения (17).

Решение уравнения Вольтерра второго рода (20) выписывается в виде

N(t) = ε

∫ t

0

[
D−α

0s f (s)+C1
sα−1

Γ(α)
+C2

sα−2

Γ(α−1)

]
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+

+D−α

0t f (t)+C1
tα−1

Γ(α)
+C2

tα−2

Γ(α−1)
. (21)

Удовлетворим формулу (21) начальным условиям (18) для определения C1 и C2.
Для этого, учитывая обобщенную формулу Ньютона-Лейбница, находим

Dα−2
0t N(t) = εDα−2

0t

∫ t

0

[
D−α

0s f (s)+C1
sα−1

Γ(α)
+C2

sα−2

Γ(α−1)

]
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+
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+D−2
0t f (t)+C1

t
Γ(2)

+C2. (22)

При t = 0 из формулы (22) получим

Dα−2
0t N(t) =C2 = N2.

Аналогично, используя обобщенную формулу Ньютона-Лейбница, получим

Dα−1
0t N(t) = εDα−1

0t

∫ t

0

[
D−α

0s f (s)+C1
sα−1

Γ(α)
+C2

sα−2

Γ(α−1)

]
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+

+D−1
0t f (t)+C1 +N2

t−1

Γ(0)
. (23)

При t = 0 из равенства (23), учитывая, что
1

Γ(0)
= 0 имеем Dα−1

0t N(t)
∣∣∣
t=0

=C1 =N1.

Подставляя найденные значения C1 и C2 в формулу (21) найдем решение задачи
(17), (18) в виде

N(t) = ε

∫ t

0

[
D−α

0s f (s)+N1
sα−1

Γ(α)
+N2

sα−2

Γ(α−1)

]
(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+

+D−α

0t f (t)+N1
tα−1

Γ(α)
+N2

tα−2

Γ(α−1)
. (24)

После элементарных преобразований окончательно получим

N(t) =
∫ t

0
f (s)(t− s)α−1Eα,α [ε(t− s)α ]ds+N1tα−1Eα,α(εtα)+N2tα−2Eα,α−1(εtα). (25)

Формула (25) дает решение задачи (17), (18).

Заключение

В настоящее время наиболее актуальным является применение дробного исчис-
ления в различных областях науки, техники, естествознания и других отраслях
человеческой деятельности, использующих как математические методы, так и сред-
ства компьютерного моделирования. В работе рассмотрено обобщённое уравнение
Мальтуса, описывающее одновидную популяцию. Была рассмотрена задача Коши
для случаев 0 < α < 1 и 1 < α < 2.
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