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Введение

В теории оптимизации сложилась противоречивая ситуация в отношении много-
экстремальных задач, время решения которых растет не менее чем экспоненциально
с ростом числа переменных.

Несмотря на то, что для этих задач не существует эффективных алгоритмов
поиска глобального экстремума, задачи тем не менее ставятся на его достижение.
Такая завышенная целевая установка препятствует развитию математической теории
и разработке методов решения задач.

В связи со сказанным для существенно многоэкстремальных задач большой раз-
мерности необходима градация экстремумов, заполняющая диапазон между локаль-
ным и глобальным экстремумами, и соответствующие методы нелокальной оптими-
зации, ориентированные на решаемую задачу и получение экстремума достижимого
ранга за экономически оправданное время решения задачи на ЭВМ.

В работах [1], [2] было введено понятие ранга экстремума для задач вогнутого
и вогнуто–выпуклого программирования при линейных ограничениях и доказано
условие оптимума для стационарных сетей по переносу вещества и энергии – сетей
электро–, водо–, газоснабжения.

В статье представлен алгоритм построения потоковой сети P-го ранга основанный
на условии ранговой оптимальности и динамической декомпозиции.

Ранги экстремумов

Рассмотрим задачу минимизации вогнутой функции при линейных ограничениях,
приведенных к равенствам путем введения вспомогательных переменных:

f (x)→ min, (1)

gi(x) = 0, i = 0, . . . ,m, (2)

x ∈ Rn. (3)

В том случае, когда фиксированы (n−m) компонент вектора x= (x1, . . . ,xn), вопрос
об оптимизации не возникает. Напротив, когда ни одна из компонент вектора x не
фиксирована и может изменяться в пределах, определяемых системой ограничений
(2), (3), решением задачи (1)–(3) является глобальный экстремумом. В соответствии
с этим ранг экстремума следует определять тем количеством варьируемых перемен-
ных, которое не приводит к уменьшению полученного значения целевой функции.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Вектор x̃P, удовлетворяющий системе (2)–(3), назовем вари-
ацией P-го ранга вектора x, удовлетворяющего системе (2)–(3), если значение каких
либо (n−m−P) его компонент совпадают со значением этих же компонент вектора
x.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Вектор x∗, удовлетворяющий системе (2)–(3), назовем экс-
тремумом P-го ранга задачи (1)–(3), если для любой его вариации P-го ранга x̃P
выполняется неравенство f (x∗)≤ f (x̃P).

Очевидно, что экстремум (n−m)-го ранга является глобальным.
Градация экстремумов позволяет для задач на графах конкретизировать систем-

ный принцип оптимальности: "Любая часть оптимальной системы оптимальна (при
фиксации граничных условиях с остальной сетью)"путем установления взаимосвязи
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между рангом экстремума, его нелокальностью и величиной частей системы, опти-
мизация каждой из которых необходима для получения экстремума заданного ранга.

Сетевая задача с вогнутой целевой функцией

Рассмотрим задачу
z(v) = ∑

i j∈D
ci j(vi j)li j→ min, (4)

∑
i∈Γ

+
j

vi j− ∑
k∈Γ

−
j

v jk = gi, ∀ j 6= 1 ∈ B, ∑
j∈Γ

−
j

v1 j = Q, (5),(6)

vi j ≥ 0, ∀(i, j) ∈ D, (7)

где Γ(B,D) – заданный двухзвенный орграф сети; B и D – множество его вершин и
дуг; vi j, ci j, li j – искомое значение величины потока, заданные удельная стоимость и
длина (i, j)-й дуги; Q – заданный поток в сеть; gi – заданный расход потока в i-м уз-
ле сети. Целевая функция (4) отражает стоимость потока сети, ограничение (5) есть
уравнение неразрывности потока, соотношение (6) говорит о том, что узел 1 явля-
ется источником потока. Функция ci j(vi j) непрерывна, строго вогнута и возрастает,
ci j(0) = 0. В связи с сильной вогнутостью целевой функции экстремумы могут до-
стигаться лишь в угловых точках транспортного многогранника (5)–(7). Задача, как
известно, является NP-полной. Для ее нелокального решения предложено несколько
методов: в работе [3] – на основе метода погружения и отсечения [4], а в работе
Трубина В. А., Михалевича В. С., Шора Н. З. [5] – на основе метода ветвей и гра-
ниц. Решением задачи (4)–(7) является остовное дерево заданного графа возможных
соединений узлов сети.

Схема метода ранговой оптимизации сети

Продвижению из текущей угловой точки многогранника (5)–(7) в смежную со-
ответствует внесение в текущее остовное дерево некоторой его хорды e из Γ(B,D)
и удаление инцидентной ей дуги. При этом изменятся потоки только по дугам кон-
тура KT+e, замыкаемого хордой e на дереве T . Такой контур назовем фрагментом
1-го ранга сети, соответствующим текущему дереву T . Каждый фрагмент 1-го ранга
представляет собой связный подграф графа сети наименьшей размерности, значение
переменных которой однозначно определяется значением варьируемой переменной и
значениями переменных на его границе.

Аналогичным образом сроятся фрагменты 2-го и более высоких рангов, полу-
чаемые внесением в дерево T двух или более хорд. Замыкаемые при этом хордами
контуры должны быть связным подграфом графа Γ(B,D), т.к. оптимизация на несвяз-
ных фрагментах может быть рассмотрена по отдельности и, следовательно, имеет
меньший ранг.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Решение задачи (4)–(7) {v∗i j}i j∈D назовем оптимальным по
фрагментам P-го ранга сети, если для любого фрагмента P-го ранга сети ФT,P, вы-
деляемого деревом T на графе Γ(B,D), будет выполнено неравенство

∑
i j∈ФT,P

ci j(v∗i j)li j ≤ ∑
i j∈ФT,P

ci j(vi j)li j
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где {vi j}i j∈D – любое допустимое решение задачи, но такое, что vi j = v∗i j ∀i j /∈ФT,P.
В работе [1] доказана следующая
Теорема. (УСЛОВИЕ РАНГОВОЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ СЕТЕВОЙ ЗАДА-

ЧИ).
1) Отличные от нуля компоненты потокораспределения {v∗i j}i j∈D сети P-го

ранга выделяют на графе Γ(B,D) ориентированное остовное дерево с корнем в
источнике сети.

2) Экстремум P-го ранга является глобальным на выпуклой линейной комби-
нации вершин транспортного многогранника, имеющих смежность в промежут-
ке [1,P] к точке экстремума.

3) Для того, чтобы решение {v∗i j}i j∈D задачи (4)–(7) было экстремумом P-го
ранга, необходимо и достаточно, чтобы оно было оптимально по всем фрагмен-
там P-го ранга сети.

Утверждение 2) устанавливает взаимосвязь между рангом экстремума в задаче
и его нелокальнстью. Утверждение 3) является конкретизацией системного принци-
па оптимальности: "Любая часть оптимальной системы оптимальна (при фиксации
граничных условиях с остальной сетью)".

Метод ранговой оптимизации сети основан на условии ранговой оптимальности
и динамической декомпозиции сети.

При оптимизации 1-го ранга на очередной итерации выделяется очередная хор-
да (i, j) и соответствующий ей фрагмент 1-го ранга (контур сети). Проведя опти-
мизацию полученного фрагмента, определяем очередную независимую переменную
относительно полученного решения и переходим к оптимизации соответствующего
фрагмента. Процесс оптимизации 1-го ранга системы завершается при получении
решения, которое не может быть улучшено внесением любой из хорд полученного
остовного дерева (и соответствующей переориентации потоков).

Далее переходим к оптимизации 2-го ранга. Для этого выделяем на каждой оче-
редной итерации очередную пару хорд и соответствующие им фрагменты 1-го ранга.
В том случае, когда эти фрагменты пересекаются, формируем фрагмент 2-го ранга
– объединение двух фрагментов 1-го ранга. Решаем задачу оптимизации фрагмента
2-го ранга и переходим к следующей итерации. В том случае, если фрагменты 1-го
ранга не пересекаются, также переходим к следующей итерации, т.к. оптимизация
фрагментов 1-го ранга по отдельности была проведена при оптимизации 1-го ранга
системы.

Аналогичным образом, после проведения оптимизации (P− 1) ранга системы,
проводим оптимизацию P-го ранга. Для этого формируем наборы из P свободных пе-
ременных, объединение соответствующих фрагментов 1-го ранга которых образует
связный подграф графа системы, и проводим оптимизацию таких фрагментов. Опти-
мизация системы прекращается при достижении оптимума P-го ранга либо заданного
времени решения задачи на компьютере.

Таким образом, метод ранговой оптимизации сетевых систем состоит в сведении
оптимизации сети к оптимизации ее фрагментов P-го ранга.

Достижимый ранг экстремума сети определяется количеством фрагментов 1-го
ранга и временем решения задачи оптимизации фрагмента P-го ранга. Если t1 – сред-
нее время решения задачи оптимизации фрагмента 1-го ранга, то время оптимизации
фрагмента P-го ранга tP = t12P−1, т.к. следует рассматривать лишь новые состояния
(структуры) фрагмента не прозондированные при построении (P− 1)-оптимальной
сети.
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Алгоритм ранговой оптимизации сетей

Будем разделять понятия ранговой вариации и ранговой оптимизации. Также для
удобства будем использовать следующие обозначения:
P-фрагмент (1-фрагмент) – фрагмент P-го (1-го) ранга;
P-вариация (1-вариация) – вариация P-го (1-го) ранга;
P-оптимизация (1-оптимизация) – оптимизация P-го (1-го) ранга.

В соответствии с представленной схемой метода ранговой оптимизации предста-
вим ведущие операции метода.

АЛГОРИТМ P-ВАРИАЦИИ СЕТИ:

1. Формируется список хорд-кандидатов на вставку в текущую сеть.

2. Берутся очередные P хорд.

3. Если P = 1, то осуществляется переход к пункту 6.

4. Выделяется соответствующие для каждой хорды 1-фрагменты дерева.

5. Проверяется, образуют ли 1-фрагменты связный подграф: если нет, то осуществ-
ляется переход к пункту 2.

6. Выделяется соответствующий P хордам (старый) P-фрагмент дерева.

7. Вычисляется стоимость старого P-фрагмента дерева и сохраняется до соответству-
ющего сравнения.

8. Формируется новый P-фрагмент. Новый P-фрагмент формируется из старого P-
фрагмента добавлением P хорд и удалением P, смежных им дуг.

9. Проверяется, новый P-фрагмент. Если новый P-фрагмент не является деревом, то
осуществляется переход к пункту 2.

10. Пересчитываются потоки в новом P-фрагменте.

11. Вычисляется стоимость нового P-фрагмента дерева сети и сохраняется до соответ-
ствующего сравнения.

12. Сравниваются стоимости старого и нового P-фрагментов: если стоимость нового
P-фрагмента меньше стоимости старого P-фрагмента, то в дереве сохраняется но-
вый P-фрагмент и осуществляется переход к пункту 1; иначе в дереве сохраняется
старый P-фрагмент и осуществляется переход к пункту 2.

В виде блок-схемы алгоритм P-вариации изображен ниже (рис.1).

Алгоритм 1-оптимизации состоит в выполнении 1-вариации.

АЛГОРИТМ P-ОПТИМИЗАЦИИ:

1. Выполняется (P−1)-оптимизация.
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2. Выполняется P-вариация.

3. Если P-вариация дала лучший результат, то осуществляется переход к пункту 1.
Иначе алгоритм заканчивается и выводятся результаты вычислений.

В виде блок-схемы алгоритм P-оптимизации изображен ниже (рис.1).

а) б)
Рис.1. Блок-схема алгоритма P-вариации(а). Блок-схема алгоритма P-оптимизации(б).

На основе представленного алгоритма разработана программа построения сети
3-го ранга оптимальности на языке программирования Python3 с использованием
графической библиотеки Matplotlib и проведен обширный вычислительный экспери-
мент, показавший эффективность алгоритма.

Вычислительный эксперимент

Ниже представлены результаты компьютерного проектирования потоковой сети
3-го ранга оптимальности. Целевая функция имеет вид ci j(vi j) =

√vi j. Потребление
любой вершины (кроме первой-источника) берется равным 1. Длины дуг и хорд
базового графа заданы.

а) б)
Рис.2. Базовый граф возможных соединений сети(а). Начальное остовное дерево(б).
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Рис.3. Последовательность изменения начального остовного дерева сети в сеть
3-го ранга.

Таблица

Ранг оптимальности Количество шагов Экономия(%)
1-оптимизация 3 ≈ 1.28
2-оптимизации 8 ≈ 2.5
3-оптимизации 8 ≈ 2.5

Заключение

Разработан алгоритм построения потоковой сети P-го ранга оптимальности и про-
грамма компьютерного проектирования сети 3-го ранга. Проведенный вычислитель-
ный эксперимент показал достаточную эффективность алгоритма и программы для
компьютерного проектирования оптимальных распределительных сетей водоснабже-
ния.
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