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Введение

В области Ω = {(x,y) :−∞ < x < ∞, 0 < y < ∞} рассмотрим уравнение

Lu≡ ∂ 2

∂x2 u(x,y)+Dα
0yDα

0yu(x,y) = 0, (1)

где 0 < α < 1,Dα
0y – оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–

Лиувилля порядка α [1, c. 9]: Dα
0yu(x,y) = ∂

∂yDα−1
0y u(x,y), Dα−1

0y u(x,y) =
y∫

0

(y−t)−α

Γ(1−α) u(x, t)dt.

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u = u(x,y)
такую, что y1−αu ∈ C(Ω̄), uxx,Dα

0yDα
0yu(x,y) ∈ C(Ω), и удовлетворяющую уравнению

(1).
Сформулируем задачу Неймана для уравнения (1): найти в области Ω

регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условию

lim
y→0

Dα−1
0y Dα

0yu(x,y) = τ(x),−∞ < x < ∞, (2)

где τ(x) – заданная непрерывная функция на всей действительной оси.
В работе [2] был получен аналог интеграла Шварца для полуплоскости в

случае системы Коши–Римана дробного порядка. В работе [3] была исследована
задача Дирихле для уравнения (1) в полуплоскости. В работе [4] исследовалась
единственность решения задачи Дирихле для уравнения

Dα−1
0x ux +Dβ−1

0y uy + c(x,y)u = 0, 1 < α,β < 2,

в ограниченной области D, лежащей в первом квадранте, которая вместе с любой
точкой (x,y) ∈ D содержит интервалы с концами в точках (x,y),(x,0) и (x,y),(0,y).

В данной работе доказаны существование и единственность решения аналога
задачи Неймана для уравнения (1) в верхней полуплоскости.

1. Предварительные сведения

Интегральные преобразования с функцией Райта [5] в ядре определяются с
помощью формул

Aγ,µv(x)= xµ−1
∞∫

0

v(t)φ
(
−γ,µ,− t

xγ

)
dt, Bγ,µv(x)=

∞∫
0

v(t)tµ−1
φ

(
−γ,µ,− x

tγ

)
dt, 0< γ < 1,

где φ(ρ,δ ,z) =
∞

∑
n=0

zn

n!Γ(ρn+δ ) , v(x) – функция заданная на положительной полуоси.

Справедлива формула
∞∫

0

u(x)Aγ,µv(x)dx =
∞∫

0

v(x)Bγ,µu(x)dx. (3)

Пусть ν <−δ , δ 6= 0. Тогда

Bγ,δ xν = x(ν+δ )/γ Γ(−(δ +ν)/γ)

γΓ(−ν)
. (4)

Доказательство и более подробное изложение можно найти в монографии [6].
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2. Общее представление решения

Теорема 1. Пусть |x|ε+1τ(x)→ 0 при |x|→∞. Тогда функция u(x,y), определенная
по формуле

u(x,y) =
1
π

∞∫
−∞

G(ξ − x,y)τ(ξ )dξ +C
yα−1

Γ(α)
, (5)

где

G(ξ − x,y) =
yα−1

Γ(α)
ln |ξ − x|+ y3α−1

(ξ − x)2

∞∫
0

e−ttE2α,3α

(
− y2αt2

(ξ − x)2

)
dt, (6)

является регулярным решением задачи (1), (2). Здесь Eρ,µ (−z) =
∞

∑
k=0

(−z)k

Γ(ρk+µ) –

функция типа Миттаг–Леффлера [7].
Лемма 1. Справедлива оценка

|G(ξ − x,y)| ≤ Cyα−1β

1+β
lnβyα , (7)

где C – некоторая положительная постоянная, β = |ξ−x|
yα .

Доказательство. Из (6) в результате замены t =
√

s |ξ−x|
yα , получим

G(ξ − x,y) =
yα−1

2

∞∫
0

e−β
√

s E2α,3α(−s)ds+
yα−1

Γ(α)
ln |x−ξ |. (8)

Представим интеграл (8) в виде

G(ξ − x,y) =
yα−1

2

 1∫
0

e−β
√

s E2α,3α(−s)ds+
∞∫

1

e−β
√

s E2α,3α(−s)ds

+
yα−1

Γ(α)
lnβyα . (9)

Подставив во второй интеграл равенство

E2α,α(−s) =
1

Γ(α)
− sE2α,3α(−s), (10)

и интегрируя по частям, имеем

∞∫
1

e−β
√

s E2α,3α(−s)ds =− 2
Γ(α)

e−β lnβ +
2

Γ(α)

∞∫
β

e−s lnsds−
∞∫

1

e−β
√

s E2α,α(−s)
s

ds, (11)

Подставляя (11) в (9) и устремляя β к нулю, так как
1∫
0

E2α,3α(−s)ds<∞,
∞∫
1

E2α,α (−s)
s ds<

∞,
∞∫
0

e−s lnsds < ∞, получим

G(ξ − x,y) = O(yα−1), β → 0. (12)
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Так как G(ξ − x,y) = yα−1

2β 2

∞∫
0

e−
√

t E2α,3α

(
− t

β 2

)
dt + yα−1

Γ(α) lnβyα , то

G(ξ − x,y) = O
(
yα−1 lnβyα

)
, β → ∞,y > 0. (13)

Таким образом, из оценок (12) и (13) следует оценка (7).
�
Лемма 2. Функция G(ξ − x,y) удовлетворяет уравнению (1), т. е.

Gxx(ξ − x,y) =−Dα
0yDα

0yG(ξ − x,y). (14)

Доказательство. Внеся в правой части формулы (8) операцию
дифференцирования дважды по x под знак интеграла, имеем

Gxx(ξ − x,y) =
y−α−1

2

∞∫
0

te−β
√

s E2α,3α(−s)ds− 1
|ξ − x|2

yα−1

Γ(α)
. (15)

Далее учитывая формулу дробного дифференцирования функции типа Миттаг-

Леффлера [6, с. 15], получаем Dα
0yy3α−1E2α,3α

(
− t2y2α−1

(ξ−x)2

)
= y2α−1E2α,2α

(
− t2y2α

(ξ−x)2

)
, и

Dα
0yy2α−1E2α,2α

(
− t2y2α

(ξ − x)2

)
= yα−1E2α,α

(
− t2y2α

(ξ − x)2

)
,

Так как yα−1E2α,α

(
− t2y2α

(ξ−x)2

)
= yα−1

Γ(α) −
t2y3α−1

(ξ−x)2 E2α,3α

(
− t2y2α

(ξ−x)2

)
, Dα

0y
yα−1

Γ(α) = 0, имеем

Dα
0yDα

0yG(ξ − x,y) =
yα−1

Γ(α)(ξ − x)2 −
y3α−1

(ξ − x)4

∞∫
0

t3e−tE2α,3α

(
− t2y2α

(ξ − x)2

)
dt.

В результате замены переменной t2y2α

(ξ−x)2 = s получим

Dα
0yDα

0yG(ξ − x,y) =
yα−1

Γ(α)(ξ − x)2 −
y−α−1

2

∞∫
0

te−β
√

t E2α,3α(−t)dt. (16)

Из формул (15) и (16) видим, что имеет место (14). �
Лемма 3. Справедлива оценка

|Gxx(ξ − x,y)| ≤ M1y−α−1

β µ(1+β 2−µ)
, (17)

где µ – сколь угодно малое положительное число.
Доказательство. Из формулы (15) с учетом (10) имеем

Gxx =
y−α−1

2

∞∫
0

e−β
√

t
(

1
Γ(α)

−E2α,α(−t)
)

dt− 1
|ξ − x|2

yα−1

Γ(α)
.
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Отсюда следует, что

Gxx(ξ − x,y) =−y−α−1

2

∞∫
0

e−β
√

tE2α,α(−t)dt. (18)

Пусть далее Gxx(ξ − x,y) = −y−α−1

2

∞∫
0

e−β
√

t(β
√

t)µ(β
√

t)−µE2α,α(−t)dt. Так как f (z) =

e−zzµ достигает своего максимального значения в точке z = µ, имеем оценку

|Gxx(ξ − x,y)| ≤ y−α−1β−µ

2
e−µ

µ
µ

∞∫
0

t−
µ

2 |E2α,α(−t)|dt.

Так как
∞∫
0

t−
µ

2 |E2α,α(−t)|dt < ∞ при 0 < µ < 2, имеем оценку

|Gxx(ξ − x,y)| ≤C1y−α−1
β
−µ . (19)

C1 – некоторая постоянная. Из (18) следует Gxx(ξ−x,y)=−y−α−1

2β 2

∞∫
0

e−
√

tE2α,α

(
− t

β 2

)
dt.

Тогда

Gxx(ξ − x,y) = O
(

1
β 2

)
, β → ∞. (20)

Из оценок (19) и (20) заключаем неравенство (17). �
Лемма 4. Для функции (5) cправедливо равенство

lim
y→0

Dα−1
0y Dα

0yu =
2τ(x)

π

∞∫
0

E2α,α+1(−s2)ds. (21)

Доказательство. Применяя композицию Dα−1
0y Dα

0y операторов Римана-Лиувилля
к интегралу в правой части формулы (5), имеем

Dα−1
0y Dα

0yu =
1
π

∞∫
−∞

τ(ξ )Dα−1
0y Dα

0yG(ξ − x,y)dξ , (22)

где

Dα−1
0y Dα

0yG(ξ − x,y) =
1

(ξ − x)2

∞∫
0

e−ttyαE2α,α+1

(
− y2αt2

(ξ − x)2

)
dt.

Пусть ε – некоторое фиксированное положительное число, тогда

Dα−1
0y Dα

0yu =
1
π

 x−ε∫
−∞

+

x+ε∫
x−ε

+

∞∫
x+ε

τ(ξ )Dα−1
0y Dα

0yG(ξ − x,y)dξ .

Сделав замену ξ − x = yαη , имеем

πDα−1
0y Dα

0yu =
( − ε

yα∫
−∞

+

∞∫
ε

yα

)
τ(x+ yαη)

η2

∞∫
0

t
et E2α,α+1

(
− t2

η2

)
dtdη+
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ε

yα∫
− ε

yα

τ(x+ yαη)− τ(x)
η2

∞∫
0

t
et E2α,α+1

(
− t2

η2

)
dtdη +2τ(x)

ε

yα∫
0

1
η2

∞∫
0

t
et E2α,α+1

(
− t2

η2

)
dtdη .

(23)

Из равенства (23) следует, что lim
y→0

Dα−1
0y Dα

0yu = 2τ(x)
π

lim
y→0

ε

yα∫
0

1
η2

∞∫
0

t
et E2α,α+1

(
− t2

η2

)
dtdη .

Так как
ε

yα∫
0

dη

η2

∞∫
0

t
et E2α,α+1

(
− t2

η2

)
dt =

ε

yα∫
0

dη

∞∫
0

s
eηs E2α,α+1(−s2)ds=

∞∫
0

E2α,α+1(−s2)(1−e−
ε

yα s
)ds,

получаем (21) �

Лемма 5. Справедливо равенство
∞∫
0

E2α,α+1(−s2)ds = π

2 .

Доказательство. В результате замены s = tα имеем

∞∫
0

E2α,α+1(−s2)ds = α

∞∫
0

tα−1E2α,α+1(−t2α)dt.

Отсюда, так как (см. [6, с. 84]) Aα,1−α sin t = tαE2α,α+1(−t2α), имеем

∞∫
0

E2α,α+1(−s2)ds = α

∞∫
0

1
t

Aα,1−α sin tdt.

По формуле (3) получаем

∞∫
0

1
t

Aα,1−α sin tdt =
∞∫

0

sin tBα,1−α 1
t

dt. (24)

По формуле (4) имеем Bα,1−α 1
t =

1
αt , и

∞∫
0

E2α,α+1(−s2)ds =
∞∫
0

sin t
t dt = π

2 . �

Перейдем к доказательству теоермы 1.
Доказательство. С помощью оценки (7) заключаем, что

|u(x,y)| ≤ Cyα−1

π

∞∫
−∞

|x−ξ |
yα + |x−ξ |

ln |x−ξ ||τ(ξ )|dξ ≤ yα−1K
∞∫
−∞

|x−ξ |
yα + |x−ξ |

ln |x−ξ ||ξ |−1−εdξ .

Таким образом, имеем оценку

|u(x,y)| ≤Myα−1,

где M – некоторая постоянная. По лемме 3 получаем

|uxx| ≤
y−1M1

π

∞∫
−∞

|τ(ξ )|dξ

|x−ξ |µ + |x−ξ |2
≤M2y−1,

88



Задача Неймана для обобщенного уравнения Лапласа ISSN 2079-6641

где M1,M2 – положительные постоянные. Из леммы 2 следует, что функция (5)
удовлетворяет уравнению (1). Cледовательно, интегралы, полученные при внесении
под знак интеграла в правой части (5) операторов дифференцирования ∂ 2

∂x2 и Dα
0yDα

0y,

сходятся равномерно вблизи каждой точки (x,y), y > 0. Из лемм 4 и 5 следует, что
u(x,y) удовлетворяет условию (2). Поэтому функция u(x,y), представимая в виде (5),
в области Ω является регулярным решением задачи (1), (2). �

3. Единственность решения

Теорема 2. Пусть ux, y1−αDα
0yu ∈C(Ω̄), и пусть

lim
|x|→∞

ux ·Dα−1
0y u = 0, lim

y→∞
Dα−1

0y u ·Dα−1
0y Dα

0yu = 0. (25)

Тогда решение задачи (1), (2) единственно с точностью до слагаемого C yα−1

Γ(α) .

Доказательство. Установим, что однородная задача (1), (2) имеет только решение

u(x,y) =C yα−1

Γ(α) , где C -произвольная постоянная. Так как

Dα−1
0y u ·Lu≡ (uxDα−1

0y u)x−uxDα−1
0y ux +(Dα−1

0y u ·Dα−1
0y Dα

0yu)y−Dα
0yu ·Dα−1

0y Dα
0yu,

то

a∫
−a

b∫
0

Dα−1
0y u · Ludxdy =

b∫
0

{ux(a,y)Dα−1
0y u(a,y)−ux(−a,y)Dα−1

0y u(−a,y)}dy+ (26)

a∫
−a

{[Dα−1
0y uDα−1

0y Dα
0yu]y=b−[Dα−1

0y uDα−1
0y Dα

0yu]y=0}dx−
a∫
−a

b∫
0

{uxDα−1
0y ux+Dα

0yu ·Dα−1
0y Dα

0yu}dxdy.

C учетом условий (25) из (26) получаем lim
a→∞

lim
b→∞

a∫
−a

b∫
0
{uxDα−1

0y ux + Dα
0yu ·

Dα−1
0y Dα

0yu}dxdy = 0. Отсюда, в силу положительности оператора дробного

интегрирования [8], получаем ux = 0, Dα
0yu= 0 или u(x,y)= u(y)+c, т. е. u(x,y)=C yα−1

Γ(α) ,

C- некоторая постоянная. �
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