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Введение

В евклидовой плоскости точек (x,y) рассмотрим уравнение вида

0 =

{
uy−auxx−buxxy, y > 0,
(−y)muxx−uyy− c(−y)

m−2
2 ux, y < 0,

(1)

где a, b, m – заданные положительные числа; |c| ≤ m/2; u = u(x,y) – искомая
действительная функция независимых переменных x и y.

Уравнение (1) при y > 0 совпадает с уравнением Аллера [1]:

∂u
∂y

=
∂

∂x

(
a

∂u
∂x

+b
∂ 2u

∂x∂y

)
, (2)

а при y < 0 – с вырождающимся гиперболическим уравнением [2, c. 13]:

(−y)muxx−uyy− c(−y)
m−2

2 ux = 0. (3)

Уравнение (2) так же называют модифицированным уравнением диффузии и
относится к уравнениям псевдопараболического типа [3], [4, c. 137]. Известно [5],
что при определенных допущениях уравнение (2) описывает движение почвенной
влаги и его решение интерпретируется как влажность почвы с коэффициентом
диффузии a и коэффициентом влагопроводности b в точке x почвенного слоя
0 ≤ x ≤ r в момент времени y ∈ [0,T ]. Решению различных локальных, нелокальных
и смешанных краевых задач для псевдопараболических уравнений третьего порядка,
в частности, и для уравнения Аллера посвящены работы [6] - [11].

Уравнение (3) является уравнением гиперболического типа с параболическим
вырождением вдоль прямой y = 0 и при m = 2 его называют уравнением Бицадзе
– Лыкова [12, c. 234]. При c = 0 уравнение (3) переходит в уравнение Геллерстедта,
которое, как отмечено в работе [13, c. 236], находит применение при отыскании
оптимальной формы плотины прорези. В работах [14, 15] были изучены первая и
вторая задачи Дарбу для уравнения (3), а в работах [16, 17] в явном виде выписаны
решения первой краевой задачи и задачи Гурса соответственно. Достаточно полная
библиография по исследованию различных краевых задач для вырождающихся
гиперболических уравнений имеются в монографиях [2, 18, 19].

Для гиперболического уравнения вида (1) автором были исследованы краевые
задачи, для которых доказаны теоремы существования и единственности [20, 21].

Постановка задачи и полученные результаты

Пусть Ω+ = {(x,y) : 0 < x < r,0 < y < T}. Через Ω− обозначим область,
ограниченную характеристиками уравнения (3):
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A0C : x− 2
m+2

(−y)
m+2

2 = 0,

ArC : x+
2

m+2
(−y)

m+2
2 = r,

выходящими из точек A0 = (0,0), Ar =
(r,0) и пересекающимися в точке C =(

r/2,− [(m+2)r/4]2/(m+2)
)

и A0Ar = {(x,0) :
0 < x < r}. Пусть B0 = (0,T ), Br = (r,T ) и
A0B0 = {(0,y) : 0< y< T }, ArBr = {(r,y) : 0< y< T };
Ω = Ω+∪Ω−∪ (A0Ar).

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x,y)
такую, что u∈C(Ω)∩C1(Ω)∩C2(Ω−) и uxxy ∈C(Ω+), удовлетворяющую уравнению
(1).

Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1) из класса

ux(x,0), uy(x,0) ∈C[0,r] и удовлетворяющее следующим условиям:

u(0,y) = u(r,y) = 0, 0≤ y≤ T, (4)

u|A0C = h(x), 0≤ x≤ r, (5)

где h(x) ∈C3[0,r].
Положим

u(x,0) = ϕ(x), 0≤ x≤ r, (6)

uy(x,0) = ψ(x), 0≤ x≤ r. (7)

Из (2), переходя к пределу при y → +0 с учетом (6) и (7), находим
функциональное соотношение между функциями ϕ(x) и ψ(x) принесенное из области
Ω+ на линию y = 0 в виде

ψ(x)−aϕ
′′(x)−bψ

′′(x) = 0, 0 < x < r. (8)

Решение задачи Коши (6), (7) для уравнения (3) имеет вид [2, c. 14]:

u(x,y) =
1

B(α,β )

1∫
0

ϕ

[
x+

2
m+2

(−y)
m+2

2 (2t−1)
]

tβ−1(1− t)α−1dt+

+
y

B(1−α,1−β )

1∫
0

ψ

[
x+

2
m+2

(−y)
m+2

2 (2t−1)
]

t−α(1− t)−β dt, |c|< m
2
, (9)

u(x,y) = ϕ

[
x+

2
m+2

(−y)
m+2

2

]
+

+
2y

m+2

1∫
0

ψ

[
x+

2
m+2

(−y)
m+2

2 (2t−1)
]
(1− t)−β dt, c =

m
2
, (10)
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u(x,y) = ϕ

[
x− 2

m+2
(−y)

m+2
2

]
+

+
2y

m+2

1∫
0

ψ

[
x+

2
m+2

(−y)
m+2

2 (1−2t)
]
(1− t)−

m
m+2 dt, c =−m

2
, (11)

α =
m−2c

2(m+2)
, β =

m+2c
2(m+2)

,

где B(z1,z2) – бета функция.
Учитывая условие (5), перепишем (9)–(11) следующим образом:

h
(x

2

)
=

x1−α−β Γ(α)

B(α,β )
D−α

0x

[
ξ

β−1
ϕ(ξ )

]
−

− Γ(1−β )

B(1−α,1−β )

(
m+2

4

) 2
m+2

Dβ−1
0x

[
ξ
−α

ψ(ξ )
]
, |c|< m

2
, (12)

h
(x

2

)
= ϕ(x)− Γ(1−β )

2

(
m+2

4

)−β

Dβ−1
0x ψ(ξ ), c =

m
2
, (13)

h
(x

2

)
= ϕ(0)− 1

2

(
m+2

4

)−α

D−1
0x

[
ξ
−α

ψ(ξ )
]
, c =−m

2
. (14)

Здесь Dγ

0x – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана –
Лиувилля по переменной x порядка γ с началом в точке 0 и с концом в точке x,
определяемый следующим образом [13, c. 9]:

Dγ

0xv(ξ ) =
1

Γ(−γ)

x∫
0

v(ξ )dξ

|x−ξ |γ+1 , γ < 0;

Dγ

0xv(ξ ) =
∂ n

∂xn Dγ−n
0x v(ξ ), n−1 < γ ≤ n, n = 1,2, ...;

Dγ

0xv(ξ ) = v(x), γ = 0,

Γ(z) – гамма функция Эйлера.
Для любой функции v(x) ∈ L1[0,r] справедливы следующие свойства дробного

интегро-дифференцирования с одинаковыми началами [13, c. 11, c. 18]:

Dα
0xD−β

0ξ
v(s) = Dα−β

0x v(ξ ), 0 < α ≤ β ;

Dα
0xξ

α+β Dβ

0ξ
v(s) = xβ Dα+β

0x ξ
αv(ξ ), β < 0, 0≤ α < 1,

с учетом которых, из (12)–(14) находим функциональное соотношение между
функциями ϕ(x) и ψ(x) принесенное из области Ω− на линию y = 0:

ϕ(x) =
c1

c2
Dα+β−1

0x ψ(ξ )+
x1−β

c2
Dα

0xξ
α+β−1h

(
ξ

2

)
, |c|< m

2
, (15)
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ϕ(x) = c3Dβ−1
0x ψ(ξ )+h

(x
2

)
, c =

m
2
, (16)

ϕ(0) = c4D−1
0x ξ

−α
ψ(ξ )+h

(x
2

)
, c =−m

2
, (17)

c1 =

(
m+2

4

) 2
m+2 Γ(2−α−β )

Γ(1−α)
, c2 =

Γ(α +β )

Γ(β )
,

c3 =
1
2

(
m+2

4

)−β

Γ(1−β ), c4 =
1
2

(
m+2

4

)−α

.

Из (8) и соотношений (15)–(17), исключая функцию ϕ(x), относительно функции
ψ(x) получим следующие равенства

ψ
′′(x)+

ac1

bc2
D1+α+β

0x ψ(ξ )− 1
b

ψ(x) = fα(x), |c|< m
2
, (18)

ψ
′′(x)+

ac1

bc2
D1+β

0x ψ(ξ )− 1
b

ψ(x) = f0(x), c =
m
2
, (19)

ψ(x) =− xα

2c4
h′
(x

2

)
, c =−m

2
, (20)

где

fα(x) =−
a

bc2
x1−β Dα

0xξ
α+β−1h

(
ξ

2

)
.

Заметим, что (19) получается из (18) при α = 0, поэтому найдем решение
уравнения (18). Воспользовавшись результатами приведенными в работе [22],
решение уравнения (18) запишем в виде:

ψ(x) =
x∫

0

fα(t)G2
2

(
x− t;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)

dt+

+a1G2
2

(
x;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)
+a2G1

2

(
x;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)
, (21)

где

lim
x→0

[
ψ
′(x)+

ac1

bc2
Dα+β

0x ψ(ξ )

]
= a1, lim

x→0
ψ(x) = a2.

Здесь

Gk
n(x;λ1, ...,λn;γ1, ...,γn) =

∞∫
0

e−tSk
n(x;λ1t, ...,λnt;γ1, ...,γn)dt,

Sk
n(x;λ1t, ...,λnt;γ1, ...,γn) = (h1 ∗h2 ∗ ...∗hn)(x),

где

(ϕ ∗ψ)(x) =
x∫

0

ϕ(x−ξ )ψ(ξ )dξ
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– свертка Лапласа функций ϕ(x) и ψ(x),

hi = hi(x) = xki−1
φ(γi,ki;λitxγi), i = 1,n; k =

n

∑
i=1

ki, γi > 0, ki > 0,

φ(γ,k;z) =
∞

∑
j=0

z j

j!Γ( jγ + k)
– есть функция Райта.

Из (21), с учетом условия согласования ψ(0) = 0 и второго условия из (4),
получаем, что a2 = 0, а значение a1 однозначно можно найти следующим образом

a1 =−
1

G2
2

(
r;−ac1

bc2
, 1

b ;1−α−β ,2
) r∫

0

fα(t)G2
2

(
r− t;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)

dt,

если выполнено условие

G2
2

(
r;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)
6= 0. (22)

Тогда решения (18) и (19) запишутся соответственно в виде:

ψ(x) =
x∫

0

fα(t)G2
2

(
x− t;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)

dt−

−
G2

2

(
x;−ac1

bc2
, 1

b ;1−α−β ,2
)

G2
2

(
r;−ac1

bc2
, 1

b ;1−α−β ,2
) r∫

0

fα(t)G2
2

(
r− t;−ac1

bc2
,
1
b

;1−α−β ,2
)

dt, |c|< m
2
, (23)

ψ(x) =
x∫

0

f0(t)G2
2

(
x− t;−a

b
c3,

1
b

;1−β ,2
)

dt−

−
G2

2
(
x;−a

bc3,
1
b ;1−β ,2

)
G2

2
(
r;−a

bc3,
1
b ;1−β ,2

) r∫
0

f0(t)G2
2

(
r− t;−a

b
c3,

1
b

;1−β ,2
)

dt, c =
m
2
. (24)

По найденному значению ψ(x) соответствующими равенствами (20), (23) и (24)
значение функции ϕ(x) можно найти из фундаментальных соотношений (8) и (15),
(16). После того как функции ϕ(x) и ψ(x) найдены, решение задачи (4), (6) для
уравнения (2) в области Ω+ выписывается по формуле [23]:

u(x,y) =
r∫

0

G(x,y;ξ ,0)[ϕ(ξ )−bϕ
′′(ξ )]dξ ,

где

G(x,y;ξ ,η) =
2
r

∞

∑
n=1

1
1+bµn

e−
aµn

1+bµn (y−η) sin(
√

µnξ )sin(
√

µnx), µn =
(

πn
r

)2
.

А в области Ω− решение задачи Коши (6), (7) для уравнения (3) выписывается по
одной из формул (9)-(11).
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Заключение

Результатом данной работы является следующая
Теорема. Пусть выполнено условие (22). Тогда существует единственное

регулярное решение задачи (4), (5) для уравнения (1).
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