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Для неоднородного уравнения параболо—гиперболического типа второго порядка
рассматривается аналог задачи А. А. Дезина. В работе доказана единственность
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Введение

В 1963 г. А. А. Дезин сформулировал задачу [1] для уравнения с оператором
Лаврентьева—Бицадзе (

sgn t · ∂ 2

∂ t2 +
∂ 2

∂x2

)
u(x, t) = f (x, t) ,

в прямоугольной области {(x, t) : 0 < x < 2π, |t|< 1} с условием 2π-периодичности по
x, а по переменной t задаются: условия сопряжения

u(x,+0) = u(x,−0) , ut (x,+0) = ut (x,−0) , 0 < x < 2π,

локальное условие u(x,1) = 0 и нелокальное условие

u(x,0)+λut (x,−1) = 0, 0 < x < 2π,

где λ = const.
В своей монографии А. М. Нахушев [2, с. 18] приводит формулировки

нелокальных краевых условий по терминологии А. А. Дезина [3].
Упомянутая задача оставалась долгие годы не исследованной. Лишь в 2009 г.

появилась работа З. А. Нахушевой [4], посвящённая задаче А. А. Дезина для
уравнения Лаврентьева—Бицадзе

(sgny)uyy (x,y)+uxx (x,y) = f (x,y)H (y) ,

где H (y)— функция Хевисайда. В специальной прямоугольной области доказаны
принцип экстремума, теоремы единственности и существования решения
нелокальной задачи, сформулированной А. А. Дезиным.

Дальнейшие исследования задачи Дезина для уравнения с оператором
Лаврентьева—Бицадзе продолжились в работах К. Б. Сабитова, В. А. Гущиной
(Новиковой) [5, 6, 7].

Аналог задачи А. А. Дезина для уравнения смешанного параболо—
гиперболического типа

∂ 2u(x,y)
∂x2 − ∂ 1+H(−y)u(x,y)

∂y1+H(−y)
= f (x,y)H (y)

был сформулирован в монографии З. А. Нахушевой [8, с. 174]. Доказана однозначная
разрешимость аналога задачи А. А. Дезина в области {(x,y) : 0 < x < r, −r < y < β}.
Там же исследован вопрос о спектре однородной задачи.

В работах [9, 10] различными методами исследован аналог задачи А. А. Дезина
для неоднородного уравнения смешанного параболо—гиперболического типа второго
порядка в прямоугольной области {(x,y) : 0 < x < r, −α < y < β} , где r, α = n0r,
β — вещественные положительные числа, n0 — фиксированное натуральное число.
Доказана единственность и выписано представление решения исследуемой задачи.

В данной работе выписано представление решение аналога задачи А. А. Дезина
для неоднородного уравнения смешанного параболо—гиперболического типа второго
порядка с использованием метода функцию Грина. Из представления следует
единственность найденного решения задачи.
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Постановка задачи

Пусть Ω = {(x,y) : 0 < x < r,−α < y < β}— область евклидовой плоскости точек
(x,y), Ω+ = Ω∩ {y : y > 0}, Ω− = Ω∩ {y : y < 0}, где r, α = n0r, β — вещественные
положительные числа, n0 — фиксированное натуральное число.

В области Ω рассмотрим уравнение

f = Lu≡


∂ 2u
∂x2 −

∂u
∂y

, y > 0,

∂ 2u
∂x2 −

∂ 2u
∂y2 , y < 0,

(1)

где u = u(x,y)— пока неизвестная функция, f = f (x,y)— заданная, непрерывная в
замыкании Ω области Ω вещественная функция.

Регулярным решением уравнения (1) будем называть функцию u = u(x,y),
которая обладает непрерывными производными, входящими в это уравнение, и при
подстановке обращает его в тождество.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение u(x,y) уравнения (1)
из класса C1 (Ω) обладающее непрерывными частными производными по x
до второго порядка включительно на интервале {(x,y) : 0 < x < r, y = 0},
удовлетворяющее условиям

u(x,y)|x=0 = u(x,y)|x=r ,
∂u(x,y)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u(x,y)

∂x

∣∣∣∣
x=r

, −α < y < β , (2)

∂u(x,y)
∂y

∣∣∣∣
y=−α

= λ u(x,y)|y=0 , 0 < x < r. (3)

Определение функции Грина и представление решения задачи

Пусть
u(x,y)|y=0 = τ (x) , 06 x6 r. (4)

Введём в рассмотрение функцию G = G(ξ ,η ;x,y), представимую в виде

G(ξ ,η ; x,y) =


G1 = G1 (ξ ,η ; x,y) , −α 6 y6 η < 0,
G2 = G2 (ξ ,η ; x,y) , −α < η 6 y6 0,
G3 = G3 (ξ ,η ; x,y) , 06 y6 η 6 β ,

(5)

где (ξ ,η)— произвольная фиксированная точка замыкания Ω области Ω,
обладающую свойствами:

L∗G≡ 0, (6)

G|x=0 = G|x=r ,
∂G
∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂G
∂x

∣∣∣∣
x=r

, −α < y < η , (7)

G2|y=0 ≡ 0,
∂G1

∂y

∣∣∣∣
y=−α

≡ 0, 0 < x < r, (8)
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(G2−G1)|y=η
≡ 0,

(
∂G2

∂y
− ∂G1

∂y

)∣∣∣∣
y=η

= δ (x−ξ ) , 0 < x < r, (9)

G3|y=η
= δ (x−ξ ) , 0 < x < r, (10)

где

L∗ ≡


∂ 2

∂x2 +
∂

∂y
, y > 0,

∂ 2

∂x2 −
∂ 2

∂y2 , y < 0

— оператор, сопряжённый по Лагранжу с оператором L, δ (x)— δ -функция Дирака.
Имеет место тождество

GLu−uL∗G =
∂

∂x

(
G

∂u
∂x
−u

∂G
∂x

)
−


∂

∂y
(uG) , y > 0,

∂

∂y

(
G

∂u
∂y
−u

∂G
∂y

)
, y < 0.

Проинтегрировав данное тождество по области Ωη = {(x,y) : 0 < x < r, −α < y < η},
где η ∈ (0,β ], получим∫∫

Ωη

(GLu−uL∗G)dxdy = (G, Lu)0− (u, L∗G)0 ,

где (· , ·)0 — скалярное произведение в пространстве L2 (Ωη).
Применив формулу Грина и вычисляя последний интеграл с учётом условий

задачи 1 и (4)–(10), находим представление решение задачи 1 в следующем виде

u(x,y) =
r∫

0

τ (ξ )M [G(x,y;ξ ,η)]dξ −
y∫

−α

dη

r∫
0

f (ξ ,η)G(x,y;ξ ,η)dξ , (11)

где

M [G(x,y;ξ ,η)] =


∂G(x,y;ξ ,η)

∂η

∣∣∣∣
η=0

+λ G(x,y;ξ ,η)|
η=−α

, y6 0,

G(x,y;ξ ,η)|
η=0 , y> 0,

τ (x) =
r∫

0

 f (s,0)−
0∫

−α

dη

r∫
0

f (ξ ,η)
∂G(s,y;ξ ,η)

∂y

∣∣∣∣
y=0

dξ

g(x,s)ds,

g(x,s) =



sh
√

λ (x− s− r)− sh
√

λ (x− s)

2
√

λ

(
ch
√

λ r−1
) , 06 s6 x < r,

sh
√

λ (x− s)− sh
√

λ (x− s+ r)

2
√

λ

(
ch
√

λ r−1
) , 0 < x6 s6 r,

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функцией Грина G(x,y;ξ ,η) задачи 1 будем называть решение
уравнения (6) представимое в виде (5), обладающее в области Ω′ = {(x,y,ξ ,η) : 0 <
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x, ξ < r, −α < y, η < β} производными входящими в это уравнение, непрерывно—
дифференцируемое в замыкании Ω

′
, удовлетворяющее условиям (7)–(10).

Замечание. Функция g(x,s) при λ =−
(2πk

r

)2
(k ∈ Z) не существует.

Таким образом, формула (11) позволяет в явном виде записать решение задачи 1,
если известна функция Грина G(x,y;ξ ,η), и имеет место следующая теорема.

Теорема. Пусть λ 6= −
(2πk

r

)2 ∀k ∈ Z и известна функция Грина G(x,y;ξ ,η)
задачи 1. Тогда задача 1 однозначно разрешима, причём решение в явном виде
даётся равенством (11).
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