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Введение

В 1975 г. известный немецкий математик З. Прёсдорф ([1]) исследовал
аппроксимационные свойства средних Фейера тригонометрических рядов Фурье
непрерывных 2π-периодических функций в так называемых гёльдеровых
пространствах, в которых норма учитывает как максимальные значения, так и
гладкостные характеристики элементов этих пространств.

Пусть C := (0,2π) – пространство непрерывных 2π-периодических функций f с
нормой

‖ f‖C := max
x
| f (x)| ,

S [ f ] =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(an cosnx+bn sinnx)

– её ряд Фурье,

Sn ( f ) = Sn( f ,x) :=
a0

2
+

n

∑
k=1

(ak coskx+bk sinkx)

– частичные суммы порядка n ряда Фурье S [ f ].
В качестве аппаратов приближения будем рассматривать средние Валле Пуссена

σn,p ( f ) = σn,p ( f ,x) =
1

p+1

n

∑
k=n−p

Sk( f ,x), 0≤ p≤ n−1.

При n = p, σp ( f ) = σp,p ( f ) – суммы Фейера, при 0 ≤ p < n
2 , σn,p ( f ) – средние,

близкие к суммам Фурье, при n
2 ≤ p ≤ n− 1, σn,p ( f ) – средние, близкие к суммам

Фейера.
Введём понятие обобщённых гёльдеровых пространств и их модификаций.
Пусть

∆h f (x) := f
(

x+
h
2

)
− f

(
x− h

2

)
,h > 0

∆
2
h f (x) := ∆h (∆h f )(x) = f (x+h)+ f (x−h)−2 f (x),

– первая и вторая симметрические разности в точке x с шагом h соответственно,

| f |
ω∗ := sup

h>0

‖∆h f‖C
ω∗(h)

, | f |
ω∗,2 := sup

h>0

∥∥∆2
h f
∥∥

C
ω∗(h)

,

где ω∗ (t) – некоторая неубывающая и положительная при t > 0 функция.
Пусть, далее,

Hω∗ := { f ∈C : | f |
ω∗ < ∞} , Hω∗,2 :=

{
f ∈C : | f |

ω∗,2 < ∞

}
.

Множества Hω∗ и Hω∗,2, называются обобщёнными гёльдеровыми и обобщёнными
модифицированными гёльдеровыми пространствами, которые являются также
банаховыми пространствами относительно норм

‖ f‖
ω∗ := ‖ f‖C + | f |

ω∗, ‖ f‖
ω∗,2 := ‖ f‖C + | f |

ω∗,2

соответственно.
В частности, если ω∗(t) = tβ , 0 < β ≤ 1, Hω∗ := Hβ – пространство Гёльдера с

показателем β (при β = 0 считаем, что H0 :=C). В случае 0 < β ≤ 2, Hω∗,2 := Hβ ,2 –
пространство Зигмунда с показателем β .
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2. Постановка задачи

За последние 40 лет появилось большое количество работ, посвящённых
исследованию вопросов приближения функций различными линейными средними
их рядов Фурье в пространствах Hω . К их числу относятся работы З. Прёсдорфа
[1], Л. Лейндлера [2], П. Чандры [3], Л. Лейндлера, А. Меира, В. Тотика [4],
P. Мохапатры и П. Чандры [5], Т. Сингха [6], P.А.Ласурия [7,8], В.В. Жука [9],
Б. Лэндона [10], Б.P. Драганова [11], С.А. Теляковского [12] и др. Приведем
следующий результат З. Прёсдорфа относительно средних Фейера.

Теорема А. ([1]). Пусть 0 ≤ β < α ≤ 1. Тогда ∀ f ∈ Hα ⊂ Hβ имеют место
соотношения

‖ f −σn( f )‖
β
=

 O(1)
(

1
nα−β

)
, α < 1,

O(1)
( lnn

n

)1−β
, α = 1, β > 0, n > 1,

где O(1) – величины, равномерно ограниченные по n и, зависящие, вообще говоря
от f , α, β

P.А. Ласурия ([7,8]) было замечено, что ряд результатов по приближению
функций в пространствах H

ω∗ могут быть уточнены. В частности, имеет место
следующий усиленный вариант теоремы Прёсдорфа.

Теорема В ([7, 8]). Пусть 0≤ β < α ≤ 1. Тогда ∀ f ∈ Hα ⊂ Hβ

‖ f −σn( f )‖
β
=

{
O(1)

(
1

nα−β

)
, α−β < 1,

O(1)
( lnn

n

)
, α−β = 1 (α = 1,β = 0).

Откуда видно, что при α = 1,β > 0, имеем порядок приближения 1
n1−β

, в то

время как из теоремы A, в этом случае, следует порядок приближения (lnn)1−β

n1−β
и,

значит, множитель (lnn)1−β может быть опущен.
Как хорошо известно, из результатов С.Н. Бернштейна и Г. Алексича следует,

что в пространстве C средние Фейера σn ( f ) не могут доставлять приближение
функциям, отличным от постоянных, по порядку лучше чем 1

n . Однако, отправляясь
от работы P.А. Ласурия [8], Б.P. Драгановым [11] было замечено, что переход
от пространств Hω∗ к пространствам Hω∗,2 позволяет в соответствующих случаях
добиться оптимального порядка приближения, нежели в пространствах Hω∗ . В связи
с этим встаёт актуальность рассмотрения вопросов приближения функций и в
обобщённых модифицированных гёльдеровых пространствах Hω∗,2. Pяд результатов
в этом направлении получены P.А. Ласурия [13].

В нашей работе исследуются оценки скорости сходимости средних Валле Пуссена
в пространствах Hω∗,2.

3. Основные результаты и следствия

Относительно средних Валле Пуссена, близки к средним Фейера имеют место
следующие утверждения.
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Теорема. Пусть 0 ≤ β < η ≤ 2, n
2 ≤ p ≤ n− 1 . Тогда для ∀ f ∈ Hω,2 ⊂ Hω∗,2

справедливо неравенство

∥∥σn,p ( f )− f
∥∥

ω∗,2 ≤ ‖ f‖
ω,2

(
4β/η +4sup

h>0

(ω (h))β/η

ω∗ (h)

)
·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}

Следствие. Пусть ω (t) = tα , ω∗ (t) = tβ , 0 ≤ β < α ≤ 2, η = α, n
2 ≤ p ≤ n− 1.

Тогда для ∀ f ∈ Hα,2 справедливы соотношения

‖ f −σn ( f )‖
β ,2 =


O(1)

(
1

nα−β

)
, 0 < α−β < 1,

O(1)
(

1
p ln n

n−p

)
, α−β = 1,

O(1)
(

1
(n−p)α−β

)
, α−β > 1.

Доказательство теоремы основывается на следующих вспомогательных
утверждениях.

Лемма А [15]. Пусть f ∈C. Тогда при n
2 ≤ p≤ n−1 справедливо равенство

∣∣σn,p ( f ,x)− f (x)
∣∣= 1

π (p+1)

1/(n−p)∫
1/(n+1)

∆2
t f (x)
t2 dt+O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
. (1)

Лемма 1. Пусть f ∈C. Тогда при n
2 ≤ p≤ n−1 справедливо неравенство

∥∥σn,p ( f )− f
∥∥

C ≤
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω2

(
f ,

1
k

)
+O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
(2)

Доказательство. В силу равенства (1), с учётом определения модуля гладкости
функции f , следует

∥∥σn,p ( f )− f
∥∥

C ≤
1

π (p+1)

1/(n−p)∫
1/(n+1)

ω2 ( f , t)
t2 dt+O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
=

=
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

1/k∫
1/(k+1)

ω2 ( f , t)
t2 dt +O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
≤

≤ 1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω2

(
f ,

1
k

) 1/k∫
1/(k+1)

t−2dt +O
(

ω2

(
f ,

1
n

))
=

=
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω2

(
f ,

1
k

)
+O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
.

Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть 0 ≤ β < η ≤ 2, n
2 ≤ p ≤ n− 1 . Тогда для ∀ f ∈ Hω,2 ⊂ Hω∗,2

справедливо неравенство

∣∣σn,p ( f )− f
∣∣
ω∗, 2 ≤ 4| f |

ω,2sup
h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}
.

Доказательство. Оценим полунорму

∣∣σn,p ( f )− f
∣∣
ω∗, 2 = sup

h>0

∥∥∆2
h (σn,p ( f )− f )

∥∥
C

ω∗ (h)

при условии, что f ∈ Hω,2 ⊂ Hω∗,2.
Вследствие неравенств

ω2 ( f , t)≤ 4‖ f‖C,

ω2 ( f +g, t)≤ ω2 ( f , t)+ω2 (g, t)

будем иметь
ω2
(
∆

2
h f , t

)
≤ 4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C, (3)

ω2
(
∆

2
h f , t

)
≤ 4ω2 ( f , t) . (4)

В силу равенства

| f |
ω,2 = sup

h>0

∥∥∆2
h f
∥∥

C
ω (h)

, f ∈ Hω,2,

имеем ∥∥∆
2
h f
∥∥

C ≤ | f |ω,2ω (h) . (5)

Принимая во внимание равенство

∆
2
h (σn,p ( f )− f ) = σn,p

(
∆

2
h f
)
−∆

2
h f ,

с учётом неравенств (3)-(5) и (2), получаем∥∥∆
2
h (σn,p ( f )− f )

∥∥
C =

∥∥σn,p
(
∆

2
h f
)
−∆

2
h f
∥∥

C ≤

≤ 1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω2

(
∆

2
h f ,

1
k

)
+O

(
ω2

(
∆

2
h f ,

1
n

))
=

=
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
β/η

2

(
∆

2
h f ,

1
k

)
·ω1−β/η

2

(
∆

2
h f ,

1
k

)
+

+O(1)ω
β/η

2

(
∆

2
h f ,

1
n

)
ω

1−β/η

2

(
∆

2
h f ,

1
n

)
≤

≤ 1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C

)β/η

(
4ω2

(
f ,

1
k

))1−β/η

+
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+O(1)
(
4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C

)β/η

(
4ω2

(
f ,

1
n

))1−β/η

=

=
(
4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C

)β/η 1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

41−β/η
ω

1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
+

+O(1)
(
4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C

)β/η
4

1−β/η

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
n

)
=

=
(
4
∥∥∆

2
h f
∥∥

C

)β/η

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

41−β/η
ω

1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
+O(1)4

1−β/η

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
n

)}
=

= 4
∥∥∆

2
h f
∥∥β/η

C

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

2

(
f ,

1
n

)}
≤

≤ 4 | f |β/η

ω,2 ω
β/η (h)

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

| f |1−β/η

ω,2 ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1) | f |1−β/η

ω,2 ω
1−β/η

(
1
n

)}
=

= 4| f |
ω,2ω

β/η (h)

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

(
1
n

)}
Отсюда заключаем

∣∣σn,p ( f )− f
∣∣
ω∗, 2 ≤ sup

h>0

4| f |
ω,2ωβ/η (h)

ω∗ (h)
·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

(
1
n

)}
=

= 4| f |
ω,2sup

h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

(
1
n

)}
.

Лемма 2 доказана.
Переходим к доказательству теоремы. Пользуясь неравенством (2) леммы 1,

с учетом неравенства ω2 ( f , t) ≤ 4‖ f‖C, для любой функции f ∈ Hω,2 ⊂ Hω∗,2 будем
иметь ∥∥σn,p ( f )− f

∥∥
C ≤

1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω2

(
f ,

1
k

)
+O

(
ω2

(
f ,

1
n

))
=

=
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
ω

β/η

2

(
f ,

1
k

)
+O

(
ω

1−β/η

2

(
f ,

1
n

))
ω

β/η

2

(
f ,

1
n

)
≤

≤ 1
π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
(4‖ f‖C)

β/η +O(1)ω
1−β/η

2

(
f ,

1
n

)
(4‖ f‖C)

β/η =
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= 4β/η ‖ f‖β/η

C

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

2

(
f ,

1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

2

(
f ,

1
n

)}
≤

≤ 4β/η‖ f‖β/η

C

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

| f |1−β/η

ω,2 ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1) | f |1−β/η

ω,2 ω
1−β/η

(
1
n

)}
=

≤ 4β/η‖ f‖
ω,2

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

(
1
n

)}
.

В силу полученного соотношения и леммы 2 находим∥∥σn,p ( f )− f
∥∥

ω∗, 2 =
∥∥σn,p ( f )− f

∥∥
C +

∣∣σn,p ( f )− f
∣∣
ω∗, 2 ≤

≤ 4β/η‖ f‖
ω,2

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

ω
1−β/η

(
1
k

)
+O(1)ω

1−β/η

(
1
n

)}
+

+4| f |
ω,2sup

h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}

=

=

(
4β/η‖ f‖

ω,2 +4| f |
ω,2sup

h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

)
·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}

=

=

(
4β/η‖ f‖

ω,2 +4‖ f‖
ω,2sup

h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

)
·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}

=

= ‖ f‖
ω,2

(
4β/η +4 sup

h>0

ωβ/η (h)
ω∗ (h)

)
·

·

{
1

π (p+1)

n

∑
k=n−p

(
ω

(
1
k

))1−β/η

+O(1)
(

ω

(
1
n

))1−β/η
}
.

Теорема полностью доказана.
Аналогичные оценки для средних Фейера были установлены в работе [14].
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