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Для нагруженного гиперболического уравнения с волновым оператором в главной
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Введение

Исследование краевых задач для нагруженных дифференциальных уравнений на
сегодняшний момент является весьма актуальной.

Глубокая связь между локальными краевыми задачами для нагруженных
дифференциальных уравнений и нелокальными краевыми задачами для обычных
дифференциальных уравнений является постоянным толчком к развитию
исследований в этом научном направлении. Впервые на связь нелокальных краевых
задач со смещением с нагруженными уравнениями обратил внимание А. М.
Нахушев в работе [1], а в работе [2] им был приведен пример нагруженного
вырождающегося гиперболического уравнения для которого устраняется эффект
неравноправия характеристик второй задачи Дарбу, имеющийся для этого
уравнения, когда нагруженное слагаемое отсутствует. Исследованию задачам с
данными на характеристических многообразиях для нагруженных строго и слабо
гиперболических уравнений посвящены работы [3] – [8].

В данной работе обьектом исследования является нагруженное гиперболическое
уравнение вида

uxx−uyy = λu
(

x+ y+ x0

2
,
x+ y− x0

2

)
, (1)

где λ и x0 - произвольные действительные числа, причем 0≤ x0 ≤ 1.

Задача Гурса

Пусть Ω - конечная односвязная область евклидовой плоскости переменных x и
y, ограниченная характеристиками x− y = 0, x− y = 1, x+ y = 0 и x+ y = 1 уравнения
(1).

Задача Гурса. В области Ω найти решение уравнения (1) из класса C(Ω̄)∩C2(Ω),
удовлетворяющее краевым условиям

u
(x

2
,

x
2

)
= ψ(x), 0≤ x≤ 1, (2)

u
(x

2
,−x

2

)
= φ(x), 0≤ x≤ 1, (3)

где Ω̄ -замыкание области Ω.
Предполагается, что, φ ,ψ ∈ C(J̄), где J̄ - замыкание интервала J =

{(x,y) : 0 < x < 1,y = 0}.
В характеристических переменных ξ = x− y, η = x+ y уравнение (1) и краевые

условия (2), (3) принимают вид

vξ η =
λ

4
v(x0,η) (4)

v(ξ ,0) = φ(ξ ), 0≤ ξ ≤ 1, (5)

v(0,η) = ψ(η), 0≤ η ≤ 1, (6)

где v(ξ ,η) = u
(

ξ+η

2 , η−ξ

2

)
.
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Область Ω переходит в прямоугольную область Ω1 =
{(ξ ,η) : 0 < ξ < 1,0 < η < 1}, ограниченную характеристиками ξ = 0, ξ = 1,
η = 0, η = 1 уравнения (4).

Пусть существует решение задачи Гурса (5), (6) для уравнения (4), тогда легко
видеть, что для нахождения v(ξ ,η) получаем следующее нагруженное интегральное
уравнение Вольтерра второго рода

v(ξ ,η) = φ(ξ )+ψ(η)−φ(0)+
λξ

4

η∫
0

v(x0, t)dt. (7)

Полагая в (7) ξ = x0, для нахождения v(x0,η) получаем интегральное уравнение
Вольтерра 2-го рода

v(x0,η)− λx0

4

η∫
0

v(x0, t)dt = Φ(η), (8)

где Φ(η) = ψ(η)+φ(x0)−φ(0).
Вводя обозначения z(η) = v(x0,η)−Φ(η) и дифференцируя обе части (8), для

нахождения z(η) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка

z′(η)− λx0

4
z(η) =

λx0

4
Φ(η),

отсюда (
ze−

λx0
4 η

)′
=

λx0

4
e−

λx0η

4 Φ(η).

Интегрируя обе части последнего равенства от 0 до η и, учитывая, что lim
η→0

z(η) = 0,

получаем

z(η) =
λx0

4

η∫
0

e
λx0

4 (η−t)
Φ(t)dt.

Следовательно

v(x0,η) = Φ(η)+
λx0

4

η∫
0

e
λx0

4 (η−t)
Φ(t)dt. (9)

Подставляя (9) в (7) будем иметь

v(ξ ,η) = φ(ξ )+ψ(η)−φ(0)+
λξ

4

η∫
0

Φ(t)dt +
λ 2ξ x0

16

η∫
0

t∫
0

e
λx0

4 (η−ξ1)Φ(ξ1)dξ1dt.

Поменяв порядок интегрирования в двойном интеграле, после некоторых
преобразований, получим

v(ξ ,η) = φ(ξ )+ψ(η)−φ(0)+
λξ

4

η∫
0

[φ(x0)+ψ(t)−φ(0)]e
λx0

4 (η−t)dt.
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Отсюда, возвращаясь к исходным переменным, получим

u(x,y) = φ(x− y)+ψ(x+ y)−φ(0)+
λ (x− y)

4

x+y∫
0

[φ(x0)+ψ(t)−φ(0)]e
λx0

4 (x+y−t)dt. (10)

Принимая во внимание условия гладкости на заданные функции φ и ψ,
непосредственной проверкой можно убедиться в том, что задаваемая формулой (10)
функция u(x,y) является регулярным в области Ω решением задачи (2), (3) для
уравнения (1) из класса C(Ω̄).

Из (10) вытекает следующее очевидное утверждение. Если ψ(x) ≡ φ(0)− φ(x0),
то для любого λ решение задачи Гурса (2), (3) для уравнения (1) совпадает c
решением этой задачи для однородного волнового уравнения. Действительно, если
ψ(x)≡ φ(0)−φ(x0), то из (10) имеем, что

u(x,y) = φ(x− y)−φ(x0),

стало быть

u
(

x+ y+ x0

2
,
x+ y− x0

2

)
= φ(x0)+ψ(x+ y)−φ(0) = φ(x0)+φ(0)−φ(x0)−φ(0) = 0,

то есть уравнение (1) совпадает с одномерным волновым уравнением.
Итак, доказана следующая
Теорема. Единственное и устойчивое решение u(x,y) задачи Гурса (2), (3) для

уравнения (1) определяется формулой (10). Это решение совпадает с решением
задачи (2), (3) для уравнения uxx−uyy = 0 тогда и только тогда, когда

λ [φ(x0)+ψ(x)−φ(0)]≡ 0.
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